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Onsoz

Muhendislikte vermeye basladigim Otomatik Kontrol dersinin daha iyi anlasilabilmesi icin bu notlar
hazirlanmaya baslandi. Su anda eksikleri oldukga fazla olmasina ragmen yayinlanmasi daha uygun
olacagi kanaatindeyim.

Simdilik birgok eksikleri bulunmaktadir. insaallah gelecek yillarda daha diizgiin hale getirilecektir.
Aslinda Ingilizce kaynaklarda Otomatik Kontrol ile ilgili cok daha genig ve ayrintili agiklamalar
bulunmasina ragmen, Turkge kaynaklarda fazla olmadigindan dolayi bu kisma agirlik verilecektir.

Cozumler yeri geldiginde Simulasyon programlari ile de gosterilecektir.

Ders notlarindan Tlrkge bilen tim 6grencilerin parasiz olarak faydalanabilmesi icin PDF formati
tercih edildi. Boylece dgrenciler derste ayni seyleri yazmak yerine, zamanlarini anlamaya ayirmasi
ve daha basarili olmasi arzu edildi.

Ders notlari ilk defa yazilmaya baslandidi icin hatalar olacaktir. Fakat ders esnasinda ve zamanla
bu hatalar en az hale getirilecektir. Bu zamana kadar 6grencilere higbir sey vermemektense hatall
da olsa yayinlanmasi daha faydali olacagi kanaatindeyim.

Notlarin genisletiimesine mimkuin oldugunca devam edilecektir. Yani zaman gectikge daha dizgin
ve hatasiz hale getirilecektir. Ayrica yeni bolumler de eklenecektir (Modelica kdkenli (MapleSim,
Dymola, Matlab\Simulink ) gibi program 6rnekleri ). Ders notlarinda goérilen hatalarin tarafima
bildiriimesi beni daha da memnun eder. Boylece daha diizgiin hale gelecektir. ingaallah ilaveler
yapildik¢a yeni haliyle tekrar web sayfasindan tekrar yayinlanmaya devam edecektir.
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GIRIS

Otomatik kontrol uygulamasi guinlik hayatimizda sik¢a kullaniimaktadir. Temel olarak kapali devre
(geri beslemeli) ve acik olmak uzere iki kisma ayrilabilir. Burada yalnizca geri beslemeli kontrol
sistemleri incelenecektir. Ayrica kontrol elemanlarinin malzemesine bagli olarak da siniflandirmak
mumkundur. Hidrolik, mekanik, pndmatik, elektronik veya bilesenleri seklinde olabilir. Ayrica kontrol
elemanlarini goésterdikleri davranisa bagli olarak da siniflandirmak muamkindar ( Oranti(P),
Integral(l), vs. seklinde).

Bir Kontrol devresinin analiz veya sentez edilebilmesi icin; 1. Fiziksel sistemin matematiksel modeli
elde edilir. 2. Gerekli bagintilar yazilir. 3. Sistemin Blok diyagrami gizilir. 4. Daha basit gosterim igin,
blok diyagramindan isaret akis grafigi gizilir. 5. Elde edilen isaret akis grafiginden sistemin transfer
fonksiyonlari veya kararli olup olmadigi veya kararli olmasi icin hangi araliklarda olmasi gerektigi
gibi hesaplamalar elde edilir.

lleride bunlar detaylariyla incelenecektir.

1. Kontrol Sistemileri:

Kontrol sistemin anlagilabilmesi agisindan asagidaki temel tanimlamalarin bilinmesi gereklidir.

1.1 Blok Diyagrami:

Fiziksel bir sistemin giris ve ¢ikiglari arasindaki, sebep sonug iligkilerinin resimle (gizim) anlatilig
sekline denir. Blok diyagramini olusturan parcgalara ise, eleman denir. Blok diyagraminin en basit
sekli; tek blok ve bir giris ¢ikistan olusur (bakiniz sekil:1.1).

. _dx
Giris Cikis d Y=4F
: Blok , X d dt
— —_—l dt —
Giris x Blok = Cikis| (1.1)

Dikdortgenin ici, blogu tanimlar ve genellikle elemanin tipi veya matematiksel bir iglemin tanimi igine
yazilir. Blokta kullanilan oklar iglemin akis yonunu belirler.
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1.2 Toplama Noktasi (Summing Point):

Blok klguk bir daire seklinde oldugunda buna toplama noktasi denir. Toplama noktasina gelen
oklarda arti(+) veya eksi(-) isareti bulunmalidir. Toplama noktasina gelen giris sayisi bir veya daha
fazla oldugu halde ¢ikis sadece bir tanedir ve ¢ikisa isaret konulmaz.

Z
+ + ) + Vo
X x+y> X xy>x xyz>
+ . .
y y y

1.3 Dagilma Noktasi (Takeoff Point):

Gelen bir sinyalin, birden fazla kola ¢ikisini géstermek icin dagiima noktasi kullanilir ve nokta (e) ile
gosterilir. Girig bir tane oldugu halde c¢ikis iki veya daha fazladir. Batun ¢ikis kollarindaki degerler
giris ile aynidir. Ornegin bir insan sesisin isitiimesinde bir ile bin birdir veya evlerdeki elektrik 220V
ile eve gelir. Bina igerisinde bir¢cok dala (kola) ayrildigi halde bitin dallardaki (kollardaki) voltaj yine
220V tur.

— = x  Dagilma noktasi

A 5

X >~ X X

Dagilma nokteél

1> X X

Gergcek hayatta karsilasilan problemlerin kontrol sistemlerinde nasil ifade edildigi asagidaki
uygulamalarda gosterilmigtir.

1.3.1 Uygulama:

Asagidaki sekilde negatif geri beslemeli kontrol sistemi verilmektedir. Tanktaki su seviyesi
yukseldiginde, yuzer top yukselmekte ve dolayisiyla palangaya bagdli olan halat sayesinde su girigini
engelleyen kapak asagi inmektedir. Su seviyesi azaldi§i takdirde kapak geri acilmakta ve su girisini
serbest birakmaktadir.

Y v

A /’Q

makara
kapak halat

N 1 su

‘ Samandira

vana
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Bu sisteme ait blok diyagrami asagida verilmistir.

kontral eden

kontrol edilen

kapak

istenilen su

kap

F————i—

seviyesi [ dolud

geti besleme elemanlar

samandira, halat

v badlant
elemanlar

1.3.2 Uygulama:

Asagida verilen denklemlerin blok diyagramlarini giziniz.

dx d’x, dx
2, :al(d_tlj b) % =" g ©) x, =[xyt
Co6zim:
a)
&
X, d dt
Oy
dt
veya
X, [d] X,
—_— " —_— -
dt
veya
X, a,x, d —(311(1);-& a
— | 3.1 o= R
dt
b)
x'1
X

¥
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Kontrol elemanlari seri olarak baglandigi takdirde birlestirilebilir. Ayni ornek;

dx,
X, | d dt
dt
+
— X3
dx, x, [+
X, d dt d dt®
1 dt 1 dt
seklinde de olabilir.
c)
% fdt R,

1.3.3 Uygulama :

Asagida verilen servo mekanizmanin fonksiyonu suyu agcmak ve kapamaktir. Sistemin girisindeki
doner tipli voltmetre, kargisindaki Batarya voltaj kaynagina baglidir. Voltmetrenin hareket edebilen
dguncd ucu, acgisal konumla kalibre edilmistir. Cikis ucu ise, hiz yukseltici (servo amplifier) diye
adlandirilan terminale elektrikle baglanmistir.hiz yukseltici, hizi degisebilen elektrik motorunun
(servomotor)calismasi icin gerekli olan voltaji desteklemektedir. Servomotor ise mekanik bir kolla su
valfina baglidir. Yani motorun dénmesiyle, su valfi agilmakta veya kapanmaktadir.Valfin yuk etkisi
thmal edilmektedir. Motor milinin 360° donmesiyle, valf tamamen acilmaktadir. Ayrica, ikinci
voltmetrenin (geri besleme voltmetresi) hareket edebilen ikinci ucu paralel olarak ve sabit sekilde
giris voltmetresine baghdir. Belli bir agi miktar kadar giris donduruldugunde,aradaki fark servo
amplifier ile yukseltilerek motora iletilir. Motor ddnmeye baslar. Fakat motordan alinan diger bir ug
geri besleme voltmetresine verildiginden buda aradaki farki dtsardr. Yani motor istenilen konuma
geldiginde voltaj farki sifir oldugu icin motor durur. Verilen aci ters yone alinirsa motor ters yonde
dénmeye basglar ve yine belirlenen konuma gelince durur.

rekanik acma kapama
U radyan :_ ____________ _i wali
- | I
+ — SEnO SErvo C O
]l - + + +° | yiksetici T motor |1 i)
kaynagl T ¥ radyan

girig neri hesleme
voltmetresi  woltmetresi

Bu sistemin Blok diyagrami sematik olarak asagidaki gibi cizilebilir. Sekilde goruldugu gibi giris
(input) ve geri besleme (feedback) voltmetre voltajlari ayni oldugunda sistem hareketsizdir. Buradaki
katlelerin etkisinden dolayi gercekte sistem hemen durmaz, salinim yaparak durur.
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girig ileticisi kontrol eden kantrol edilen yik

L qiris ro+ B sero m sero C walf
voltmetresi yikseltici motor

radyan volt radyan

geti besleme elemanlar

geri besleme
voltmetra si

1.3.4 Uygulama:

Asagida sematik olarak verilen, basit bir hiz kontrol sisteminin (velocity servomechanism) blok
diyagramini giziniz.

gitig
voltm etresi
e rad.fs
gug  + *
+ | . . . . + C
" E 3 Ok zeltici eneratir motar | 4 ——
kaynal w7 =Y ! m -
wolt rad. /5. :
— I
¥ I
I
b - M|
volt
takometre

Doner tipli voltmetre vardir ve rad/s cinsinden kalibre edilmistir. (Motor milinde herhangi bir dis ylk
yok.) batarya voltaj kaynagi, hem girig voltmetresini hem de motoru dondirmektedir. Bataryadan
alinan voltaj giris voltmetresine bagli oldugundan rad/s cinsinden verilen bayUkligun bir ucu direk
olarak yukselticiye, diger ucu ise takometreye baghdir.

Iiknntrnleden E— kontral edilen

giris
v oltmetres

r

motar =
volt rad. /5.

¥

yikselici w= jEneratar
rad. / s

get besleme elemanlan

takometre |

1.3.5 Uygulama:

Fotoselli 1sik agma-kapama dugmesiyle c¢alisan bir lambanin odanin karanhgina bagl olarak
c¢alismasi igin, bu sistemin blok diyagramini ¢giziniz.

fa .
_ =+ kartral edilen
" + agk | m =
| fotose| ———m lamba o 0da — -
a= o -1 kapal +
1 2

Cozum : Odadaki 1sik yogunlugu fotoselin ¢calismasi igin gerekli yogunluktan daha fazla veya ona
esit olmalidir. Fotosel ve lamba kontrol elemanlaridir. Kontrol sinyali odayi aydinlatan isik

9




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

yogunlugudur. Bu da gunes ve lambadan gelen isikla olusmaktadir. En az miktardaki 11k yogunlugu
r1, lamba tek basina agikken (gines 1s1g1 yok) elde edilen isik yogunluguna esittir.

1.3.6 Uygulama:

Bir insanin eliyle bir nesneye ulagsmasi icin yaptigi davranisin blok diyagramini sematik olarak
giziniz.

Cozum: Bu kontrol sisteminin temel elemanlari; beyin(brain), kol(arm) ,el(hand) ve gozlerdir(eyes).
Girig(Input);nesnenin konumudur. Cikig(Output); elin konumudur. Asagidaki sekilde verilen kesik
cizgiler ve oklar; bilgi akisinin yonunu gostermektedir. Gozler insan eli ile nesne arasindaki farki fark
eder ve beyine iletir. Beyin buna gore koldaki sinirleri uyararak harekete gegirir. El buna gore hareket
ederken, g0z surekli olarak nesne ile el arasindaki farki algilar ve el nesneye gerektigi kadar
yaklastiginda beyin, el parmaklarini uyararak cismi tutmasini saglar. Cisim tutulurken parmak uglari
sensor(algilayici) vazifesini gorur.

Cismin
elin konumu
konurmu

gizler kantral eden kantral edilen

+ .
heyin i kolwe el
cisrin elin
korlmu — konurmu

1.3.7 Uygulama:

insan yiriime sisteminin blok diyagramini giziniz.

. kontrol eden kontrol edilen
nizler
+ _ bacaklar
_ ™ eI W e ayakdar
arzu edilen gercek
yrlme - yrlme
dodrultusu dodrultusu

Coziim: istenilen hareket yoni (desired walk direction) giristir. Gergeklesen hareket yoni (Actual
work direction) cikistir. Gozler(eyes) aradaki farki gorur ve beyine bildirir. Beyin de bu farka bagli
olarak bacaklara ve ayaklara uyari gondererek onlari yonlendirir.Bu arada g6z hep dlgmeye devam
eder. Hata pay! olmadigi takdirde bacaklar ve ayaklar ayni sekilde devam eder. Eger insan alkollU
oldugu takdirde toplama noktasindaki fark dlgtlemeyecegi icin (gergeklesen yon ile istenilen hareket
yonu arasindaki fark ), blyuk hatalar meydana gelir.

10




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

1.3.8 Uygulama :

Sicakligini otomatik olarak ayarlayip belirli seviyede tutan elektrikli firinin ¢calismasiyla ilgili blok
diyagramini giziniz.

Gozum : Bizim ayarladigimiz sicak degeri giristir. Firinin(Oven) gergek sicakligi ise gikistir. Firinin
sicakhgi, ayarlanan(referans) degerden kiguk oldugu takdirde, termostat elektrik digmesini(switch)
acar ve isitici(Heater), (rezistans) galismaya baslar. Isitici galiginca, firinin sicakligi artar ve istenilen
degeri asinca, termostat elektrik digmesini kapar ve firinin sicaklik yikselmesi durdurulmus olur.

— kontrol eden _
termostat ] kontrol edilen
aglk )
anantar —=— | rezistans - firin
arzu edilen kapal m .
firn - sicaklidi

sicakh 4

Sistemdeki ¢ikis herhangi bir sekilde girisi etkilemiyorsa agik devreli kontrol sistem, etkiliyorsa
kapali devreli (geri beslemeli) kontrol sistem olarak adlandirilir.

Geri beslemeli kontrol devreleri, kendi arasinda, pozitif veya negatif geri beslemeli olmak
uzere iki kisma ayrilir. Sistemde meydana gelen hata miktari duzeltimeye caligiliyorsa negatif geri
beslemeli, artirlmaya calisiliyorsa pozitif geri beslemeli olarak adlandirilir. Yukaridaki elektrikli firin
veya su tankinin ¢alisma prensibi, negatif geri beslemeye 6rnektir. Giristen baslayip ¢ikisa dogru
giden yol Gzerinde bulunan elemanlara, ileri yol kontrol elemani, ¢ikistan baslayip girise dogru
baglanan yol Uzerinde bulunan elemanlara da geri yol elemani denir.

2. Laplace Donusumleri

Baslangig¢ sartlar bilinen diferansiyel denklemlere Laplace Donusumleri uygulanabilir. Bunun igin
diferansiyel denklemin kismi agilimi ile ilgili asagidaki bilgileri kullanmak yararlidir.

B
TF(s):—(S) (2.1)
seklinde bir esitlik verilmis olsun ve B (s) polinomunun derecesi, A (s) polinomundan kiguk olsun.
Bu durumda F(s);
TF(s)=F,(s)+F(s)+...+F,(s)+... (2.2)

olur. A (s) polinomunda kokler gercel ve birbirinden farkli veya tekrarlamali kok olmasi durumunda
katsayilarin hesabi degigir.

Verilen diferansiyel denklemin mumkin oldugunca agik hale getiriimesi sarttir. Bunun igin
asagidaki yontemler uygulanabilir.

aD"+a D"'+...+aD'+a
m m-1 1 O-f(t)

2.3
D"+b D" +...+bD+b, 23)

y(t)=

seklinde verilen diferansiyel denklemde;
ao, ai, ..... , am be bo, bi,....., bn-1 sabitlerdir.

f(t) sistemi zorlayan fonksiyonu géstermektedir. y(t) ise ¢ikis fonksiyonudur. Denklem (2.3) asagidaki
bicimde kisa olarak gosterilebilir.

W)= () 24
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Denklem (2.4)'de Ln(D) carpanlarina ayrildiginda;
L,(D)=(D-1,)-(D-r,)-...(D—r,)
olur. (r,,1,,...,r,) paydanin kokleridir.

(r,#r, #...#r ) oldugu takdirde;

L"‘(D): i W TSI ..
L,(D) D-r, D-r, D—r, D—r,
elde edilir.
(D—ri)Lm(D): Dt K, + D-F K, +.. 4K 4. —LK
L,(D) D-r, ° D-r, D-r,
Buradan;
a = lim {D—Q)Lm(D)}
oldugu gorulmektedir.
a, a, K,
y(t) " (t)+ +D—r2 (t)+ +D—rn (t)
Veya,
yit) = =2 f(t)= Y Ky(t)
i1 D, i=1
1
(t)=—-f
v(t)=g 0
y,(t)=ce™ +er"tjf(t) 2™ . dt
y(t)= Zn:kie"t + Zn:Kie”t [fedt
i=1 i=1
y(t)= y.(t) + y,(t) oldugundan;
homojen¢éziim  kismi ¢6ziim
yc(t) — Zki .eft
i=1
y,(0=3Ke" [f(t)edt
i=1
k,=c,-K, dir.
2.1 A (s)'de Farkli Kokler Olmasi Durumu
TF(s) = B(s) :K(s+zl)-(s+zz)-...(s+zm)' (m<n)

A(s)  (s+p,)-(s+p,)---(s+p,)

12

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Denklemde gecen p1, p2,..... pn Ve zi1, 22,..... Zm gercek veya karmagsik buyukluklerdir.

gercek blyuklik igin incelenmistir.

F(s):B(S): i WI SR '
A(S) Stp, StPp, S+p,
a.: sabit degerlerdir. (i=1,2,..,n)
B(S)}
a=|(s+p)—=%
[ AG) s,
Denklem (2.18) ile verilen ai degerleri daha genel olarak;
: B(s)
a= lim [(s—p,)—=
s—p, [( )A(S)}
2.1.1 Laplace Donlisum Tablosu
F(s) (0) 0
1 (Birim impulse (carpma)) &(t) veya u(t)
= (Birim basamak) 1 veya u(t)
S
1 ..
7 (Birim rampa) t
n-1
1 n=1,2,3,... ! 0l=1
s" (n—1)!
1 —at
(s+a) €
. 7 L pmieo no123,..
(s+a) (n—1)!
®
(Sz N (02) sin(mt)
S
(sz+a)z) cos(wt)
1 —at _:
(s+a) +a@ P sin(at)
S+a ot
(sra) +a e cos(wt)
1 1 —at
s(s+a) E(l )

13

Asagida

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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1 1 Y
s*(s+a) ?(at—1+e t)
1 1
s(s+a)2 ?(1—e —ate )
1 1 —at —bt
(s+a)(s+b) E(e —€ )
s 1 —at —bt
(s+0)(5+b) ——plae" ~be ™)
1 efat efbt efct
(s+a)(s+b)(s+c) (b—a)(c-a) (c—-b)(a—b) (a—c)(b—c)
s+z (z—a)e™ (z—b)e™ . —c)e
(s+a)(s+b)(s+c) (b—a)(c—a) (c—b)(a—b) (a—c)(b—c)
1
m %eabtsin(a)t) w=b\1-a’
1 1 1 2 4
s(sz+20bs+b2) F—%e sin(wt +6) w=b\J1-a*> @=cos™(a)
s’F(s)-sf(0)-f'(0) | f'(t)

2.1.2 Laplace Déniisiim Ozellikleri

1 X[Af(t)]=AF(s)

5 X[£,(0)£ £,(6)] = F,(5) £F(5)

3 X, if(t)}s-F(s)—s-f(Oi)
dt

4 X %f (t) |=s*F(s)— f(0+)— f(O)
" i n (k-1)
X, = SnF(S) — ZS"”‘ f(Oi)
5 L k=1
9 £(e) = < £ olmak zere
6 Uf(t)dt] Fls) 1Uf dtl -

7 in...jf(t)(dt)"} F(5)+Z

] [ feee) ]

14
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8 x{jfun#}:fgﬂ
0 S
9 Tf(t)dtzlingF(s) ; edger Tf(t)dt mevcut ise
10 x| e f(t) |=F(s+a)
11 x[f(t—a)l(t—a)|=e"F(s) a>0
__dF(s)
12 x[tf(t)]= ~
13 X[tzf(t)]:d—zF(s)
ds®
n —_(_1\" d" —
14 x[t"f(t) |=(-1) dSnF(s) n=1,2,3,...
1 K .1 .
15 X ?f(t)}:J.F(s)ds egerllm?f(t) mevcutise;
[ (t
16 X f(—H:aF(as)
" \a
17 X J‘fl(t—r)fz(z')dr}ﬂ-'l(s)Fz(s)
1 c+joo
18 X[ f(t)g(t)] "2, _[wF(p)G(s—p)dp
Uygulama 2.1: F(s):255—+8 denkleminin ters laplace’ini hesaplayiniz.
S +3s5+2

F(s)=

5-s+8 a a
1 + 2

S

(18) numarali denklemin uygulanmasiyla;

2+3-s+2_s+2 s+1

55+8 55+8 1048 -2 N L
% _(S+ )(5+2)(s+1)_52_2 s+1 1T g o odnrieerkasayien,
i 5s+8 | 5s+8 548 3
a, _(S+ )(5+2)(S+1)_S:_1 s+2 s=-1 -1+2 1 olur

Denklem (2.20) de yerine yazildiginda;

2 3
Fs)=——+——
s+2 s+1

elde edilir. Bu degerler, Laplace tablosu yardimiyla donustaraldugunde;

15
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f(t)=2e" +3e™" (0<1t)

denklemi elde edilir.

s+3

Uygul 2.2: F(s)=———=—— , f(t)="
s+3 a a
F — — 1 2
(s (s+1)(s+2) s+1 s+2
(s+3) s+3 -1+3 2
o {(H )(s+1)(s+2) | St2oq 142 1 eya

s+3 }_—1+3_

a,= lim {(sjtl)(

s—>-1 s+1)(s+2) | -1+2
5+3 s+3| —2+3
% {(H )(s+1)(s+2)} stllg__p —2+1

bulunan degerler Denklem (2)'de yerine yazildiginda;

F(s):i—i elde edilir ve buradan;

s+1 s+2
flt)=2e"—e™ , (t=0) olur.

Maple dilindeki ¢6zum;

invlaplace((s+3)/((s+1)*(s+2)),s,t);

Cevap: 2 exp(-t) - exp(-2 t)

seklindedir.

Uygulama 2.3: Fs) =212 fy=2
s°+2s+5

Paydanin kokleri sanaldir ve asagidaki bigcimde ayrilir.

s +25+5=(s+1+2j)(s+1-2j)

Kokler sanal oldugundan sinds ve cosinus donusumleri uygulanir.

denklemler yardimiyla yapilir.

A [e‘atsin(m-t)] S

(s+a)2 + o

L [e*‘” cos(wt)} - 3Ta

s+a) +
(s+a)

Fis) = 2512 10+2(s+1)
S: =

s’ +2s+5 (s+1)2+22
veya,;

10 4o s+1

F(s)= 2 2
(s+1)+2°  (s+1) +2°

16

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Donusumler asagidaki

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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olarak elde edilir. Denklem (2.26) ve (2.27) deki donusumler yardimiyla;

F(s)=5-L" 2| =t
(s+1) +2° (s+1) +2°

f(t)=5e"sin2t +2e~ cos2t (t>0) sonucu elde edilir.

Maple dilindeki ¢6zum;
invlaplace((2*s+12)/(s**2+2*s+5),s,1);
Cevap: 2 exp(-t) cos(2t) + 5 exp(-t) sin(2 t)
seklindedir.

2.2 A (s)’de Koklerin Tekrarlamasi Durumu

Koklerin Tekrarlamasi Durumunda;

n—q

y(t)=%f(t) ve L(D)=(D-r)"(D-r,)(D-r,)....(D~r,,) ile tanimli olsun

n

b, = lim {(D—r)qu—(D)} , b, =D lim ii{(D—r)ql_”‘—(D)} , b, =D lim id_k{(D_r)q Lm(D)}
i L D) D s 11dD L D) Dol kldD L)
¢f(t)

(D—r)i'

Uygulama 2.4: F(s)=

y,(t)= Vi) =(co+et+tc t7)e +ce [ [flthe(dt), (i=23,...,q) seklindedir.

2
B(s) s°+2s+3 b, N b, ) b

1

Als)  (s+1)  (s+1) (s+1) (s+1)

bfi{(m)aiﬂ _(se1y Sr2E3
0! Als) Jg— 1 (s+1) .

(-1 -2+43
1

2

-1

1| d 357 +25+3 1| d,,
bz:ﬂ E((S'Fl) WJI_E[E(S +25+3)}:(2$+2)|S:_1:—2+2:O

b1=i d—l((s+1)3@ﬂ =1 - F(s)= 2 -+ 0 ~+ 1
2!_d$ A(S) s—_1 (5+1) (5+1) s+1

flt)=t’e " +0+e"

fy=(£+1)e’ , (t=0) sonucu elde edilir.

Uygulama 2.5: Asagida verilen diferansiyel denklemi Laplace metoduyla ¢6ziniz.
(D+1)2(D+2)y(t):f(t) , ft)=e™ ve y(0)=y(0)=y(0)=0 olarak veriliyor.
(D*+4D* +5D+2)y(t)=£(t)
[57(5)=9(0)57(0)~5(0) |+ (5)-59(0)~9(0) J+5[s¥(5)-v(0)] +2v (5) =F (5

(53 +452+55+2)Y(s) =F(s) > (s+1)2(s+2)Y(s)=F(s)

17
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F=xr0]=x[J=

1 1 1

Y(S): 3 = 2
(s+1)(s+2) s+1(s+1)°(s+2)
Y(s)= by + b, + by T

(s+1)3 (s+1)2 (s+1) (s+2)

b3:sl—i>m—1_(s+1)3(s+1)31(s+2)}:[512}5=_1:1

bo tm |41 || —1
T soo1ds(s+2) | | (s+2) N

R -1
b= lim | - : -1
s—-1|21d% (s+2) | |(s+2) s=1

1 111
Y(S)_(st)3 (s+1)" (s+1) (s+2)

=|(s+ N -

Laplace tablosundaki;
1 n! __4n_-—at
L1 (s+a)" =t'e¢ " ifadesi kullanilarak:

1, .. 1 . —t
t)=—te'——te ' +e ' —
y(t) o e 0 e'+e—e

¢ elde edilir.
Maple dilindeki ¢ozumu:

dsolve({(D@@3)(y)()+4*(D@ @2)(y)(t)+5*D(y)(t)+2*y(t)=exp(-
1),y(0)=0,(D@@1)(y)(0)=0,(D@@2)(y)(0)=0}.y(1));

Cevap: y(t) = exp(-t) + 1/2 t exp(-t) - exp(-t) t - exp(-2 t)
seklindedir.

Uygulama 2.6: Asagida verilen difeansiyel denklemde, butin baslangi¢ sartlari sifirdir ve f( 't ) = 4t
olduguna gore, cikis fonksiyonunu hesaplayiniz.

(D*+3D+2)y(t)=£(t)

O — )f(t)=

: f(t)
(D +3D+2

(D+1)(D+2)

o _, a4
y(t)—[D_1+D_2jf(t)

al:DT—l{(DH)W}:DT—J(DiZ)}—11+2:1
18
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a,= lim {(mz);}: lim {L}z—l
D—>-2 (D+1)(D+2) | p——2[D+1

Denklem (14)'de yerine yazildiginda;

y,=a,e" +a,e” =ae " +a,e” olur.

a=1ve a=-1icin kismi cozum elde edilir.

Y, =Ke ™ [(4t) e dt+K,e ™ [(4t)e™ dt

y,=e[(4t)e dt—e™ [(at)e” dt=e"[4e'(t-1) |-e ™ [e*(2t-1)]
y,=4(t-1)—(2t-1)=2t-3 elde edilir.

y(t)=y.(t)+y,(t) oldugundan;

y(t)=ke™ +ke ™ +2t-3

d(t) =—ke " —k,2e* +2
dt

y(0)=y(0)=0 oldugundan;
)./(0)=k1+k2 30 } k=4 k,=-1 olur,

y(0)=—k, —2k, +2=0

Denklem yerine yazildiginda;

y(t)=4e" —e™ +2t -3 elde edilir.

Maple dilinde ayni problemin ¢ozUmu asagidaki gibidir.
dsolve({diff(y(t),t$2)+3*diff(y(t),t)+2*y(t)=4*t,y(0)=0,(D@@1)(y)(0)=0},y(1));

veya
dsolve({(D@@2)(y)(t)+3*D(y)(t)+2*y(t)=4*t,y(0)=0,D(y)(0)=0}.y(1);
¢ozima:
y(t) = -3+2*t-exp(-2*t)+4*exp(-t) seklindedir.

, _ D+4 . ot 0 o0
Uygulama 2.7: y(t)_—(D+2)(D+3)f(t) denkleminde, f(t)=2e™ , y(0)=0,y(0)=0

ve f(0)=2e° =2 olarak verildigine gore, y(t) = ?
(D’ +5D+6)y(t)=(D+4)f(t)
(sY(s) —sy(0)—y(0)) +5(sY (s) - y(0)) + 6Y (s) = (sF(s) — (0)) +4F(s)

(> +55+6)Y(s)=(s+4)F(s)— f(0) > (s> +55+6)Y(s)=(s+4)F(s)—2

5 (s+4) -2 ¢
vis)= ETAFEI=2 5y (Gl BNV
(s"+5s5+6) (s+2)(s+3) (s+1)(s+2)(s+3)
Y(s)= “@ % %

s+1 s+2 s+3
19
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o 6 6 6
a,=lim| (s+1) = =—=3
s> (s+1)(s+2)(s+3)} (s+2)(s+3)|,_, 2
a,=lim|(s+2) 6 = 6 __ 5 __
o2 (s+1(s+2)(s+3) | (s+1)(s+3)[_, (-1)(+1)
n 6 | 6 6 6
a,=lim| (s+3) = = =—=
>3 (s+1)(s+2)(s+3) | (s+1(s+2)|_, (-2)(-1) 2
Y(s)= 3 __® + 3 elde edilir. Laplace tablosundan yararlanarak y(t) fonksiyonunun;
s+1 s+2 s+43

y(t)=3e " —6e* +3e™* oldugu gorulir.

Uygulama 2.8: %+4y:0 denkleminde, y(0) = 3 olduguna gore y(t) = ?

(D+a)y(t)=0

sY(s)—y(0)+4Y(s)=0

(s+4)Y(s)-y(0)=0

Y(s):i olarak elde edilir. Tablo yardimiyla;

s+4

y(t)=3e™"

t>0 olarak hesaplanir.

Maple dilindeki ¢6zim;
dsolve({diff(y(t),t) +y(t)=0.,y(0)=0},y(1));

Cevap: y(t) = 3*exp(-t) seklindedir.
2
Uygulama 2.9: F(s)=—2= t35%3  qenklemi verildigine gore, f(t) = ?
(s+1)(s+2)(s+3)
2

Fls) = 25" +3s+3 _q a, a,

(s+1)(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3
. _“m'(s+1)(252+3s+3) _28°+3s+3| 2-3+3 2
Pl (s+1)(s+2)(s+3) | (s+2s+3),_, DR 2

[ 2s+35+3| 8-6+3 5

a,=lim

2| (s+1)(s+3) | (-1)@1) -1

[25*+3s+3 | 18-9+3 12

a, =lim

1

=3 (s+1)(s+2) | (1) 2

5 6

F(s)=$+1

+ olur F(s) nin ters laplace donistimuyle;
s+2 s+3

flt)=e " -5 +6e™" elde edilir. Ayrica denklemde, t >« , f(t)—0 oldugundan fonksiyonun
cikigi kararhdir.

Maple dilindeki ¢6zim;
invlaplace((2*s**2+3*s+3)/((s+1)*(s+2)*(s+3)),s,1);

20
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Cevap: exp(-t) - 5 exp(-2 t) + 6 exp(-3 t) seklindedir.

2 —_—
Uygulama 2.10: (D% +3D+2)y(t)=f(t) denkleminde, f(t)=4t ve butin baslangi¢ sartlari sifir kabul
edildigine gore y(t) = ?

[5¥(s)—sy(0) — y(0) |+ 3[sY(s) ~(0)] +2Y(s) =F(s)

4t > iz alindiginda (laplace tablosundan);
S

Y(s)= F(s) . 4
(s+1)(s+2) s (s+1)(s+2)
Y(s)=b—§+ﬁ+i %
s s s+1 s+2

b, =lim 522; =2
0| s°(s+1)(s+2)

l1d(, 4 [ -4@2s+3)
b, =lim| =—| 8" 5———— | |=lim| —— |=-3
20| 1lds\ s%(s+1)(s+2) 50| (s°+3s5+2)

a, =lim (s+1)2; =4
s>-1| s(s+1)(s+2) |
a, =lim (s+2)+ =-1 olur. Elde edilen katsayilar yerine yazildiginda;
s>-2| s (s+1)(s+2) |
2 3 4 1 . . _
Y(s)=———+————— sekline gelir. Laplace tablosundan faydalanarak;

s s s+1 s+2

y(t)=4e" —e > +2t—3 oldugu gorulir.

3. Blok diyagrami cebri ve bloklarin indirgenmesi

Transfer Fonksiyonu(TF): Bir kontrol sisteminde batin degerler, t uzayindan s uzayina
donusturaldigunde, Cikis/Giris oranina sistemin transfer fonksiyonu denir.

_ Output(s)
TF(S)_ Input(s) (3.1)

Blok diyagramlari cok karisik oldugu takdirde bunlarin indirgenmesi gerekir. Ik islem t uzayindan s
uzayina gegcilir. Ikinci olarak sistem bir girig, bir ¢ikis ve bir eleman haline getirilir. Bu durumda
sistemin ¢ikis degeri;

Girig(s) x Kontrol elemani(s)=Cikig(s) , elde edilir. Girig ve ¢ikisin ayni cinsten olmasi sart
degildir. Indirgeme islemi 3 farkli sekilde yapilabilir.

1. Tablodan yararlanarak indirgeme,
2. Cebirsel esitliklerden faydalanarak indirgeme,
3. Kazang Formulunu kullanarak indirgeme.

En pratik yol Uglinciistidiir. Bitin metotlar sirasiyla verilecektir. ilk metodun kullanilabilmesi icin
asagida verilen tablodan yararlanilir.

Asagida verilen tabloda P harfleri transfer fonksiyonunu; W,X,Y, Z ise s uzayindaki sinyalleri
gostermektedir. Cebirsel esitliklerden yararlanarak yapilan ¢ézimlerde, dagilma noktasi baglangi¢
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kabul edilir. Buradan itibaren donerek tekrar ayni yere varildiginda denklem yazilmis olur. Sistemde
¢cok fazla dagilma noktasi ve dongu bulundugu zaman, degisik harfler kullanilir. Bunlar sonra

sistemden yok edilir.
Tablo 3.1: Blok diyagrami ile ilgili esitlikler

Transformasyon |Denklem Blok Diyagrami E_§deger Blok
Diyagrami
Seri haldeki X v
1 |bloklarin Y=(P.P)X X _oppl Y
toplanmasi
Paralel bloklarin
5 ftopllanma3| veya Y=P.X£P.X X ey
ileri  yolun yok X n v 2
edilmesi P —
i
lleri yol Gzerindeki - B X Bl Y
3 |blogun Y =P XLP.X - *E“ﬁﬁf]-—’
kaldiriimasi
Geri besleme X B Y
4 |déngisinin yok |Y=P,(XFP.Y) T ipp "
edilmesi XA Y e
Geri besleme
dongusunden _ a
> | blogun V=R(X3RY)
kaldiriimasi
W+ +.Z WA 26 2
Toplama 'T+ s y = I*
6a |noktasinin tekrar| Zz=w+Xz1Y X
duzenlenmesi X
Y
W +  Z
Toplama i
6b | noktasinin tekrar| Z=W+Xx+Y X .
diizenlenmesi v t
Bir blogun X + Z
gerisindeki i S SCS— 2
7 |toplama Z=P.X*Y - [:1 v
noktasinin one Y H‘
alinmasi
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X + 4
Bir blogun X apl o 2
. T . + i,
g |Onundeki toplama Z=P(X2Y) - v
noktasinin geriye Y L
alinmasi
Bir blogun X Y
gerisindeki P | X PV~
9 |dagilma Y=P.X
noktasinin  one Y A
alinmasi
X Y X Y
Bir blogun —{P}|— P
10 onundeki dagllr_na VopX x 1
noktasinin geriye X P
alinmasi -
Toplama X + 7 N Ly
noktasinin A O-Sw
. . + z _+ +
11 ge[|S|ndek| X4y Y Fn
dagiima *
noktasinin ~ 6ne 7 Y
alinmasi
X + Z
Toplama - - | X -z
noktasinin + Ti
12 |énindeki dagiima| z=x+Yy X Y.
noktasinin geriye X 1
alinmasi Y "

Uygulama 3.1: Asagida verilen blok diyagramini tablo metodunu kullanarak indirgeyiniz.

X(s) + -

Gl G2

G4

G3

Y(s)

@

. <)
| T-F

H1

H2

N\

CGozum: Tablo 3.1 deki 1 ve 2 numarali esitlikler kullanildiginda;
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X(s) + - N Y(s)
DQ. >f+ G1*G2 G3-G4 =
H1
H2
olur. 4 no lu esitlikten faydalanildiginda;
X(s) + G, -G
e (6Gy) e MO
i} 1-G, -G, -H,
H2
X(s) F (G,-G,)(G, - G,) Y(s)
- 1-G,-G,-H,
H2
(Gl'Gz)'(Gz_G4)
X(s) | 1-G,-G,H Y(s)

1
(Gl-Gz)-(G3—G4).H
1-G,-G,H, ’

Uygulama 3.2: Asagida verilen blok diyagramini tablo metoduna gore indirgeyiniz.

1+
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+
R +@ - G1G4 ! I-G2+G3 ‘2 CI-

¥
o
+
0

: G,+G,

R + G,G,G,+G,) C
=]
1+ GG H,(G, +G,)

H1 q—;q—

G,+G,
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R J6,+6,* . GG, c .
1+GGH,(G, + G,)

H

1

Uygulama 3.3: Asagida verilen sistemin ¢ikisini hesaplayiniz.

; e
H,

H1

4. isaret Akis Grafikleri: Tanimlamalar
Blok diyagramlari, kontrol sistemlerinin grafik gosteriminde oldukga sik kullanilir. Kontrol sistemi

dinamiginin grafiksel gosteriminin diger bir metodu da isaret akis grafigidir. Bu grafige S.J.Mason’un
adina izafeten Mason kazang Formulu de denir.
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X4 (girig dUgumu)

X1 a X2 b 1

- _— 'Y — — Py
L4

(giris dOGumu) X3 X3 (¢1kis dUgUmU)

karisik dagumler

Karigik dugumler, hem gelen hem giden kollar ile baglantilidir.
Kol: ki digumi birbirine baglayan gizgiye denir.
Kol Kazanci: Kol uzerinde okla gosterilen degere denir ve arti veya eksi olabilir.

ileri Yol: Ters ydéne girmemek ve ayni diigiimden iki defa gegmemek kaydiyla, giristen baslayip
cikisa giden yollara ileri yol denir

ileri Yol Kazancu: ileri yol (izerindeki gegislerin carpimina esittir.

Dongii: bir digimden harekete baslayip ayni digime, ters yonde gitmemek ve ayni yerden iki defa
gegcmemek kaydiyla elde edilen déngulere denir.

Dongl Kazanci: Bir dongunin kollarindaki kazanglarin carpimidir.
Temassiz Dongii: Birbiri ile ortak dugumu olmayan dongulere denir.

4.1 isaret Akis Grafigi Cebri
1- Bir doéngunin degeri, kendisine gelen kolun gegisi ile dogrunun ¢arpimina esittir.

X 4.1)

ut)
To

uh)

(=)

3- Paralel bagl kollarda, gecisler toplanarak toplam gecis bulunur.
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Xy X2 X4 X
b

4- Karigik dugumler, asagidaki sekilde goruldugu gibi yok edilebiliriler.

ac

Xy a X» b X3 X1 ab X3 o X1 1-bc X3

|
{

bc

x;=(a-b) -x,+ (b-c)-x, olur, veya X;%-Xl elde edilir.
- .C
4.2 Lineer Sistemlerin isaret Akis Grafigi ile Gosterimi
Asagida bir lineer sistem 6rnegi verilmektedir.
X, =0, X, +0,X, +0,,X; +bu;
X, =0, X, +0,,X, +0y3X5 + byu, (4.2)

X3 =03 X, T 03X, +055X;

Burada; u1 ve u2 giris degiskenleri; x1, x2 ve x3 ¢ikis degiskenleridir. ilk olarak sira ile x1, x2, X3
icin dugum konulur. Daha sonra denklemler bu digumlere uygulanir. Her G¢ denklem igin ayri ayri

bu iglem tamamlanir. Daha sonra super pozisyon ile birlestirilir. Asagidaki sekillerde bu uygulama
gOsterilmigtir.
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@ A1 @ 431

tl»] Xz
%3 *3

d
33
d32

d
12
Ly %4

4.3 isaret Akis Denklemi

Isaret Akis Denklemi, blok diyagramlarinin transfer fonksiyonlarinin ¢éziimiinde kullanilan bir
formuldir ve asagidaki bigcimde ifade edilir.

TF=il (4.3)

P. =1i. ileri yolun kazanci

A = Grafigin determinanti

A=1—(L+ L+ L+t L)+ (Lo Lol L ) = (Ll Ly )+
A, =i. yolun devreden cikariimasiyla elde edilen A degeri.

Lizi. Dongunun kazanci.

Li Lj = Birbirine temas etmeyen dongulerin ikili carpimlari. ((Li . Lj) garpiminin olabilmesi igin bu ikKi
doéngunun ortak noktasi bulunmamalidir.)

Li Lj Lk = Birbirine temas etmeyen dongulerin Ggli ¢arpimlaridir. Bu garpimin yapilabilmesi igin ortak
dugumlerinin olmamasi sarttir.

4.3.1 Uygulama

Sekilde verilen blok diyagraminin transfer fonksiyonunu isaret akis grafigi ile hesaplayiniz.
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i

Verilen sistemin isaret akis grafigi asagidaki bicimde cizilir.

yo

- HZ

Burada ¢ adet dongu kazanci vardir.

L[,=G1G2H1

L,=G2G3(-H2)=—-G2G3H2

,=(1)G162G3(1)(-1)=-G1G2G3

Sistemin determinanti;

A=1—(L +L,+L,)

A=1-G1lG2H1+G2G3H2+G1G2G3

Sistemde sadece bir adet ileri yol mevcuttur. ileri yol kazanci P1;

P=(1)(1)61626G3(1)(1)=6G1G62G3

1

Formdl sisteme uygulandiginda;

PA
&ZTF:ZI ’:PlAl
R(s) A A
A, =1-0=1
TF G1G2G3

 1-G1G2H1+G2G3H2+G1G2G3

olarak elde edilir.

4.3.2 Uygulama

Sekilde verilen blok diyagraminin transfer fonksiyonunu isaret akis grafigi ile hesaplayiniz.
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[ Ha J«

R+ ¥ 4+ ¥— + ¥ |+ C
>(:) -|G1 v—|r32 »? -
H2 | ol G4 |

Verilen sistemin igaret akis grafigi asagidaki bigimde gizilir.
-H3

Burada dort adet dongu kazanci vardir.
L,=(1)G1G2(1)(-H3)=—-G1G3H3
L,=G1(1)(-H1)=-G1H1
L,=(1)G1(1)(-H2)=—-G1H2
L,=(1)G1(1)(-G3)(1)(-H3)=G1G3H3
Sistemdeki ileri yollarin kazanglari ise;
P =(1)(1)G1G2(1)(1)(1)=61G2

P, =(1)(1)61(1)(=63)(1)(1)(1)=-6163
P,=(1)(1)G1(1)(-G4)(1)=-G1G4
Sistemin determinanti;

A=1-(L +L,+L,+L,)
A=1+G1G3H3+G1H1+G1H2-G1G3H3

Formul sisteme uygulandiginda;

cs)_ 2PN panasna,
R(s) A A
A,=1-0=1

A,=1-0=1

A,=1-0=1
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G1G2-G1G3-G1G4

TF = olarak elde edilir.
1+G1G3H3+G1H1+G1H2—-G1G3H3

4.3.3 Uygulama

Asagidaki ilk Gg¢ sikta verilen denklemleri isaret akis grafidi ile elde ediniz. d ) sikkini verilen sayilar

icin ¢ozlnUz. a11 =2 ,a12=4,axn =-1,a2 =3, u1 =1 i¢in x1 ve X2 yi bulunuz.
d? d

a) x, :W(x2)+a(xl)—xl

b) x, =J‘x3 dt
d
C) X, :Exl —-2x, +jx2 dt

d) X, =0, X, +0a,X, —14u,

X, =0, X, +0,,X, —4u,

a) b c)
-2
St
X 4 X g X4 X q
a4
cit

d)  x,=2x,+4x,—-14u,

X, ==X, +3x,—4u,

Sistemin ¢6zum fonksiyonun bulunabilmesi igin ilk olarak xz ¢ikisi iptal edilir.
_PA +PA,+..+PA,

A
Sisteme ait ileri yol kazanglari;

R =(-14)(1)~(-19)

TF
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P, =(-4)(4)(1)=(-16)
Doéngu kazanglari;
Li=2,L2=3,L3=4(-1)=-4
Determinanti,
A=1-(L+L,+L)+(L L,)=1-(2+3-4)+6=6
A =1-L,=1-3=-2
A,=1-0=1 olarak yazilir ve buna gore ¢ozum fonksiyonu asagidaki bicimde elde edilir.
(-14)(-2)+(-16)(1) 28-16

6 6

Bundan sonra x1 gikigi iptal edilir. Sisteme ait ileri yol kazanglari;

R=(-4)(1)=(-4)
p,=(-14) (1) (1)=(14)

Dongu kazanglari ve determinant degeri yukarida bulunmustur.
A=1-L=1-2=-1

TF = =2 2> x=TFu = u=1 = x =2

A,=1-0=1
olarak yazilir ve buna gdre ¢6zum fonksiyonu asagidaki bigimde elde edilir.
(-4)(-1)+14(1) 4+14

TF = =32 x,=3u, = u=1 = x,=3

olarak elde edilir. Elde edilen sonuglar, verilen denklemlerde yerlestirildiginde esitligin saglandigi
goruldr. Esitligin saglanmasi, elde edilen sonuglarin dogru oldugunu gosterir.

X, =2x,+4x,-14u, —> x, +4x,=14 — 14=14

X, ==X, +3x, —4u, —> X, +2x,=4 —> 4=4

II. Yol : Ayni denklemleri daha sade halde yazarak benzer sonugclari bulabiliriz.
x, =—4x, +14u, ve x,=0,5x, +2u,

olarak yazilabilir. Bu durumda isaret akis grafigi asagidaki bicimde olur.

-4
Sistemin ¢6zUm fonksiyonun bulunabilmesi igin ilk olarak x2

1 05 1 cikigi iptal edilir.

. * PA,+PA,+..PA
Xa] Xe] X2 X2 TF= 11 ZAZ o

Sisteme ait ileri yol kazanglari;

p=(14)(1)-14

P,=2(-4)1)=(-8)
Dongu kazanglart;
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L1=05(-4)=-2
Determinanti,
A=1—(L)=1-(-2)=3
A,=1-0=1
A,=1-0=1
olarak yazilir ve buna gére ¢6zum fonksiyonu asagidaki bigcimde elde edilir.

R s,
3 3

x,=TF.u, = u=1 = x,=2

Bundan sonra x1 ¢ikigi iptal edilir. Sisteme ait ileri yol kazanglari;
R=(2)(1)=2

p,=(14)(0.5)(1)=7

Dongu kazanglari ve determinant degeri yukarida bulunmustur.

A, =1-0=1

A,=1-0=1

olarak yazilir ve buna gore ¢6zim fonksiyonu asagidaki bigimde elde edilir.

o (@@)+7(1) _9_

3 3
x,=3u, = u=1 = x,=3

olarak elde edilir. Elde edilen sonuglar, verilen denklemlerde yerlestirildiginde esitligin saglandigi
gorulur. Esitligin saglanmasi, elde edilen sonuglarin dogru oldugunu gosterir.

X, =2x,+4x,-14u, —> x,+4x,=14 — 14=14
X, ==X, +3x,—4u, —> X, +2x,=4 —> 4=4

4.3.4 Uygulama

Sekilde verilen blok diyagraminin transfer fonksiyonunu isaret akis grafigi ile hesaplayiniz.

H1 | = (54
R -+ + — C

G2 ~ G3

F
+ ¥ |

Verilen sistemin isaret akis grafigi asagidaki bigcimde cizilir.
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- H1 - G4

Sistemin U¢ adet déngu kazanci vardir.
L, =G2(-H1)=—G2H1

L,=G2H2

L, =H2(-H3)=-H2H3

Sistemdeki ileri yollarin kazanclari;

P, =G1G2G3
P,=G1G2(-G4)=-G1G2G4

Sistemin determinanti;
A=1—(L+L+L)+(L, Ly)
A=1+G2H1-G2H2+H2H3+G2H1H2H3
Formul sisteme uygulandiginda;

P-A,
@:TF:Z/"H I=PlA1+PZA2
R(s) A A

A, =1-13=1+H2H3
A,=1-13=1+H2H3

—_— (6162G3)(1+H2H3)+(-G1G2G4) (1+H2H3)
 1+G2H1-G2H2+H2H3+G2H1H2H3

olarak elde edilir.

4.3.5 Uygulama

Sekilde verilen blok diyagraminin transfer fonksiyonunu isaret akis grafigi ile hesaplayiniz.

35




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

65 o [Ha |-

L1 L5
R+ V~ + ~a C
Gl ﬁ G2 Déé = G3 >
. L2 ) L6
+ +
W2l S+ s
L3 + +
+
G4
T4
H3 <

C6zUm: Sistemin dongu kazanglari;

L,=Gl-(-Hl)=—G1-H1 , L,=—G1-H2 , L,=H2-G4=G4-H2

L, =G4-(-H3)=-G4-H3, L, =-G3-H4, L, =G3-(-H5)=-G3-H5

Sistemdeki ileri yollarin kazanglari;

P,=G1.-G2-G3 , P,=Gl:(-G5)-G3=-G1-G3-G5 , P, =G1-H2-(—G4)-(~G3)=—G1-G3-G4-H2

Sistemin determinanti;
L-Ly+L L, +L, -Lo+L, L +L,-L, +L,-L
Azl_(L1+L2+L3+L4+L5+L6)+ s 14 175 1 =6 2 -4 2 'Lks
+h, L +L Lo+ L +L, L +L, - L

(L Ly b+l Ly L L Ly L+l oLy L+l oL, L+, oL, L)
A, =1-(L3+L4) , A,=1-(13+L4) , A, =1

isaret akis denklemi sisteme uygulandiginda;

3
:C(S) :izllPI.Ai :P1'A1+P2'A2+P3'A3

=3~ a A

Olur. Yukarida elde edilen degerler, yerine yazildiginda, sistemin transfer fonksiyonu hesaplanmig
olur.

4.3.6 Uygulama

Verilen kontrol sisteminin ¢ikis degerlerini Isaret Akis Denklemi metoduna goére bulunuz. C1=? ;
C2="
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H1 » H2
R+ YT = +“% o

G2

]

A

G3

i

R2 C2

Y

G4

A

Bu tip birden fazla giris ve ¢ikis degerleri olan sistemlerin ¢6zimuU yapilirken énce sistem tek giris
ve tek cikigh hale getirilip ¢ozum yapilir. Daha sonra ¢ikis de@erleri toplanarak sonuca ulasilir.
Co6zumde izlenmesi gerekli yol asagidaki sekildedir.

C,=C,+C,
C,=C, +C,,

a) Rl1=Rl1 R2=0 Cl1=Cll C2=0 C. /R,
b) R1=0 R2=R2 Cl1=Cl2 C2=0 C12/R2
c) RI=RlL R2=0 C1=0 C2=C21 C21/R1
d) R1=0 R2=R2 C1=0 C2=C22 C22/R2

Yukaridaki islem siralari sirasiyla uygulandiginda;
a ) ilk durum sisteme uygulandiginda blok diyagrami asagidaki bicimde elde edilir.
H2

-
P

_'_

R1 + ¥— ci

[r
-

Elde edilen blok diyagraminin, isaret akis grafigi ise asagidaki bicimdedir.
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H1 - H2

1 g1 119

R1

G2 G3 G4

Sisteme ait ileri yollar;
P1=(1)G1(1) (1)=6G1
P2=(1)G1(1)(-H2)(1)=-G1H2
Sisteme ait donguler;
L1i=G1(G2G3G4)=G1G2G3G4
L2=G1(1)H1=G1H1
Sistemin determinanti;
A=1-(L,+L,)=1-G1G2G3 G4 - G1H1
A,=1-0=1
A,=1-0=1
Sisteme Mason Kazang¢ Formulu uygulandiginda;
_C11 PA,+PA,

R1 A

C11 G1-G1H2
Rl 1-G1G2G3G4-G1lH1

TF

TF =

G1-G1H2

= R1 olarak elde edilir.
1-G1G2G3G4-G1H1

b ) ikinci durum sisteme uygulandi§inda blok diyagrami asagidaki bicimde elde edilir.

C11

- H2

Elde edilen blok diyagraminin, isaret akis grafigi ise asagidaki bicimdedir.
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C12

Sisteme ait ileri yollar;
Pi=(1)(1)(-G4G3)G1(1)(1)=-G1G3G4
P2=(1)(1)(-G4G3)G1(1)(-H2)(1)=G1G3 G4 H2
P3=(1)(-A)(-G4G3)G1(1)(1)=AG1G3G4
Pa=(1)(-A)(-G4G3)G1(1)(-H2)(1)=-AG1G3 G4 H2
Sisteme ait donguler;
Li=(-G4G3)(G1)(-G2)=G1G2G3 G4
L2=G1(1)H1=G1H1

Sistemin determinanti;
A=1-(L1+Ll2)=1-G1G2G3G4-G1H1
A=1-0=1

A,=1-0=1

A,=1-0=1

A,=1-0=1

Sisteme Isaret Akis Grafigi Denklemi uygulandiginda;

TF = C12_PA, +PA,+PA, +PA,

R2 A
TF—ClZ ~ —G1G3G4+G1G3G4H2+AG1G3G4—-AG1G3G4H2
R2 1-G1G2G3G4-G1H1

Clz_—GlG3G4+GlG3G4H2+AGlG3G4—AGlGSG4H2 R

1-G1G2G3G4-G1H1

olarak elde edilir.

¢ ) Ugtincli durum sisteme uygulandiginda blok diyagrami agsagidaki bicimde elde edilir.
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H1
_|_
T—0 {51] LT
G1 L

C21
-

R1

21

Sisteme ait ileri yollar;
Pi=(1)G1(-G2G4)(1)=-G1G2G4
Sisteme ait donguler;
Li=G1(1)H1=G1H1
Lo=G1(-G2G4)(-G3)=G1G2G3G4
Sistemin determinanti;
A=1-(L1+Ll2)=1-G1G2G3G4-G1H1

A=1-0=1
Sisteme isaret Akis Grafigi Denklemi uygulandiginda;
FoC21_PA,
R1 A
TF— C21 —-G1G2G4

Rl 1-G1G2G3G4—GlH1

~ ~G1G2 G4
1-G1G2G3G4—~GLH1

olarak elde edilir.

d ) Dordincu durum sisteme uygulandiginda blok diyagrami asagidaki bigcimde elde edilir.
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_|_

— =

2

3

22

@FHEE

R2 +_<:>

C22

A

Sisteme ait ileri yollar;

P1=(1)G4(1)=G4
P2=(-A)G4(1)=-AG4

Sisteme ait donguler;
Li=G4(-G3)G1(-G2)=G1G2G3 G4
L2=G1(1)H1=G1H1

Sistemin determinanti;
A=1-(L1+L2)=1-G1G2G3G4-G1H1
A=1-1L2=1-G1H1

A,=1-1L2=1-G1H1

Sisteme Isaret Akis Grafigi Denklemi uygulandiginda;
€22 _PA+PA,

TF
R2 A
TF_CZZ_G4(1—GlH1)—AG4(1—GlH1)
" R2 1-G1G2G3G4-G1H1

C22=G4—GlG4H1—AG4+AGlG4H1 R

1-G1G2G3G4-G1H1

olarak elde edilir. Elde edilen sonuglar asagidaki bigcimde birlestirlilerek ¢ikis degerleri bulunabilir.
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Cl1=Cl1+C12
C2=C21+C22

¢1(61-G1H2)R1+(-G1G3GA4+G1G3GAH2+AG1G3G4~AG1G3 G4 H2)R?
- 1-G1G2G3G4—-G1H1

—~G1G2G4)R1+(G4—G1GAH1-AG4A+AG1GAH1)R2
1-G1G2G3G4-G1H1

CZ:(

4.3.7 Uygulama

Sekilde verilen blok diyagraminin transfer fonksiyonunu isaret akis grafigi ile hesaplayiniz.

LN = +X—cC
M7 e
Verilen sistemin isaret akis grafigi asagidaki bicimde cizilir.
H2 1
-1
1 1 1
F e a . C

Sisteme ait ileri yollar;
P1=(1)G1(1)G2G3G4(1)(1)=G1G2G3G4
P2=(1)G1(1)G2G3G4(1)(-1)(1)=-G1G2G3G4
P3=(1)G1(1)G2(1)H2(-1)G4(1)(1)=-G1G2 G4 H2
Ps=(1)G1(1)G2(1)H2(-1)G4(1)(-1)(1)=G1G2G4H2
Ps=(1)G1(1)G4(1)(1)=G1G4
Pe=(1)G1(1)G4(1)(-1)(1)=-G1G4

Sisteme ait dongdler;

L1=Gl(-1)=-G1

Lo=G2(1)(-H3)=-G2H3

Ll3=G4(1)(1)(-1)=-G4
La=G1(1)G2G3G4(-H1)=-G1G2G3 G4 H1
Ls=G1(1)G2(1)H2(-1)G4(-H1)=G1G2 G4 H1 H2
Le=G1(1)G4(-H1)=-G1G4H1
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Sistemin determinanti;
A=1l-(Li+Lo+Ls+La+tls+Lle)+(Lrilo+Lils+lals+L2abls)- (L1 L2 L3)

A=1+G1+G2H3+G4+G1G2G3G4H1-G1G2G4HIH2+G1G4H1+ Gl1G2H3+G1
G4+G2H3G4+G2H3G1G4H1+G1G2H3 G4

A=1-0=1
A,=1-0=1
A,=1-0=1
A,=1-0=1
A;=1-12=1+G2HS3
Ag=1-1L2=1+G2HS3
Sisteme isaret Akis Grafigi Denklemi uygulandiginda;
:£: PA, +PA, +PA, +PA, +PA, +PA,
R A

TF={(G1G2G3G4)+(-G1G2G3G4)+(-GLG2G4H2)+(GLG2G4H2)+[(G1G4)(
1+G2H3)]+[(-GL1G4)(1+G2H3)]}/ {1+GLl+G2H3+G4+ Gl G2G3 G4 H1 - G1 G2
GAHLH2+GLlGA4HL+GLG2H3+G1G4+G2H3G4+G2H3G1 G4HL+G1G2H3G4)

olarak elde edilir.

TF

4.3.8 Uygulama

Sekilde verilen sistemin transfer fonksiyonunu isaret akis diyagrami denklemini
kullanarak hesaplayiniz.

H1 | O H3 <
L1 L4
R + V- + + YV C
>€é = G1 =~ G5 >€§ >
- + -
L6 L5
=c{62 | ()" { A |
L2 ) +
—le3
+
L3
[H2 =
Sistemin dongl kazanglart;
L, =G1-(-H1) > L,=-Gl-H1, L,=(-G1)-(-H2) > L,=Gl-H2
L, =G3-(-H2) > L,=-G3-H2 , L, =G7-(H3)-(-1) > L, =-G7-H3

L,=G3-H4-(-1) > L,=-G3-H4 , L,=G2-(-H1)

Sistemdeki ileri yol kazanglart;
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P,=G1-G4-(-1)-G7 > P,=—G1-G4-G7
P,=G1-G5-G7
P,=G2-G4-(-1)-G7 > P,=-G2-G4-G7
P, =G2-G5-G7
P,=G2-G6-(—1)-G7 > P,=—G2-G6-G7
P, =(-G2)-(-1)-G7
P,=G3:(-1)-G7
Sistemin determinanti;
A=1—(L+L,+L+L, +L+Lg )+ (L, L +L L+, L +L, Ly +L oL, +1, L +Lg L)
A,=1-0,A,=1-0, A,=1-0,A,=1-0 , A,=1-0, A,=1-0, A,=1-0=1
isaret akis denklemi sisteme uygulandiginda;
7
_@zzpiﬂi _PCA P A AP A 4P A 4P AP AP A,

TF(s)—R(S) =1A > TF(s) A

P -14P,-14P,-1+P,-1+P,-1+P,-1+P, 1

T#(s) - N TF(S)=P1+P2+P3+P4+P5+P6+P7

A

Olur. Yukarida elde edilen (A) ve (P) degerleri yerine yazildiginda, sistemin transfer fonksiyonu
hesaplanmig olur.

4.3.9 Uygulama
Asagidaki verilen blok diyagraminin transfer fonksiyonunu elde ediniz. ( k=1 , x(t)=u,(t) ve
baslangi¢ sartlari (x(0)=1,x(0)=0) dir.)

X(t) * K y(t)
2
L D" +4-D+3
K K
yit) _ Dp*+4D+3 _ _D*+4D+3 _ K _ 1
xt) 4, K D’+4D+3+K D’+4D+3+K D’+4D+4
D’+4D+3  D*+4D+3 4.2)

[s7Y(s)+5-y(0)—(0) |+ 4[5-Y(s) —y(0) ] +4-Y(s) =X(s)
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[$7:¥(s) =5 ] +4-5:Y(s) =4+ 4-Y(s)=X(s) s (s)=5+4-5-Y(s)+4-Y(s)=4=X(s)
Y(s)-[s"+4-5+4]=(s+4)+X(s) 5 Y(s)-(s*+4-s+4)=s+4+1 5 ¥(s)-(s’+4-s+4)=5+5

Vo) - <45 2s+5 _ b22+b1
C+hs5+4 S s“+4s+4 (s+2) s+2

. 1 +5
b= lim o (2 |3 = im L gy S0
s 20! M s—-—21l ds (s+2)

3 1

Y(S)= + _ l a2t -2t o1t ot
(s+2)" (s+2) 5 y(t)=3 T N y(t)=3-t-e? +e”

4.3.10Uygulama
Asagida verilen blok diyagraminda tim baslangi¢ sartlar sifir ve giris degeri r(t)=e™ olarak
verilmigtir. Bu durumda,

a) K=1iginc(t)="7

b) Sistemin kararli olmasi i¢in, K araligini hesaplayiniz.

c) b sikkinda elde edilen sonuca gore, sistemi kararsiz kilan bir K degeri icin sistemin kararsiz
oldugunu ispatlayiniz.

)+ K 4 ct)
D+1 D+5 "

¥

4K

c(t)_ (D+1)-(D+5) _ 4-K

) ,, 4K  D+6D+5+4K
(D+1)-(D+5)

a) veya sadelestirildiginde;

(D +6D+5+4K).c(t)=4.K.r(t) Baslangic sartlari sifir oldugundan D yerine s yazilr.

1
(s> +65+9)C(s)=4——
s+1

4 a b b
C(s)= ; =2
(s+3)°(s+1) s+1 (s+3)° (s+3)
a,=(s+1) 4 2| __ 4 2:izl , b, = (s+3)2+ A A,
(s+1)(s+3)°|_, (-1+3) 4 (s+3) (5+1) . s+1|,_, -2
b1=1£1(5+3)2+j (E(LD‘ I R T
1\ ds (s+3)(s+1) ), \ds\s+1))_, (s+1)|_, 4
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1 2 1

C(s)= - =
s+1 (s+3)° (s+3)

elde edilir. Laplace donusum tablosundan yararlanarak;

|C(t) —e'-2.t.e3t_et |

b) (D* +6D +5+4K)c(t) = 4Kr(t)
(s2 -C(s)—s-c(O)—c'(O))+6-(s-C(s)—c(O))+5-C(s)+4-K-C(s):4-K-R(s)

(s+6-5+5+4-K)-C(s)=4-K-R(s)

Ht)=e ' >R(s)=——  déniistimii yapilabilir.
s+1

4-K 4-K

C(s): 2 = 3 2
(s"+6-s+5+4-K)-(s+1) (s°+7s"+(11+4-K)-s+5+4-K)

olarak elde edilir. Kararhligin incelenebilmesi igin transfer fonksiyonunun determinanti sifira
esitlenmelidir.

S +7s*+(11+4K)s+5+4K =0

Routh kriterine gore;

s’ 1 (11+4-K) 0
s’ 7 (5+4-K) 0
g (72+24-K) 0

7
s | (5+4-K) 0

5+4-K>0 - 4.K>-5 - K>—% olmalidir.

72+24K>0 — K>-—— — K>-3 olmalidir. iki sart birlestirildiginde; |K>-=

olmalidir.

C) b sikkinda bulunan sonuca gore, K = -2 igin sistem kararsiz ¢ikmalidir.

ct) -8

r(t) D*+6D-3
-8

C(s)=— seklinde elde edilir. Denklemin kokleri; s, , =—372+/3 tur. Buna goére;
(s"+65—3)(s+1) '
a a a
C(s)= 1 + 2 +—32
(s—(-3+24/3) (s—(-3-243)) s+1
oo lim (s+3-2+3)(-8) (-8) B

1

<526 (5+3-243)(s+3+23)(s+1) | (s+3+24B)(s+1)|_,,5  3(-1+3)

. (s+3+2+/3)(-8) _ (-8) _ 1
7326 (s43-243)(s+3+2V3)(s+1) | (s+3-23)(s+1)|,_,,5  3(1++3)
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(s+1)(-8) _ (-8)
(s+3-23)(s+3+23)(s+1) | (s+3-23)(s+3+23)

2
L (1=B)1++B)

a, = lim

s—>-1

_ =5t =St —t
c(t)=a,e™ +a,e ™ +a,e

clt)=a,e " +a,e*** +a,e” olarak bulunur. Elde edilen denklemde, (c()=) oldugundan

kararsiz oldugu gorulur.

4.3.11Uygulama
Asagida verilen blok diyagraminda tim baslangi¢ sartlari sifirdir.
a) r(t) =u1(t) iken c(t)=C,-e*+C,-e™*" olmasi igin, K=? ve a = ?
b) r(t) = etiken c(t)=C,e™ +C,e™ +C,e”™ olmasliigin, K=?vea="?

c) a sikki igin sistemin kararli olmasiigin K=?vea="?
d) c sikkinda elde edilen kosula gore, kararsiz K ve a dederi i¢in sistemin kararsizligini

ispatlayiniz.
R(s) + — K C(s)
VT s(s+a) :
Cevaplar: a)
LS
Cs) __sls+a) _ : K (4.5)
R(S) 1. K s’ +as+K
s(s+a)
-t -4t o 1 1
c(t)=C,e” +C,e™ oldugundan; C(s)=C,——+C,—— olur.
s+1 s+4
s +55+4
(s+1)(s+4)= , } a=5;K=4olmaldir.
s +as+K
C(s)= . K 2 C(s)=— K 1 -2 C(s)= ¢ + G, + =
R(s) s +as+K s“+as+Ks+1 s+1 s+2 s+3

(5+2)(s+3)=s"+55+6=a=5;K=6
c) s’ +as+K=0 Routh kriterine gore;

11 K O

s'la 0

s° | K

la>0| ve [k >0| olmaldr.

e) Kararsiz durum igin; K= 2 ve a = -3 olsun,

C(s)=so— =B, %
§$°=3s+2 (s-1) (s-2)

47




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

. 2
ot -

. 2
Gk

22
C(s-2) (s-1)

elde edilir. Tablodan yararlanarak;

C(s)

|c(t)=2~e2't —2~e‘| bulunur. t=>w, ¢c(t) 2 oldugundan kararsiz oldugu gorilir.

4.3.12Uygulama

4.10: Asagidaki verilen gergek sistemin transfer fonksiyonunu hesaplayiniz. (k:= yay katsayisi, m:=
katle, x:= x dogrultusundaki yer degistirme, x := x dogrultusundaki hiz, X := x dogrultusundaki ivme,
f:= amortisor katsayisi, F:= dis kuvvet ), ( Sisteme ait baslangi¢ sartlari sifirdir.) , (X1 > X2 dir.)

3?2-322-)(2 551.351-}(1
-./// —if—— ——]
7 kg k
F
VATV AVAVA A —
1| m; = m;

T P P T A S S
f, f

Sisteme ait giris degeri F kuvveti ve ¢ikis degeri ise x yerdegistirme degeridir. Sisteme ait dis
kuvvetler ve i¢ kuvvetler dengesi yazildiginda;

=F ma

—kx+F=ma > —kx—ma+F=0ma+kx=F > mX+kx=F
m(X(s)-5x(0)K(0)) +KX(s) =F(s) L m-s'X(s)+k-X(s)=F(s)

X(s) 1

X(s)(msz+k):F(s) 9@ ms? +k

olarak elde edilir.

Yukarida verilen sistem ele alindiginda, 1 nolu kutle i¢in kuvvet dengesi;

I m, e p— -  m,
i (X% )

Sekilden de goérildugu gibi, yayin kutleye yaptigi etki F = k x , amortisérin yaptigi etki ise F
=f X ile 6lglilmektedir. Buna gére denge denklemi;

—ky (%, = X,) = f, (%, = X, ) + f(t) =m X, 1)
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olarak elde edilir. 2 nolu kutle i¢in kuvvet dengesi ise;

kzx2 k1(X1'X2) m X

RN

fz};(z f1()k1'5(2)

e —

2 nolu kutle i¢in denge denklemi ise;

_kzxz _chxz +k1 (Xl _X2)+f1()'(1 _Xz):mzxz

2)
Elde edilen iki denge denklemi yeniden yazildiginda;
ml).(.l+f1().(1_).(2)+k1(xl_x2):f(t) (3)
m,X, + f, (X, — %, )+ ,%, + k (x, =X, )+ k,x, =0 @
Denklem (3) ve (4) matris formunda yazildiginda;

k k

% il el el 1)
0 m,||X —-f, (L+£6) 1% -k, (k,+k,) || x, 0 5)
olarak elde edilir. iki denklemi s uzayinda asag@idaki bigimde yazilabilir.

my (57X, (5) = 5x,(0)— %,(0)) + £, (sX,(s) — x,(0) — sX,(s) + x,(0) ) +

k,(X,(s)=X,(s))=F(s) ©)

m, (57X,(s) = 5%,(0) = X, (0) ) + £, (5X,(5) = X,(0) — sX, (s) +x,(0) ) +
£ (X,(5)=x,(0)) + k, (X, (s) = X,(s)) + k, (X,(s)) =0 Ko
Baslangic sartlar sifir kabul edildiginde, denklem (6) asagidaki bicimde elde edilir;
m, s’ X, (s)+ f,sX,(s)+k X, (s) = £,5X,(s) + k. X, (s) +F(s)
(mys” + fis+k, ) Xy(s) = (fis +k,) X, (s) +F(s)
%,_J

A 5 (8)
denklem (1.7) ise;
(mzs2 +(fi+15,)s+(k, +k2))X2(s) =(fis+k)X,(s)

—_—
c 5 (9)

olarak elde edilir. Denklem (8) ve denklem (9) asagidaki bigcimde kisa olarak tekrar yazildiginda;

AX,(5)=BX, (5) + F(5) = X,(5) = 2 X, (s) + —F(s)
A A (10)

CX, () = BX,(5) = X, (s) = 2 X,(s)
¢ (11)

Denklem (10) ve denklem (11)’den, sisteme ait isaret akis diyagrami asagidaki bicimde elde edilir.
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Fis) 1
A
Buna gore transfer fonksiyonu;
X,(s) _ A,
Determinant degeri;

2
A=1-2

AC
A,=1-0=1

_5

ileri yol degeri; =~ AC

olarak yazilir. Elde edilen degerler, denklem (12) de yerine konuldugunda;

B
X,(s) __AC __ B
F(s) AC-B> AC-B
AC olarak elde edilir.

5. Kararlhilik Kriterleri

Bir sistemde t — « iken impulsif cevap sifira yaklasiyorsa, sistem kararlidir denir.

Uygulama 5.1: y=5t fonksiyonu ele alinsin. Denklemdeki t — « giderken; y — « gitmektedir. Bu
durumda sistem kararsizdir.

Uygulama 5.2: y=4-sin(5-1) fonksiyonu ele alinsin. Ele alinan denklemin grafigi cizildiginde, y
degerinin sifira gitmedigi gorulur. Sistem kararsizdir.

1o
Uygulama 5.3: t fonksiyonu ele alinsin. t — « giderken; y — 0 gitmektedir. Sistem kararlidir.

Uygulama5.4: y=5e™* fonksiyonu ele alinsin. t — o giderken; y — 0 gitmektedir. Sistem kararldir.

t

Y="%
Uygulama5.5: e’ fonksiyonu ele alinsin. Bu oranda payda paya gore daha hizli ilerlemektedir.
Bundan dolay! y — 0 gitmektedir. Sistem kararlidir.
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Uygulama 5.6: Asagdidaki sekilde Gi¢ durum verilmistir. ilk durumda i¢ biikey bir yiizeyde, ikinci
durumda diz bir yuzeyde, Uglncu durumda ise dis bukey bir
yuzeyde gosterilen pozisyonda kendi haline birakilan toplardan ilki
belirli bir salinim hareketinden sonra en alt noktada durur. Bu
durum sistemin kararli oldugunu gosterir. Cunki zaman iginde
sistem kararlilk noktasina gelmistir. ikinci durumda topun
hareketinde herhangi bir degisiklik olmaz. Bu hal Marjinal Kararlilik
olarak adlandirilir. Uglincli durumda ise top asagi diser. Sistem
kararsizdir.

Uygulama 5.7: Asagida ters yonlu olarak iki mafsal baglantisi
gosterilmistir. Birinci pozisyonda c¢ubuk serbest birakildiginda
cubuk asagi dogru dusecektir. Yani bir kararsizlik s6z konusudur.
Ancak ikinci durumda gubuk serbest birakildiginda belli bir zaman
sonra sistem kararli hale gelecektir.

/

i

Uygulama 5.8: Asagida sekildeki gibi bir mafsal baglantisinda, 6 acisi buyldikce yayin gubugu
tutmasi zorlagir. Eger 6 acisi belli bir degeri gegerse, yay cubugu tutamaz hale gelir. Boyle bir sistem
kararhlik konusuna 6rnek olalarak dusundlebilir. Yani sistemin en uygun bigimde ¢alismasi igin yay
katsayisinin hesaplanmasi veya yay katsayisi belli bir sistemdeki en uygun c¢alisma acilarinin
belirlenmesi sorularinin cevaplarini kararliligini inceleyerek elde edebiliriz.

Batlin bu 6rneklerden de anlagilacagi Uzere kararlilik hali bir sistemin belli bir zaman dilimi iginde
duzenli duruma gelme halidir. Kararlihk durumu yukarida anlatildigi gibi tesbit edilecegdi gibi sistem
icin elde edilen transfer fonksiyonundaki A determinant degerinin incelenmesiylede yapilabilir.
Oncelikle determinant degeri sifira esitlenir. A =0 polinomuna sistemin karakteristik denklemi denir.
Karakteristik denklem asagidaki bigcimlerde incelenerek sistemin kararli veya kararsiz oldugu
anlasilir. Ayni zamanda kararhlik igin gerekli sinir degerleri hesaplanir. Bu inceleme U¢ degisik
bicimde yapilabilir.

1. Routh Kriteri

51




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

2. Hurwitz Kriteri
3. Sirekli Bolme Kriteri

5.1 Routh Kriteri

—1 . . .
as"+a,,s" +...+a,s+a,=0 polinomu verilmis olsun.

n

s n n-2 n—4

n-1
s Ta Gns Gns - a .a .,—aa a .a ,—ada

bl b2 b3 B 9 bl n-1"n-2 n_"n-3 , bz — n-1"n-4 n_n-5 (51)

1 an—l an—l

s G ¢ G

SO

ba ,—a_ .b ba .—a b
C1: 17 n-3 n-1-2 , sz 17 n-5 n-1-3 (52)
b b

Tablonun birinci ve ikinci satirlar karakteristik denklemden dogrudan yazilir. Diger katsayilar ( b1 ,
bz, ..... ,C1,C2, ..... ) belli kurallara gére hesaplanarak elde edilir. Bu islem s° polinomunun katsayisi
hesaplanana kadar devam eder.

Tablo olusturulduktan sonra inceleme igin ilk siitun gdz dniine alinir. ik siitundaki katsayilar
sifirdan buyuk oldugu takdirde sistem kararlidir denir. Sutunda sifir bulunmasi durumda sistem
marjinal kararlidir. Kiguk olmasi durumunda ise sistem kararsizdir.

Egder hesaplama sonucunda ilk sutundaki elemanlardan biri sifir gikarsa, sifir yerine € degeri
alinir ve igsleme devam edilir. € degeri sifira ¢ok yakin bir deger olarak kabul edilir. Hesaplanan satirin
tum elemanlari sifir ¢ikarsa; bu durumda hesaplanan satirin, Uzerindeki satirdaki katsayilarin
olusturdugu polinomun turevi alinir ve elde edilen yeni polinomun katsayilari hesaplanan satira
yerlestirilir. Bu sekilde isleme devam edilir.

5.1.1 Uygulama

A=s>+6s’+12s+8=0 karakteristik denkleminin kararlih§ini Routh Kriterine gére inceleyiniz.

s 1 120
ss| 6 8 0. . ‘ L : 3
llk situndaki elemanlarin hepsi pozitif isaretli oldugundan kararlidir.
st|64/6 0
| 8 0

5.1.2 Uygulama

A=s>+3s’+3s+1+K=0 karakteristik denkleminin kararli olmasi icin K degeri hangi aralikta
olmalidir?

s’ 1 3 0
s? 3 (1+k) O

st (—S_Kj 0
3

s (1+K) 0

Routh tablosunun 3. satirindan,

S_TK>O > 3-8_TK>0-3 > 8-K>0 > sarti ve 4. satirindan,
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1+K>0 > sarti elde edilir. Bu iki sartin birlestirimesiyle birlikte olmalidir.
5.1.3 Uygulama

A=s"+6s’+11s’+65+K=0 karakteristik denkleminin kararli olmasi igin K degeri hangi aralikta
olmalidir?

s 1 11 K
s® 6 6 0
s° 10 K
. | (60-6K
S
10
s° K

Routh tablosunun 4. satirindan,

601—06K>0 N 10.60—6K

sarti elde edilir. Bu iki sartin birlestiriimesiyle birlikte olmalidir.

Routh kriterinde karsilagilan iki istisna durum vardir. Bunlardan birincisi; Routh tablosunun
satirindaki ilk sutun deger sifira esit ve diger satir de@erleri sifirdan farklh ise, bu sifir olan deger
sifira ¢gok yakin pozitif bir € degeri ile degistirilir. Asagida buna ait bir misal verilmistir.

>0-10 > 60-6K>0 > 60>6-K > |K<10|sarti ve 5. satirindan,

5.1.4 Uygulama

1-s*+2-5°+1-s* +2-5s—2=0 karakteristik denkleminin kararlihgini Routh Kriterine gore inceleyiniz.

s 1 1 -2 0 2.(=2)-1.0
, s 2 2 00 2
2 2 00 , ye9.( 2 .
, s e =2 0 e-2:(-2) 2-e+4
s|0 =2 0 - - - =
1 1[2-e+4
S S ( 0 0 2-¢+4
§0 € >0

s° -2 0 &
2-¢+4

>0—>2-e+4>0—>e>-2
€

1.sutun, 3.satirdaki ilk eleman 0 ve diger elemanlar sifirdan farkli ¢iktigi icin, ilk stitundaki sifir yerine,
sifira ¢ok yakin olan pozitif bir (¢) degeri ile degistirilerek isleme devam edilir. SGtundaki son iki
deger, sifirdan kiguk oldugu igin sistem kararsizdir.

ikinci istisna durum asagida verilmistir. Yani satirdaki biitiin eleman degerlerinin sifira esit cikmasi
durumudur.

5.1.5 Uygulama

s°+2s* +24s° +48s* +255+50=0 Karakteristik denkleminin kararliigini Routh Kriterine gore
inceleyiniz.

53




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

sS|1 24 25 0 : #0200

s*12 48 50 0 S 2 485000
9% 0

$lo o o dP(s) g

g > P(s)=2s"+48s’+50 > " =8-s°+96's 2 2| 24 50 O

0

s s°| 50

Not: Uguncu satirin tim elemanlar sifir ¢iktidi igin ikinci satirin katsayilarindan olusan polinomda
turev alma iglemi uygulanir ve elde edilen polinomun katsayilari yazilir. Eger sadece 1. sutundaki

eleman sifir olup digerleri sifirdan farkh olursa, sifir olan eleman yerine pozitif ve sifirira gok yakin €

alinarak isleme devam edilir. Bir satirda tek eleman var ve bu da sifira esit ise bunun yerine de ¢
kullanilr.

Birinci sttunun butliin elemanlari sifirdan blyuk oldugundan, Sistem kararlidir.

5.1.6 Uygulama

s*+2-5°+(4+K)-s*+9-5+25=0 ile verilen karakteristik denklemde, sistemin kararli olmasi icin K ne
olmahdir?

s* 1 (4+K) 25 0 2:-K-1>0
s 2 00 2(4+K)=1-9 2.K—1 1
. (4+K) _2K71 ( os K>=
s (K-0.5) 25 0 2 2 2
> >

. (9K 545} o o (K-0.5)-9-2-(25) 9-K-54.5 ~ 9-K-545>0
S =

K—0.5 K—0.5 K—0.5 (s 545
s° 0 9

54.5

K> 5 —— =6.0556| olmalidir.

5.1.7 Uygulama

A=s"+8-s’+14-s*-8-s—15 ile verilen karakteristik denklemde, kag adet gergek kismi pozitif olan
(+a4—.b-j veya +aF0-j gibi) kok oldugunu, Routh tablosu ile hesaplayiniz.

GCozum:

Not: Routh tablosu olusturuldugunda, ilk stutuna bakilir. Burada ka¢ adet isaret degisikligi var ise,
karakteristik A polinomunda da o kadar pozitif gercek saylya sahip kok vardir. Yani koklerden o
kadari gercek de olsa sanal da olsa pozitif gergcek kisma sahiptir. Anlasilmasi igin, yukarida verilen

polinom A=(s+1)(s+3)(s+5)(s—1) seklindedir. Bu karakteristik polinomda bir adet kék degeri,

kompleks dizlemde sanal eksenin sag tarafinda olacak sekildedir. Routh tablosuna
yerlestirildiginde, A=s*+8-5>+14-s* -8.5-15

s'11 14 -15 s +1 14 -15
$|8 -8 0 $|+8 -8 0
s [15 -15 0 s° | +15 -15
s'{0 O s'|+¢ O

s° s® | -15
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5.1.8 Uygulama

Asagidaki sekilde verilen sistemde,

X() 5 | - K YE).

B s—1 %%{ s+2

Sistemin kararli olmasi igin K araligi ne olmalidir?

(5+1J.K
s—1 s+2

1+ i_{.l L
s—1 s+2

Cozim: Sistemin Transfer Fonksiyonu; TF(s)=

s+4 K  (s+4)k
ey 1) {572 (s+4)K
TR(s)=—3=15+2 5 1¢(5)= = > TF(s)=
()=—%ra & T ek T T ) s (ak-2)

Buradan sistemin Routh tablosu olusturuldugunda,

s’ 1 4.K-2) 0 v

1 (4:K=2) K+1>0 _ <771 1

s | (K+1) 0 0> > 1 = [K>=| olmalidir.
4.K=2>0 K>§ 2

" | (4-K-2) 0

5.1.9 Uygulama

Asagidaki sekilde verilen sistemin kararli olmasi ic¢in K araligi ne
olmalidir?

X(s Y(s
(S) + K-(s+1) : 1 ()
- S"—2-s+2
K.(S+1).%
Cozilim: Sistemin Transfer Fonksiyonu; TF(s)= 2 _2'i+2
1+K-(s+1)-
$"—2-5+2

K-(s+1) Ke(s+1)
e . .
TF(S)= . s2—-2.5+2 N TF(S): S//Zﬁ BN TF(S): : K (S+1)
s"—2-5+2+K-(s+1) s*+(K—2)-s+(K+2)
52—2'S+2 52 S5+2
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Buradan sistemin Routh tablosu olusturuldugunda,

| 1 (K+2) 0
K-2>0 K>2

s'{(k-2) o 0> > , olmaldir.
0

K+2 K>—
| (K+2) 0 +2>0 g

5.1.10 Uygulama
Asagida verilen sistemin karali olmasi i¢in K degeri ne olmalidir.

X(s) + K Y>(S)

(s+2)

1
(s+3)-(s+4)-(s+5)

K
_YGs) _ (s+2)
S ] rr(e) (s ¥5) s+ a) (s3)
(s+2) (s+3)-(s+4)-(s+5) s"+14-5° +71-5* +154-5+(120+K)

A=s*+14.5*+71.5* +154-5+(120+K)

s* 1 71 (120+K)
s’ 14 154 0
s? 60 (120+K) 0
s' (126—l-KJ 0
30 7 7
S| (1204K) 0 N 126 —o7-K>0 N 126> K N

120+K>0 > Iki sartin birlestirilmesiyle birlikte; [-120 <k <540] oldugu gorallr.

Root Locus

084 0k " oss o4 o3 0.14 ]

System: g
Gain: 540
Pole: -0.000351 + 3.32i
Damping: 0.000106
-~ Overshoot (%): 100
22 i Frequency (rad/s): 3.32

Imaginary Axis (seconds™)

0.84 o7 058
-4

Real Axis (saconds'1)
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Root-Locus grafiginde 540 degeri gorulmektedir.

Bode Diyagrami

. System: g M |
Frequency (rad/s). 1.09 System: g System: g

-80 Magnitude (dB): -43.8 Frequency (rad/s): 3.33 Frequency {rad/s). 20

‘ - Magnitude (dB): -54.7 £ MaOnipIdelds)i= 100 o

00 :
& -120 L —
£-120 :
-140 : i
-160 3 4 .

-180— : 7 3 =

0
0= T T | PR Rl AR R o T T R R B, i | T T SR PR K Pl K |

0= Systern: g : : i
Frequency (radfs). 1.09
Phase (deg). -76

o
System: g

Phase (deg)
%
=]
I

Frequency (rad/s): 3.33 Systern: g
270 Phase (deg): -180 + Frequency (rad/s). 20 —
\\\ Phase {deg) -320
L
— 7

-360 = i i I TR O S | i i i Levceideiiieneien] i i i PO VT pover v =
10" i ' i
Frequency (rad/s)

5.1.11 Uygulama

Asagidaki verilen blok diyagraminin R(s) girigs degeri, birim impulsif bir etki ise; sistemin transfer
fonksiyonunu elde edip, sistemin kararli olmasi igin gerekli olan K araligini Routh kararhlik kriterine
gore hesaplayiniz.

X(s) + ~ K Y(s)
: s-(sz+s+1)-(s+2) -

K
Y() _ s (s"+s+1)-(s+2) _ K _ K
X(s) 4. K s-(s>+s+1)-(s+2)+K s*+3-5°+3-5°+2-5+K
s-(s*+s+1)-(s+2) A (5.3)

Kararlilik kriterinin incelenebilmesi igin A determinant degerinin sifira esitlenmesi gerekir. Elde edilen
karakteristik denkleme gore Routh tablosu asagidaki bicimde olusur

s +35°+35° +25+K=0

st 1 3 K
s® 3 2 0
| 7/3 K O
& 14 -9K 0

7
s° K 0

Elde edilen tablonun ilk sutunundaki butin elemanlar sifirdan blyuk olmalidir.
14 -9K

>0 2 14-9K>0 > %>K
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Son satirin ilk siitunundan K >0 olmalidir. iki sartin birlestirimesiyle, 0<K<% olur.

Root Locus
2
2 T I
0.9 0b 0 07 052 03
15 o
0:978
1 1 o]
]
L)
System: g &
0.994 Gain: 5.45 w——" [ syetem o
' Pole: -1.84 + 0891 System: g Gein: 1.55
o D5 Damping: 0.9 Gain: 0.483 Pole: -0.00112 + 0.816i —
T Overshoot (%): 0.153 Pole: -0.348 + 0.72i Damping: 0.00137
< Frequency (radis); 2.04 Damping: 0.435 Overshoot (%) 935
8 Overshaot (%): 218 Frequency (radis); 0816
8 Frequency (radis); 08
i 5 4 3 Z : o
o m
< System: g System: g
g Gain 1.32 Gein: 0
2 Pole: -1.46 - 0.001%i Pole: 0
& Damping: 1 Damping; -1
£ 051 Overshoot (%) 0 Overshoot (%): 0 =
0.994 Frequency (radis): 1.46 Frequency (radis): 0
R _
0:978
15 =]
5 095 0. ‘9 | 052 | 03 i
] 5 -4 3 2 1 0 1

Real Axis (szconds'1)

Root-Locus Grafigi gizildiginde k<1.55 (Gain) oldugu gorulmektedir. Ayni sonuglar Bode diyagrami
cizildiginde de gorulmektedir. Bode diyagrami asagida verilmigtir.

Bode Diyagrami

50 . — T —— : — 1 Lo
System g :
_ Frequency (radfs). 0815 ;M i
g S0 Magnitude (dB) -3.83 W e : : e
) | System: g :
= : . Pt : i : : Freguency (rad/s) 4.02 iy
I | OO RO T O N T T O N - S . Magritude (dB) 49 S
= 3 : [ P ie [ 3 i ' : £ 5
: F i A ; :a ou B System: g
SO f—i iy e s \ SR A e ik ol " Fraquency (radisy 25
: i : ; : : i : : Magnitude (dB) -124
—200 i 1 i il i i TR R A 1 i i il i I i [
a0 : SR S i o T SR e B O G FE T : T
Lo X = 5 i ; D on i b
: : | Systern: g E : B T E ]
| Frequency (radis) 0.219 ; I : :
: : Phase {deq). - 109 : ks i
B0 G N — LU0 o P U - L S T R PERS REPS R R —
= ; ! : : Systern: g P oq
= Frequency (racdis) 0813 @ ¢ L
I Phase (deg): -180 ¢ Do :
s T UL 0 R N RCE S T T : . e boJiSyeterig L Rl
: ; i : : : i : : Freguency (radis). 4.01 : i
Phase (deg). -319
— S0 ¥
R0 = ; P I OO AR A | P Lo il i P 1
* ' i’ ' 10t

Freguency (rad/s)

ﬁ
20-log10(x)=a > 20-log10(x)=-3.8377 > Ioglo(x):_i;33 > Iln((lxo)):_?;f3 - In(x)=In 10( 0 j
n

)
" —e > x=10'*’ > [K=1.55
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Gergekte okunan deger 3.8377 dir. Ve tam uyum saglamaktadir. A¢i degerinin (—180°) olduguna

dikkat ediniz. Diger verilen degerler sadece test amaclidir. Root-Locus grafigi ile karsilastirma
yapilabilir.

5.2 Hurwitz Kriteri

A=as"+a, s +....+a5s+a,=0 polinomunda An , An1, ..., A1 degerlerinin hepsi pozitif oldugu

takdirde sistem kararlidir denir. Herhangi biri sifirdan kiglk olursa sistem kararsiz olur. Sifira esit
olmasi durumuna marjinal kararllik denir.

anfl anfa an75 0
a, a., a._, 0
0 a., a, 0
A, = (5.4)
0O a a, 0
0 a,
5.2.1 Uygulama
A=s’+6s*+12s+8=0 karakteristik denkleminin kararlih§ini Hurwitz Kriterine gore inceleyiniz.
6 8 O
A,=|1 12 0 (5.5)
0O 6 8

6 8
A, =l6|=6>0, A,= =6.12-1.8=72-8=64>0
' 1 12

A,=A,-8=512>0, A,=6.12-1.8=72-8=64>0
Batun determinant degerleri sifirdan buyuk oldugundan dolayi sistem kararlidir.

5.2.2 Uygulama

A=s>+3s’+3s+1+K=0 karakteristik denkleminin kararli olmasi icin K degeri hangi aralikta
olmalidir?

3 1+K 0
A 1 3 0 A 3 1k 3
3 2 1 3 ' 1
0 3 1+K

Hurwitz sartina gore butliin Determinant degerleri sifirdan blyuk olmalidir. Buradan,

3 1+K
A, =3>0 sart saglanmaktadir. A, = . =9-1-(1+K)=8-K>0 > olmalidir,

A,=A,-(1+K)>0 > A, >0 olmasi gerektiginden dolayi (1+K)>0 > olmalidir. Bu iki sartin

birlestiriimesiyle birlikte sonucu cikarilr.
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5.2.3 Uygulama

s"+6s’+115"+6s+K=0 karakteristik denkleminin kararli olmasi icin K degeri hangi aralikta
olmaldir?

6 6 0 O
6 6 0
111 K © 6 6
= LA =1 11 K|, A= , A, =6
0 6 6 0 1 11
0 6 6
0 1 11 K

Batln determinant degerlerinin sifirdan buylk olmasi gerekli oldugundan dolayi,

A, =6>0 sartI saglamaktadir.

6 6
A, =
1 11

A2=66-6=60>0

6 6 0
11 K 1 K 11
A,=|1 11 K|=6- —6- +0- =6-(66—6-K)—-6-6+0=6-(66—6-K)—6-6>0
o 6 & 6 6 0 6 0 6

(66-6-K)-6>0 > 60-6-K>0 > 10-K>0 >

6 6 0 O
111 K 0 .

M=l 6 6 ol K0 olmalidir. Sonugta; [0 <K <10] elde edilir.
0 1 11 K

5.2.4 Uygulama

A=s>+2s* +s+2=0 karakteristik denkleminin kararliligini Hurwitz Kriterine gore inceleyiniz.

2 20
A=[1 1 0], A=

‘2
0 2 2

2 2 2
, A =[2[=2>0, A, = =2-2=0

11 11
2 2
A,=|1 1 0|=A,-2, A,=0 oldugundan dolayi sistem marjinal kararldir.
0 2 2

5.3 Surekli Bolme Kriteri

Bu kriterde polinom asagidaki bigimde ikiye ayrilir ve birinci polinom ikinci polinoma baélundar.
Daha sonra elde edilen bdlen degeri kalan degerine bolunerek, isleme, kalan degeri sifir
bulununcaya kadar devam edilr. Bd&lme islemlerinde elde edilen bélim
degerlerindeki, (s)’'nin katsayilari sifirdan bilyikse sistem kararlidir denir.
Kalanlarin bir tanesi dahi sifirdan kli¢lik olursa sistem kararsiz olur. Sifira esit
olmasi durumu marjinal kararlilik durumudur

1. Polinom =  Q(s)=a,5"+a,,s"" +...=0
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2. Polinom = Q(s)=a,,s"" +a,,5"" +....=0

hi, h2, hs, ..., hn de@erlerinin hepsi de sifirdan blyuk oldugu takdirde sistem kararlidir denir. h; °
lerden bir tanesi sifir veya negatif olursa sistem kararsizdir denir.

5.3.1 Uygulama

A=s>+6s’+12s+8 =0 karakteristik denkleminin kararli§ini Strekli Bélme Kriterine gore inceleyiniz.

Cozum: Verilen karakteristik denklemden Q,(s)=s’+12sve Q,(s)=6s’+8 polinomlari bulunur.

5 , h==>0, h2:2>0 ve h3=§>0 oldugundan

Y Y E—
16

1
4
7.5
3
sistem kararhdir. Batln degerler sifirdan blyUk c¢iktidi igin sistem kararlidir.

532 Uygulama

$"+6:5"+4-5°+2:5° +5:5+1=0 denkleminin kararlii§ini Hurwitz Kriterine gére inceleyiniz.

6 2 100
14500 6 2 10
A;=[0 6 2 1.0 1450 6 2 1
01450 *]06 2 1/A,=|1475 6 2
006 21 0145 06 2| ° |1 4|A=|6]
6 2
oot N AZ:‘ ‘=6.4—1.2=24—2=22>0
Buna gore; =16 |> 2> 1
6 2 1 3.
Ay=|1 4 5 :—6‘1 o [+2 A, |=-6(6.5-1.1)+2(22)=~130<0
06 2
6 2 10
6 2 1
1450
A, = =5/ A, |-1]1 4 5
06 21
01 4
0145
6 2 1
6 1 6 2
14 5|=-1  _|+4 |=-U65-11)+4(64-12)=59
01 4

61




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

6 2 1
A,=5| A, |-1|1 4 5|=5(-130)-59=-709<0
01 4
6 2 100
14500
A;=[0 6 2 1 0|=1] A, |=-709<0
01450
006 21

Elde edilen determinant degerlerinde As, A4 ve As degerleri sifirdan klguk oldugu icin sistem
kararsizdir.

5.3.3 Uygulama

A=5’+35"+35+1+K=0 denkleminin kararli olabilmesi icin gerekli olan K araligini Siirekli Bélem
Kriterine gore inceleyiniz.

_ 3 _ 32 :
Q(s)=s"+3s ve Qy(s)=3s"+1+K seklindedir. Ikinci polinomdaki (1+K) terimi yerine, iglem kolayligi
bakiminda A terimi kullanilsin. Buna gore;

s> +3s 3+ A 3s’+A B Bs A
——
1 9-A Bs B
s? +1As Zs ( js — | =s
3 3 32 3 0o |A
1
3s——As E
3 B
A

Elde edilen bolumlerdeki s’lerin katsayilarinin sifirdan buyuk olmasi gerekir. Buna gore;

3 .9 >0

9-A 9_A 9
3.0 224 94 —— >0 2 .0
B > 3 > 9-(1+K) > 8-k > k<8

9-A

—ab — 9—(1+K _
Bog 3.9 9A, LW, 8K,
A > A > 3A > 3(1+K) > 3+3K > 8-K>0 > 8>K

Elde edilen sartlara gore 8'den kiuguk K degerleri igin sistem kararhdir.

Kontrol sistemlerinin analizinde ve sentezinde kullanilan buttin teoriler dogrusal (lineer) sistemler
icin gegerli oldugu icin, fonksiyonlar bilinen araliklarda dogrusal hale getirilir. Boylece ¢ézumler elde
edilir.

6. Kontrol Elemanlari
Endustride kullanilan kontrol elemanlari; hidrolik, pndmatik, mekanik, elektronik, isil veya mekatronik
olarak kullanildigi malzemeye goére siniflandirildigr gibi temel O6zelliklerine bagli olarak da

siniflandirilirlar. Ozelliklerine gore toplam alti (6) gruba ayrilirlar. Bunlarin temel 6zellikleri agagida
verilmistir.
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6.1 iki konumlu veya Acik-Kapali Kontrol Elemani (Two-position or
on-off Controllers)

Kontrol elemani sadece iki sabit konumda bulunabilir ve basit bir elemandir. Dolayisiyla pahali da

degildir. Davranigi pargali fonksiyon ile asagidaki gibi izah(ifade) edilebilir. Cikis sinyali u(t)

oldugunda etki eden hata sinyali veya degeri e(t) olsun Bu durum asagida blok diyagraminda

gosterilmigtir. Etki sinyalinin sifirdan blyuk veya kiguk olmasina bagh olarak kontrol elemani sadece

iki deger alabilmektedir. (U, veya U, ) Bazen bu gegiglerin olabilmesi i¢in diferansiyel bogluk
kullanilir. Asagida sekil b de gosterilmigtir.

Differential gap \

I

e Ul 1 U1 Y
e u
#— — ] |esf— #—
U, U,

(a) (b)

6.2 Oranti Kontrol Elemani (Proportional Controller)

Oranti  kontrol elemaninin  mekanik karsihgi yaydir. u(t)=K -e(t) Laplace dénlsimi
uygulandiginda,

R(s) + E(s) uU(s) 1 C(s) N

P T-s+1

U(s) =K, -E(s) > |22)

Burada K, oranti katsayisidir ve ayarlanabilir bir katsayidir.

6.3 integral Kontrol Elemani (Integral Controller)

dl;(tt)zKi-e(t) > u(t)=[K e(t)-dt > u(t)zKi-j)-e(t)-dt > u(s)=|<i.@ 5 %):K?

Blok diyagrami asagida verilmistir. integral kontrol elemaninin mekanik karsiidi kitlenin ataleti,
kinetik enerjisi verilebilir. Mesela Volanlarin aldigi enerjiyi daha sonra sisteme vermesi gibi.

0
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R(s) E(s) |Ki U(s) 1 C(s) _
N S T-s+1

C(s): K, E(s):R(s)—C(s): s-(T-s+1)

R(s) s-(T-s+1)+K R(s) R(s) s+(T-s+1)+K,

6.4 Oranti + integral Elemani (Pl) (Proportional+Integral Controller)

Pl kontrol elemaninin cevabi,

K t
u(t)=er(t)+?"J.e(t)-dt seklindedir. Laplace donusimu uygulandiginda,

io0

U(s) =K [1+ij-E(s) > @:K {1+ij
U Ts E(s) L Ts

olur. Burada K, oranti ayar katsayisi (Ti-s) ise integral zamanidir. Transfer fonksiyonundan
anlasilacagi Uzere K, kazancinin ayarlanmasi integral kismi da etkiler. Pl kontrol elemaninin blok
diyagrami agsagidaki sekilde verilmistir.

R() * K 1 C(s).

Birim Basamak

T.s

L

E(t—:] F'y

ZEpp----
Pl Kontral Eleman

Epfp---"7-""""mmmmmm e
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6.5 Oranti+Diferansiyel Kontrol Elemani (PD) (Proportional +
Differential Controller)
mekanik karsiligi yay ve amortisor bilesenidir.

R(S) + 1 C(s
Kp‘l‘Kd'S ( )>
T-s+1

PD Kontrol elemaninin cevabi u(t):er(t)+Kpr%
seklindedir. Transfer fonksiyonu %:Kp(1+Tds) olur. Burada Kp oranti kazanci ve Tq ise
S

diferansiyel zamandir. Kontrol elemani Uzerinde K kazancinin ayarlanmasindan diferansiyel kisim
da etkilenmektedir. Blok diyagrami asagidaki sekilde verilmistir.

) l Kp(14Tys)— )

ut)

o9 ._.\\

Birim Basamak o FD Kotrol Elermani

g t

PD tipi kontrolde ,D etkisinden dolay! hizli bir calisma saglar. Mekanik olarak arabalardaki yay ile
amortisOr buna uygun bir misaldir.

6.6 Oranti+integral+Diferansiyel Kontrol Elemani ( PID
Proportional+Integral Differential Conroller)

Endustride kullanilan en kullanisli kontrol elemanidir.

R(s) + K. C(s
(s) >Kp+—'+Kd-S = 1 ()>
S T-s+1

Buradaki katsayilarin ayarlanmasi igin Ziegler-Nichols tablosundan faydalanilir.
Kontrol Tipi Kp Ti Td
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P 0.5-K,, 0 0
1
Pl 0.45-K_, —-P, 0
1.2
PID 0.6-K_ 0.5-P_ 0.125-P,

Burada (K, ) kritik kazang (Gain) katsayisidir. (P,) de saniye cinsinden,(K,) kritik katsayisi

cr

kullanildigindan sistemdeki salinimin periyot degeridir. Bu hesaplamalarin nasil yapildigi ileride
verilecektir.

6.7 Kendi Kendine Kontrol Eden Sistemler

ayar vidasi Yandaki sekilde kendi kendini kontrol eden bir sitem
gorulmektedir. Ayar vidasi, yayin uyguladigi kuvveti
kontrol etmektedir. Basin¢ kontrolu ise diyaframla
saglanmaktadir.  Cikis  basincinin  referans
basincindan kiguk oldugu durumda yay kuvveti
basing kuvvetinden buylUktir ve diyafram asagi
dogru hareket eder. Bunun sonucu olarakta akis
artar ve ¢ikis basinci buyur. Eger basing kuvveti yay
kuvvetine esit olursa, diyafram ve kapak sabit kalir.

diyafram

Sonucta akista sabittir.
~ T /____ h Cikis basinci referans basincindan biyiik olursa,
/ ////// // kapak ¢ok az acik kalir ve akis buna bagl olarak az
olur. Kendi kendini kontrol sistemi genellikle su ve

gaz basinci kontrolinde kullanilir.
Bunlarin haricinde elektronikte kullanilan lead, lag ve lead-lag kontrol elemanlart ileri de verilecektir.

7. Hidrolik Kontrol Elemanlari

. Hidrolik Oranti Elemani ( P = Proportional )

Hidrolik Integral Elemani ( | = Integral )

Hidrolik Oranti + Integral Elemani ( Pl = Proportional + Integral )

Hidrolik Oranti + Diferansiyel Elemani ( PD = Proportional + Differential )

I e

Hidrolik Oranti + Integral + Diferansiyel Elemani ( PID=Proportional+Integral Differential )
6. ikili (on/off ) Eleman

Yukaridaki siralamadan da anlasilacagi Uzere diferansiyel elemanlar tek bagslarina kullanilamazlar.
Diferansiyel elemanlar oranti elemanlar ile birlikte kullanilirlar. Verilen kontrol elemanlari asagida
incelenmisgtir.

7.1 Hidrolik integral Elemani

Yukaridaki sekilde bir hidrolik integral eleman 6rnegdi gortlmektedir. Sistemdeki x kolu, saga dogru
hareket ettiginde basing¢li yag Il numarali girigsten silindire girerek alttaki pistonu sola dogru iter. X

Y
kolu sola dogru itildiginde ise bu iglemin tersi gergeklesir. Sonugta elde edilmek istenen, (S)

X(s)

degeridir ve bu oran asagidaki bigimde elde edilmigtir.
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Alttaki pistonda dt suresinde yer degistiren sivinin kutlesel miktari, Il nolu giristen gecen kutlesel
debiye esittir. q birim zamanda gecgen kitlesel debiyi ve p yogunlugu gdstermek lUzere; A pdy =q dt
yazilabilir. Daha baska bir ifade ile;

Ap%:qzkx veya Ap(sY(s)-y(0))=Kx(s) olur.

Baslangig sartlan sifir kabul edildiginde;

A-p-s-Y(s)=K-X(s) (6.1)
ﬁzL 2K, LS alindiginda -> M:ﬁ elde edilir. (K, A ve p sabit oldugundan, Ki integral
X(s) Aps Ap X(s) s

sabiti gosterilmistir.)

basingli basingl
yag yag
cikis  dirisi  cikis ckis  girisi cikis

oy o

X —

yiik A .
pistonu yuk A
pistonu

Sisteme ait blok diyagrami agsagidaki bigimde elde edilir.

X® K] YO

— | o
5

7.2 Hidrolik Oranti Elemani

Asagidaki sekilde bir hidrolik oranti eleman 6rnegdi gérulmektedir. AC kolu, A noktasindan itildiginde,
B noktasi da kol uzunluklarina bagl olarak saga dogru itilir ve piston saga dogru hareket eder.
Basincli yag Il numarali koldan silindire girerek pistonu sola dogru iter. Boylece C noktasi da sola

dogru hareket eder. C cikis dederi, B giris degerini etkiledigi icin bu durum blok diyagraminda geri
besleme olarak gosterilir.

C noktasindaki y etkisinin, B noktasina etkisi ise asagidaki sekilde yazilabilir.

Lb:5 y’den x’e gelen geri besleme negatiftir. Bunun nedeni, y'nin hareketi x’in hareketini
a+ a

engellemeye calismaktadir. A noktasindaki e etkisinin, B noktasina etkisi i¢cin asagidaki baginti
yazilabilir.
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e X
a+b b
basingli
yag
cikis ginst cikis
e~ ¢A
a
B
T ]
b I Il
c | L
- (
yik A
pistonu

Sisteme ait blok diyagrami asagidaki bigimde elde edilir.

a+h

[

y

Buna gore transfer fonksiyonu asagidaki bicimde hesaplanir.

b K| bK|
Y(S): ath s _ s(a+b) _ b-K b, .
E(s) q,.K. @ s(atb)+K-a ak+s-(atb) a °

s at+b s-(a+b)

Denklemde s(a+b _a a+b) dir ve ¢ok kuguk bir degisim oldugundan ihmal edilebilir.
dt

7.3 Amortisorler

Asagida bir amortisorun temsili gosterimi ile piston ve silindir hareketlerinin zamanla degisimi
gOsterilmigtir.
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g R X

<

-t
] K
P,
P ¥
L. W Z .
X £
Lo L.
X ¥ t
Amortisérin onundeki yayda olugsan kuvvet dengesinden;
A(Pl—PZ)=ky yazilabilir. q debisi i¢in q:ﬂ ( R = Amortisor direnci ) dir. Birim zamanda
“kuvvet "
uvvet

gecen kutlesel debinin miktari, yuk pistonunda yer degistiren yer degistiren sivinin miktari kadar
oldugundan;

q-(dt)=A-p-(dx—dy) (6.3)

q _dx dy 5 ox dy_A-F

N dx dy  ky

Ap dt dt dt dt RAp _ dt dt ARp

Baslangic¢ Sartlari sifir kabul edilirse;
k

k
SX(S)_SY(S)—AszY(S) > SY(S)+A2RpY(s)_SX(S)
Y(S) S Y(s) s s Ts 1
y T.,)=sX > = > - - - -
A’Rp Ts
#(5) Ts (s)
- -
Ts+1

Sisteme ait blok diyagramlari asagidaki bicimde elde edilir. Veya

His T+ (5 Xis) + Y(s)
Ts - -

1

veya
olarak elde edilir.
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7.4 Hidrolik Oranti + integral Elemani

basingl
Yag,
cikig girigl cikig

e— & A
a
__|B #
' ] [ x| ®
| ]
b b

%\/{(/\/‘ i/ - Y :
< |
yiik
pistonu

Sistem hidrolik oranti elemanina benzer sekilde calismaktadir. Ancak sistemin C noktasinda
amortisor sistemi etkimektedir. Sisteme ait denklemler ve blok diyagrami asagidaki bicimde elde
edilmistir.

Y(s) ile Z(s) arasinda amortisor elemani vardir ve iki nokta arasindaki baginti amortisorler
boliumunde verilmigtir.

A noktasindaki e etkisinin, B noktasina etkisi igin asagidaki baginti yazilabilir.

Lb:% - C noktasindaki y etkisinin, B noktasina etkisi ise asagidaki sekilde yazilabilir.
a-+

I

2 _x Yl _ aib s s-la¥b) b-K-(T-s+1)

atb a E(S)_1+&, a T-s :s~(a+b)'(T~s+1)+T-S'K,-'a:S-(G+b)'(T'5+1)+T'5'Kf'a

s a+b T-s+1 M-(T-s+1) -0

bk b-K,

s(a+b):i(a+b)z0
dt

. K
:bK,(Ts+1):é(Ts+1):st+b:2(1 1j:Kp+_p: Ko+ K,

sK.Ts a Ts aTls a Ts Ts s
oranti integral

EGs) | b | X(s) K, Y(s)
— >

a+b

a Z(s)) T-s
a+b T-s+1

Sisteme ait blok diyagrami yukaridaki bigcimde elde edilir.
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7.5 Hidrolik Oranti + Diferansiyel Elemani

Sistem hidrolik oranti elemanina benzer sekilde calismaktadir. Ancak sistemin C noktasinda
diferansiyel sistemi etkimektedir. Diferansiyel oran asagidaki bigcimde elde edilir. k yay sabiti, P
basing, A yuzey alani, p yogunluk, t zaman olmak Uzere;

k(y—z)=A(P1—-P2)

basingli
yag g.dt=A.dz.p
clkig gairigl clkig
PP, dz
e R,
O AR pd
pdz
—7Z)= JR—
a (y—2) X o
B P —P, dz dz
X —= L 2_pA— > kly-2)=ARp— >
—I " R dtp (y—2) pdt
2
b I y:z+A Rpdz
m k dt
k
. 1© SAN L Y Baslangi¢ sartlari sifir kabul edilerek laplace
z ] [ ‘| ( donusumu uygulanirsa;
2
yiik Y(s)=2(s)+ 2L 2(s) >
pistonu K
2
v(s)=2(s)| 1+ 25Ls | 5 28 _ 1
K Y(s) Ts+1
olarak elde edilir. Sisteme ait denklemler asagidaki bicimde elde edilir.
b K, b-K,
Y(s) _ a+b s _ s-(a+b) _ b-K,-(T-s+1)
Es) (K. a Ts s(ath)(T-s+1)+K-a s-(a+b)-(T-s+1)+K a-T-s
s a+b T-s+1 s(@+b)-(T-s+1)

b-K-(T-s+1) b b b
=#:-~(T~s+1):—-T~S+—=Kp+Kd5
a-kK. a a a

Burada; K, :b—Tseinnde bir sabittir. Sisteme ait blok diyagrami asagidaki bi¢cimde elde edilir.
a

Eis) b + Xis) i VESJ_
a+h 5 o

¥

a+h Ts+1
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7.6 Hidrolik Oranti + Integral + Diferansiyel Elemani

basingh
yag,
cikig girigl  gikig

e— A
a
B
X —
]
b Lo
- k k
C | D J
. A !
- - ] [
Zz W « <
yiik
pistonu
Sisteme ait denklemler asagidaki bicimde elde edilir.
b K b-K; 2
Y(s) _ ath s _ s-(a+b) _ b-K-(T-s+1)
Es) . K. a Ts 1  s.(a+b)(Ts+1)+K-a-T-s s-(@+h)(T-s+1)+K-a-T-s
s a+b T-s+1 Ts+1 s-(a+b)-(T-s+1)°
B bK,(Ts+1) _bK(Ts+1)  bK(Ts+1)(Ts+1)
s(a+b)(Ts+1)+ K.aTs K.a.Ts K.a.Ts
(Ts+1) (Ts+1)

=K

2 2
(T s +2Ts+1):K(

1 K K.
T Ts+2+—j:K.T.s+2.K+—:de+Kp+—'
s

Ts T.s S

Sisteme ait blok diyagrami asagidaki bicimde elde edilir.

E(=) b + ®(s) Ki (s)
L L o=
ath s
_|_
a | Z(5) Ts | W) T ]
ath | Ts+1 | Ta+1

7.7 Uygulamalar:
7.7.1 Uygulama:

Asagidaki sekilde bir hidrolik servo sistemi g6z dnune alinmigtir. e(t), giris degderi ve yuk pistonunun
yerdegistirmesi y(t), cikis degeri kabul edildigine goére, transfer fonksiyonu Y(s) / E(s)’yi hesaplayiniz.
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A e basingh

FR— ;’:’%
b
al
X
BT
a2

basingh 5
N yag i
S e

by

b1 l a3

F D
Ry bikilebilir
P um
b2 {,fjfﬁx:{ff

|2 -
1
L
-1

&

L

Sistemin blok diyagraminin olusturulabilmesi icin, baglanti noktalarini, birbirlerine olan etkilerinin,

bagintilari yazilmasi gerekir. Buna gore;

A noktasi ile B noktasi arasindaki baginti;
e X

e =—
al+a2 a2

a1
X a2

e =X
al+a2
B noktasi ile C noktasi arasindaki baginti;

a2

V4 X

al+az_a

al

V4 =
x| al al+a2
A noktasi ile D noktasi arasindaki baginti;

a2
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a1l

a2

a3l

W

e w a3
e

al+a2 g' al+a2 B

w

C noktasi ile D noktasi arasindaki baginti;

al

a2
z

al

w
Z__ w zwzw F noktasi ile G noktasi ararsindaki baginti;
al+a2 oal+a2+a3 al+a2
w P1
b2
y y w bl
= — y =W
bl+b2 b1 bl+b2

Seklinde elde edilir. Buna gore sisteme ait blok diyagrami asagidaki bicimdedir.

E(s) [ a2 | Xt Ky Z(s) [at+a2+a3] T Wis) T Ky Y (s)
| al+a? 5 | oat+az 5
— + —
al |, a3 b1
al+a?2 al+a b1+b2
Y

Elde edilen blok diyagraminin transfer fonksiyonu;

_a K
Z(s) a,+a,s _ a, a+a, a,
E(S) 1+£ a al+az 01 al
s a, +a,

74




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

W(s) a,+a,+a, Z(s) L% _a+a
E(s) a,+a, E(s) a +a, a,
K2

Y(s) _ ? _ b, +b,
W(S) 1 + L& bl

b, +b, s
Yis) _ Y(s) WIs)_(3,+a)-(b; +b,) (6.4)
E(s) WI(s) E(s) a, ‘b, .

Bulunan sonug, ele alinan servo sistemin oranti kontrol elemani oldugunu gosterir.

7.7.2 Uygulama :

Asagidaki sekilde bir hiz kontrol sistemi g6z 6nline alinmistir. Transfer fonksiyonu Y(s) / E(s)yi
hesaplayiniz.

Cevap: Sekilde verilen sistemde, motor hizi arttiginda, kola bagli kiireler merkezkag kuvveti etkisiyle,
dénme merkezinin disina dogru kuvvet uygular ve kol yukari dogru kalkar. Bu hareket hidrolik Pl
elemanin giris degeridir. Kolun yukari hareketi, yuk pistonunun asagi hareket etmesini saglar ve
yakit girisini kisar. Buna bagl olarak motor hizi azalir.

-

il

at al

E
;\IJE_*

-

hasinch
-~ Yyad
girigi

——

{=] motor W H D

Sisteme ait blok diyagrami ve transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.
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E
() ] a2 + . K MO
al+az 5

47 Z(s) bs »
al+a? bs+k

Sekil 7.2:Hiz kontrol sistemi

a, K K-a,
Y(s)  a+a,s s(a, +a,) _ K-a,(bs+k)
E() ,, @ bs K s(a,+a,)(bs+k)+a,bsK s(a,+a,)(bs+k)+a,bsk
a,+0, bs+k s s(a, +a,)(bs+k)

K-a,-(b-s+k b-s+k
i) _K-a, (b-s )=&( > )=&(1+Lj seklinde elde edilir. Buradan sistemin kontrolunun PI
E(s) a,-b-s-K a, b-s a, b-s

oldugu goruldr.

7.7.3 Uygulama:

Asagidaki sekilde verilen sivi seviyesi kontrol sisteminde, qa debisi, giris ve h yuksekligi, cikis
degerleri olduguna gore;

a) Sistemin blok diyagramini ¢giziniz ve transfer fonksiyonunu hesaplayiniz.
( Baslangig sartlar sifirdir.)
by)C=2m?, R=05s/m? Kv=1m?/s,a=0,25m,b=0,75m,Ki1=4s1

Qd (s ) =1 /s oldugunda gikis fonksiyonunu ( h(t) ) hesaplayiniz ve sistemin kararli olup olmadigini
kontrol ediniz.

Z@é a
.3 S

A B D

yay
girigi

.

J;w 4 (birim basamak)

—-—
ke ploy
\H samandira ”
girig \(
debisi j
H+h
| = G
/ R s
. cikis
C ( Kapasite (m?)) direng dehisi
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a)

(g,+q9,—q,)dt=cdh (1)
h

9%=% 2
a

X—mh (3)

Yis) _K,

X(s)_ s @

g :_Kvy

Yukarida yazilan bagintilar blok diyagramina asagidaki bicimde donusturulur.

Hs) | a X(s) X(s) Ki Y(s)

Y(s) Qi(s)
—

-Kvy T

olarak yazilabilir. Ayrica Denklem (1)’den;

2 g +a,-
dt i d o

C(s)H(s)=Q(s)+Q,(s)-Q,(s)
1
H(S)—(Q,-(S)+Qd(5)—Qo(S))E
H(s):[—KVY(s)+Qd(s)—?jCl olur. Buradan blok diyagrami asagidaki bicimde elde edilir.
S

1 il
H e |
adis) + X I His)
+
Q -
(=) Ky ;._WSI' Ki |, #(s) a
5 a+h
H(s) PA,
Q(s) A
1
P= A, =1-0=1
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K, a 1 -ak, K, 11 1
L1:— V___:z— , 2=___=__
sa+bCs Cs’(a+b) RCs  RCs
A=1-(L+L,)
1 1
H(s) _ Cs _ Cs
ad(s) ,, akKK, 1 G oKk, 1
Cs’(@a+b) RCs Cs Css(a+b) CsR
_ 1 3 Rs(a+b)
= . =
(a+b)RCs” +aK .K,R+s(a+b) sa+b) RCs+1+aRKlKV
Rs(a+b) s(a+b)
H(s) 1
Q(S) Cs+1+aK1Kv 1
R a+bs

1 aKK 1
H(s) Cs+ =+ 222v — | =
(S)[ S+R+ a+b sj Q(s)

Elde edilen sonug;

g((s)) =(Tds+Kp+ﬁj seklinde oldugundan, PID kontrol elemani davranigi gostermektedir.
4\S s

b) H(s)(Cs+%+ aKlIZV 1j:Qd(s) denkleminde verilen deg@erler yerine yazildiginda;
a+b s

H(s) 1 * 4
Q,(s) (25++ 0,25.4.1 1} (25+2+1j

1
0,5 (0,25+0,75)s s
25’ +2s+1=0 Karakteristik denklemdir.
A=b’-4ac=4-4.2.1=-4<0 Denklemin determinanti sifirdan kiiglik oldugundan dolayi kokler
sanaldir ve Laplace donusum tablosundan agagidaki kural uygulanarak donugsum yapllir.
w

: — e " sin(wt)
(s+a) +w

H(s) = 20'5 - 0'52 _ > h(t)=e""-sin(0.5-t)
s°’s+0,5 (s+0,5)°0,5

olarak elde edilir. Elde edilen denklemin kararli olmasi i¢in t degerleri artarken h (t) degerinin sifira
yaklagmasi gerekir. Yani h (t) dederi sonsuzda sifilanmalidir. EGer sistemin denklemi bu sarti
gercekliyorsa kararlidir denir. Bu sarta gore ele alinan sistem kararhdir.

8. Lineer Olmayan Fonksiyonlarin Lineerlestirilmesi

Sistem analizinin birgok gugli metotlari, lineer kontrol sistemleri igin gelistirilmistir. Bir lineer kontrol
sistemi icin, degiskenler arasi butun bagintilar genellikle sabit katsayili lineer diferansiyel
denklemlerdir. Bu nedenle geri beslemeli kontrol sistemindeki degiskenler, cebirsel degiskenlerden
ziyade zamana bagli diferansiyel denklemlerdir. Ornegin sicaklik kontroliinde gergek sinyal isaret
akisinda degisiklige neden olur. Fakat sicakligi istenilen degere getirmek igin, ilave edilecek 1si

78




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

miktarindan dolay1 zaman gereklidir. Yine hiz kontrol sisteminde gergek sinyal, yakit girigsindeki asil
hareketin degisimine neden olur ( Temel kontrol degisimine neden olur. ). Ama arzu edilen hiza
erismek igin motoru hizlandirmak veya yavaglatmak amaciyla zamana ihtiyag vardir. Benzer sekilde
basing kontrol sistemlerinde arzu edilen basing degerlerine ulagmak igin zamana ihtiyag vardir.

Kontrol sistemleri, genellikle bazi lineer olmayan elemanlardan olusur. Bu elemanlardan
dolayi sisteme ait diferansiyel denklemde nonlineer olur. Bunlarin lineer hale nasil dénastirilecegi
asagida gosterilmigtir. n degiskenli bir lineer denklem;

frf+cx +ox, +...+c X +... (6.5)
Burada, (f,c,,c,,.....,c,) sabitdegerlerdir.

(ﬁ): f fonksiyonunun bilinen noktalardaki baglangi¢ (initial) degeridir.

Ornek olarak;
y:X2 (6'6)

fonksiyonu g6z dnline alalim.

( X: )

teget dogrultusu
( X;, Y; noktasinda)

X
. Xi .
- X -
Grafikten gorllecegi gibi;
y=y tytexy +y (6.7)
Grafikte (x;,y;) noktasindaki egim;
dy
=1 6.8
=5 (6.8)
Burada y degeri igin;
d
y =Y (6.9)

" dx
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oldugu gorulur. (6.7) nolu denklemde yerine yazildiginda;

yzyi+j—y - AX (6.10)

elde edilir.

8.1.1 Misal
y=x*| denkleminde (x,=10) fererans degeri igin (y=10°=1000) dir. (x=11) ve (x=9) degerleri

icin, denklemi dogrusal hale getirip yaklagik y degerlerini hesaplayiniz.

y~Yy,+c, -Ax Ax=11-10=1
y, =1000 Ax=9-10=-1
dy

=3x’| =3-10" =300

bodx

y~y,+¢,-Ax > y~1000+300-Ax > y~1000+300-(11-10) - |y(11)~1300|  fonksiyonun x=11

deki degeridir.

y ~1000+300-Ax = y~1000+300-(-1) > |y(9)~700 x=9 i¢in yaklasik degeridir.

8.1.2 Misal
Asagidaki sekilde verilen tiggenin alani (x;=10) , (y,=16) ve (6,=30°) basalangi¢ degerleri igin
bilinmektedir. Bu degerlere baglh olarak alan formiiliini dogrusal hale getirip (lineerlestirip), (x=9),

(y=16.5) ve (8,=33°) icin yaklasik sonucunu hesaplayiniz.

—
4
h
B L
X
Alan formdlu a;
a=a(x,y,0) (6.11)
Seklinde olup g farkli degiskene baghdir. Ve degeri;
1 1 .
a=x-h-= — |a==-x-y-sin(0) (6.12)
2 2
azai+@ -Ax+% -Ay+§ -AB (6.13)
OX|; i 00|,
Veya,
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ara +c, -Ax+c,-Ay+c,-AO

1 1
3 :(E-x-y-sin(e)j‘ :5-10-16-sin(30°):40 (6.14)
oal 1 1
c,=—| ==-y-sin(0) ==-16-sin30° =4
oox|, 2 vsin(0), 2
da| 1 1
¢, = | ==-x-sin(8), ==-10-sin(30°)=2.5
oyl 2 P2
oa| 1 1
c,=—| ==-x-y-cos(0) ==-10-16-cos(30° ) =40+/3 =69.282
Bu degerler
a,, ~40+4-Ax+2.5-Ay +69.282- A0 =40.8776 olarak hesaplanir. Gercek degeri;
-1 05 3. T
180
a:%-9-16.5-sin(33°):40.4394 (6.15)

oldugu gérulir. iki sonug karsilastirildiginda, aralarindaki fark gok azdir.

Lineerlestirmede boyutsuz parametreler kullanmak daha uygun olabilir. Bunun igin (6.13) nolu
denklemdeki her bir terim, (2) denklemdeki gibi Ai haline getirilir.

a:(%-x-y-sinej‘i-Xii+(%-x-y-sin(6)j‘i-yli+(%-x-y-cos(ei)-z;:((zii))ji-taﬁ(ee) (6.16)
Xy, 20 |
a—(Xi +yi +tan(9)J a, (6.17)
XLy, A0 ) ~
a_£10+16+tan(30°)] B 1
8.1.3 Misal

F=x-y*+2-y-sin(0)| fonksiyonunu (x,=10) , (y,=9) ve 6,=30" civarinda lineerlestirip (x=9.9),

(y=9.1) ve (6=33°) icin yaklasik degerini hesaplayiniz.

Cozim: fonksiyonun baslangigtaki degeri; F=x-y*+2-y-sin(6)=10-9+2-y-sin(30°) > |F =819

CIZZF >c=y>c=9>

X

Cz:% > ¢,=2-x-y+2-sin(6) > c,=2-10-9+2-5in(30°) >
C3:% > ¢,=2-y-cos(0) > ¢,=2-9-cos5(30°) > [c,=15.588457|
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F, ~F+C,-Ax+c, Ay +c,-AB] > F z819+81-(—0.1)+181-(+0.1)+15.588457-[+3-ij
180

F,~829.81621| olarak yaklasik degeri hesaplanir. Gergek degeri;

real

~829.73143| dir.

Gorulduagu gibi yaklasik deger, gercek degere yakin bir degerdir.
9. Zaman Cevabi (Time Response)

Bir sistemin ¢ikis cevabi; zorlamali cevap ile dogal cevabin toplamidir. Yani bir diferansiyel denklem
g6z onune alindiginda denklemin sag tarafi sifira esitlenerek elde edilen ¢6zUm homojen kismi
(dogal cevabi) zorlama etkisi de hesaba katildiginda kismi ¢ézim (zorlamali cevap) olarak
adlandiriimaktadir. Bir sistemin Cikis Fonksiyonu elde edildiginde (laplace donusumu uygulandigi
zaman), sistemi sifirlayan degerler sifirlar (zeros) sonsuza gétiren degerler de kutuplari (poles)
olusturmaktadir.

9.1 Birinci Mertebeden Sistemler (First Order Systems)
Birinci mertebeden bir sistemin ¢ikis fonksiyonu géz dnune alindiginda,
2 3

o(s) (s+2) _a, b 5 5
s s+5

s-(s+5)_s s+5 (7.1)

olarak hesaplanir. Buradaki a ve b katsayilari Denklem (2.19) kullanilarak elde edilmistir.

a = lim _(s—pi)?} > a= lim {sﬂ} > a= lim {(Oﬂ} > a:%

s—p, | (s) s—>0 S:(s+5) s—0| (0+5)

s—>-5

b= lim MW

Elde edilen laplace denkleminin ters Laplace’si alindiginda,
2 (1) 3 1

2 3 . . . )
C(s)==-|=|+=-| — | = c(t)==-+=-e" seklinde cikis fonksiyonu hesaplanir. Sistemin Blok
(s) 5 (s) 5 (s+5j c( ) 5 5 © ® cIeis y P

diyagrami agagidaki gibidir.

R(s) :% ()

(s+5)
Birinci mertebeden C(s)=R(s)-G(s) sistemi g6z 6niine alindiginda, giris degeri R(s)=1/s igin, ¢ikis

=C(s)

fonksiyonunun C(s): 2 ) oldugu gorulir. Fonksiyonun ters Laplace’sindan,
S-(S+a
G(s)
R(S) a C(s)

(s+a)
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d a a a
Clim | | >a=—2 >a-1,a-= | — 2 |>a-25>a-1
al Si;nol:ﬁ/ /5/-(S+a):| al (O+a) ! az S_I)m_a[M SM] aZ —a 2

Hesaplanan degerler yerlerine yazildiginda,

C(s):%—i > |c(t)=1—e"""| olarak hesaplanir. (tz%) oldugunda ¢ikis fonksiyonu,

1

c(t)=1-e *=1-e" > ¢(t)=1-0.36788 > ¢(t)=0.63212 oldugu gorilir.

(Tc=t=%) degerine birinci mertebeden sistemler igin Zaman sabiti ( Tc=Time constant) denir.

Diger bir ifadeyle, t zaman sonsuza dogru giderken c(t) fonksiyonun alacak oldugu degerin %63 Gne
varmasi i¢in gerekli zamandir.

e(t)
4 Initial slope = ke =y

time constant
1.0 /
0.9
0.8 ¥
07
0.6
0.5
04
03
0.2
01

63% of final value
at 1 = one time constant

0

Q=
2o
v -
ST
ol -

-t 55 -

Yikselme Zamani (Rise Time) (Tr):

Cikis fonksiyonunun t sonsuza giderken alacak oldugu deger (c(w)=c,) ile ifade edildiginde,

(c(t):o.l-cf) degerinden baslayip (c(t):0.9~cf) oluncaya kadar gegen sireye denir. (Tr=t, —t,)

o(t)=1-— ()1——9c()109c )=1 > [c,=1]

e™

1 1 2.302
011 1t N [tl 0.1053605157 j [t2= 30 585093) (Tr=t,t,)
e a
_2.302585093 0.1053605157 . 2197224577  _ 2197 |- 22
a a a

Ayarlama Siiresi (Settling Time) (Ts):
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Cikis fonksiyonunun t sonsuza giderken alacak oldugu deger (c()=c,) ile ifade edildiginde,
(c(t)=0) degerinden baslayip (c(t)=70.98-c,) oluncaya kadar gegen siireye denir.

1 91202 912 4
0.98:1—? > TS:M > TSEgg 2> [Ts~—
e a a a

Olarak hesaplanir. Bu mantik ve disunceden gidilerek ikinci mertebeden fonksiyonlar igin de benzer
hesaplamalar yapilacaktir.

9.1.1 Misal :

Transfer fonksiyonu (G(s): SC;OJ ile verilen sistemde giris de@eri birim basamak oldugunda,
s+

zaman sabiti (Tc) , ylkselme zamani (Tr) ve ayarlama siresini (Ts) hesaplayiniz.

50
s+50

> 1=t Tc=5—1o > [Tfe=0.025], Ts~2 > Tsz:—o > [ts=008s], Tr=227 5 72217
a a

d d

1 50 1 50
> C(s)=R(s)~G(s)=§-s+50 > C(s):;-SJrSO > [c(t)=1-

1

50t
e

Cozim: G(s)=

Tr;ﬁ - Tr=0.043944 - |Tr~0.044s| olarak hesaplanir.

50

9.2 ikinci Mertebeden Sistemler (Second Order Systems)

ikinci mertebeden bir sistemde ileri yol elemani G(s) igin,

c k k
(sz+—-mn-s+—j > O =— > P+ @ s+
m m m m
c cY
m m c
S, = > —=4-0> ¢ =4-m’-o
’ 2 m
c,=2m-w|> . 2 > c=Cc,=C-2mo, > (sz+2-q-mn-s+oo§)
(Sl,ZZ_C.COni(’On. C_>2_1I C)Zl) ! (O)d:o‘)n'\/l_cgz)
(sllzz—g-mn:uoad-j, C<1) (7.2)
(DZ
G(s)= : 7.3
(¢) $?+2-C-0 s+ 3

denklemi gecerlidir. Burada bulunan ¢ ve ®, degerlerinin kompleks (sanal) dizlemdeki gosterimi
asagida Sekil 9-1 de verilmistir. Bu grafige bakarak, sanal diiziemde bir S=a+i-b noktasi icin,
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s=C-o, +i-0,=a+i-b denklemi gegerlidir ve sénimleme orani igin C y1 hesaplamak igin, ilk dnce

b
tan(@)z— bagintisindan 0 acisi hesaplanir. Burada dikkat edilmesi gereken 0 acisini
a
hesaplarken bu acginin trigonometrik cember Uzerinde hangi bélgede olduguna dikkat edilmesidir.
Daha sonra Czcos(G) bagintisindan { , sénimleme katsayisi hesaplanir. Sekil 9-1 den

gorildiigl gibi, sanal eksen lzerinde,s =0+i-b oldugunda { =0 olmaktadir. Benzer sekilde gergek
eksen Uizerinde s=—a+0-i iken soniimleme katsayisi { =1 olmaktadir.

Denklem (7.2) ile kdkler sanal duzlemde yerlestirildiginde asagidaki sekil olur.

-0y, C=1s
Sekil 9-1: dogal frekans, séniimleme katsayisi ve séniimlemeli frekansin kompleks diizlemde gésterimi

Kompleks diiziemde bir sayi blyiklik (Magnitude, M) ve agi (Angle, 0) ile ifade edilmektedir.
Sekil 9-1 de bunu,

(MZ£8) - yani,

o, ZP (7.4)

ile gosteriimektedir. Kompleks duzlemde sanal eksen her zaman, sonumlemeli dogal frekansi
gOstermektedir.

Dogal Frekans (Natural Frequency), (n: Sistemde sdnimleme etkisi yok iken, 1 saniyede yapmis
oldugu salinim miktarina denir. Birimi, radyan/saniye (rad/s) dir.

Sonumlia Frekans (Damped Frequency), (d: Sistem sénimleme etkisinde iken, 1 saniyede
yapmis oldugu salinim miktarina denir. Birimi, radyan/saniye (rad/s) dir.ve dogal frekans ile
sonumlemeli frekans arasinda,

0, =0, \1-¢ (7.5)

bagintisi vardir.
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Soéniimleme Orani (Damping Ratio), {: Sonimleme etkisi altinda olan bir sistem salinim yaparken
yavas yavas sonumlemeye gider. Bu sonumleme etkisi,

§=cos(6) (7.6)

denklemi ile veya Denklem (7.3) ile hesaplanir.

c(t) 4
Cmax -
l-ochinal \
Cfinal . f N
0'986final
0.9¢fina1
O-ICfinal — -

- f
- Tr ~tl— Tp Ts

Sekil 9-2: Ikinci mertebeden bir sistemde, Ayarlama zamani, Yiikselme zamani ve tepe zamani dederlerinin
gosterilisi

Tepe Zamani (Peak Time), Tp: Sistem ilk hareketinde en yuksek noktaya gikmasi i¢in gegen sureye
Tepe zamani (Peak Time) denir ve asagidaki formulle hesaplanir.

Tl (7.7)

"o, o \1-C

Ayarlama Suresi (Settling Time), Ts: t zamani sonsuza giderken fonksiyonun degeri ¢, =¢;

olmaktadir. iste bu durumda, sistem degerinin, ¢, -(1i0.02) sinirlari igerisine girinceye kadar gegen
surlye ayarlama zamani, Ts, denir ve asagidaki denklem ile hesaplanir.

TS:—ln(o.oz-\/Q)E A
C-o, C-o,

Yukselme Zamani (Rise Time), Tr: Sistemin son degeri olan ¢, degerinin %10 undan baslayip,
%90 degerine varincaya kadar gecen slreye denir. Bu sebeple hesaplanmasi biraz zaman alicidir.

(7.8)
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CGunkd sistemin kararli hale varinca alacak oldugu deger (c(oo):cf) once hesaplanir. daha sonra

c(t,)=0.1-c, denkleminden t, zamani ve c(t,)=0.9-c, denkleminden de t, zamani hesaplanir.
Buradan da Tricin,

T =t

=LY (7-9)

denkleminden yararlanilir.

Maksimum Asma Degeri (% Over Shoot), OS: t zamani sonsuza giderken fonksiyonun degeri
Cina =€; Olmaktadir. iste bu durumda, sistem degerinin,cf-(liro.oz) sinirlari igerisine girinceye

kadar gegen surlye ayarlama zamani, Ts, denir ve asagidaki denklem ile hesaplanir.

%05 = Smx — %t 10 (7.10)
Cf
veya
B
%05 =e “¢').100 (7.11)

denkleminden yararlanilarak hesaplanir.
Soénumleme katsayisi ile Maksimum asma deg@eri arasinda asagidaki baginti da kullanilir.

_In(%osj
¢= 100 (7.12)

Kontrol sistemlerinin analizi ve tasariminda dort farkli usul, tarz, yontem kullaniimaktadir. Bunlar,

1 Root-Locus grafik metodu
2 Bode diyagrami

3 Nyquist kriteri

4 Nicholas-chart diyagrami

olarak karsimiza ¢gikmaktadir Bunlardan ilk olarak, Root-Locus metodu incelenecektir.

10. Root Locus Metodu (The Root-Locus Method)

Bu inceleme tarzi, California Universitesinde lisans 6grencisi iken Walter Evans (1922-1999)
tarafindan 1948 yilinda ortaya atilmis ve grafik ¢izime dayanan bir usuldir. Faydalar asagidaki
sekilde siralanabilir.

a.) Kontrol sistemlerin analizinde veya tasariminda kullanilan guglu bir grafik metottur.

b.) Kutuplarin yer degistirdiginde kontrol sistemine nasil tesir ettigi kolaylikla anlasiimaktadir.

c.) Acik dongu transfer fonksiyonuna ilave edilecek kutup ve sifirlarin (kompanzasyon) kontrol
sistemine etkisini kolayca gdrebilmeyi saglar.

d.) Sisteme tesir eden iki veya daha fazla parametre (PID gibi) degdistiginde, Root locus sonucun
hemen dizayn edilmesini (sentezini) saglar.

Birim negatif geri beslemeli bir sistemin kararlilidi incelenirken, buna bagl olarak asagidaki denklem
yazilabilir.
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R(S) & C(s) R

Cﬁ K.G(s) .

Sekil 10-1: Birim negatif geri beslemeli sistem

Yukarida Sekil 10-1 de verilen negatif geri beslemeli sistemin Transfer fonksiyonu (TF),

_C(s)_ K-G(s)
= R(s) " 12k-6(s) (1)

seklinde yazilabilir. Sistemin kararhligi incelenirken, paydayi sifir yapan deder sistemi kararsiz hale
getireceginden dolayi buradan,

1+K-G(s)=0 (8.2)
yazilabilir. Kompleks duzlemde bu denklem incelendiginde,

K-G(s)=-1+0:] (8.3)

J.©

v

-1

Sekil 10-2: Sanal Dizlemde Root-Locus'un gbsterimi
oldugu gorultr. Buradan negatif geri beslemeli sistemlerin gésteriminde, aci degerinin her zaman,
[ +180°+k-360°, (k=0,1,2,3,...)] sartini saglamasi gerektigi gériilmektedir. Pozitif geri beslemeli

sistemlerde agi degeri, 1-K-G(s)=0 oldugundan dolayi, her zaman,

K-G(s)=1+0i > agl degeri [ik-360°, (k=0,1,2,3,...):| olmalidir. Simdilik sadece negatif geri
beslemeler incelenecektir.

Root-Locus metodu bir grafik usuldiir ve bu grafik Gizerinden birgok deger (K,C,s,oon,%OS, ood,gibi)
okunabilmektedir.

Ayrica, Root-Locus grafigi ¢izilirken, Denklem (8.2) degeri asagidaki gibi sifirlar (zeros) ve kutuplar

(poles), grafik Uzerinde sirasiyla “0” ve “x” seklinde gosterilir. Yonler her zaman kutuplardan, sifirlara
dogrudur. (><—>o) Baslangigta, yani kutuplarda Kazang¢ degeri (Gain) K, her zaman sifira esittir.
Sifirlarda (zeros) ise K degeri sonsuza gitmektedir.

Kompleks dizlemde sanal eksenin sag tarafi, her zaman kararsiz ve sol tarafi ise tamamen
kararlidir. Negatif geri beslemeli sistemlerde, K kazang¢ katsayisi (Gain), arahgi (0£K<oo) ile

tanimlidir. Pozitif geri beslemeli sistemlerde ise K degeri (Gain faktor), (—oo<K<0) araliginda
tanimhdir.

Negatif geri beslemeli sistemlerde,
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Kol sayisi (Branches) : Kol sayisi kutup sayisi (poles) sayisi “n” kadardir. Sifir sayisi (zeros) “m”
ile ifade edildiginde sonsuza giden kol sayisi (branches), (n-m) kadardir.

Asimtotlar (Asymphtots): Kutup sayisi (poles) , sifirlar (zeros) dan blyuk oldugunda (n>m) :
kollar sonsuza gider ve bu kollar asimtotlara paralel olur. Bu asimtotlarin gergek eksen uzerindeki
yeri G, ve gergek eksen ile yapmis oldugu agi, 0, degeri sirasiyla asagida verilen denklemler ile
hesaplanir.

2P-27
— =1 =1

c. ==

a

(8.4)
n—m

(2-k+1)-180°

n—m

0 =

a

, (k=0,1,2,...,n—-m-1) (8.5)

Ayrilma (break-away point) ve birlesme (break-in point) noktalari: iki kutup gercek eksen
uzerinde oldugunda, root-locus degeri bu iki kutup arasinda bir degere ulastiginda birbirinden ayrilir.
Buna ayrilma (break-away) noktasi denir. Yine Benzer sekilde iki sifir (zeros) degeri gercek eksen
uzerinde oldugunda root-loci kollari bu iki zeros arasinda bir degerde birlesir. Bu noktaya da
birlesme (break-in) noktasi denir. Bu noktalari hesaplamak igin,

%[G(S)J:O (8.6)

denkleminden yararlanilir. Bu denklemin koklerine dikkat edilerek hangi noktanin ayrilma veya
birlesme noktasi oldugu poles ve zeros degerlerine bakilarak anlasilir.

ikinci bir usul ise ,

s 1 4 1
;(c+pi]_;(c+zj] (8.7)

denkleminden yararlanilarak hesaplanir.

Ayrilma ve Birlesme acilan (Angles of Departure and Arrival) : Kutuplar (poles) veya zeroslar
gercek tamamen eksen (izerinde olmayip, kompleks bileseni de oldugu takdirde ayrilma agilari 0°

veya 180° degildir. Bu amagla k. kutuptaki 8(p), ayrilma agisimi (angle of departure) hesaplamak
icin, ilk dnce sifirlardan (zeros) bu noktaya(k. kutuba dogru vektorler gizilir. Bu vektorlerin yapmis

oldugu acilar toplami [ZO(Z)J} olsun. Benzer sekilde kutuplardan (poles) istenilen k. kutba (kth

=1

pole) dogru vektorler gizilir. Bu vektdrlerin yapmis oldugu acilar toplami Z G(p)i ifade edilsin.
i=1,i#k
Buradan,

y (ZerosAngIes)j —{ Zn: 6(PolesAngles) +9(p)k} =(2-k+1)-180° olacagindan dolayu,
=1 i=1,izk

J

n

e(z)j{ > O(p)i+6(p)k}:(2-k+1)-180" (8.8)

m
=1 i=1,izk

j
bagintisi kullanilarak hesaplanir.
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Unutulmamalidir ki, Root-locus kollari her zaman gercek eksene gore simetriktir.

Ayrica, negatif geri beslemeli sistemlerde, kompleks dizlemin gergek ekseni Uzerinde, tek kutup
(poles) velveya sifirlarin (zeros) solunda her zaman root-loci mevcuttur.

Vektorin baslangi¢ noktasi ayrilma icin, kutup noktasi yonu ise sifira dogrudur.
Verilen bir s, =a+ j-b noktasinin root-loci olup olmadigini arastirmak icin iki usul vardir.

Birincisi: bu noktaya ilk 6nce sifirlardan (zeros) baslayip bu noktada biten vektorler gizilir ve bitin
vektorlerin yapmis oldugu agcilar toplamindan, kutuplardan (poles) bu noktaya gizilen vektorlerin
yapmis oldugu acilar gikartilir. Elde edilen agi degeri £180° oldugu takdirde bu nokta root-loci
noktasidir. Farkliysa, verilen nokta root-loci noktasi degildir.

ikincisi: Verilen fonksiyonda s yerine s, =a+j-b degeri girilir ve sonucta F(s):c+j-d gibi bir

ifade elde edilir. Bu ifadenin trigonometrik gemberde yaptigi agi +180° ise verilen nokta root-loci
noktasidir. Degilse, degildir.

Root-locusun sanal ekseni kestigi degerleri bulmak igin, kararlilik kriterleri olan Routh veya Hurwitz
kriteri kullanilir. Bulunan K kazang degeri (Gain factor) diskriminant [A(s) = O] polinomunda yerine

yazilarak kokler bulunur. Bulunan kompleks koklerden sanal ekseni kestigi yer tayin edilmis olur.
Bir noktadaki K kazang degeri (Gain Factor) ise, Bu noktadaki buyuklugu (Magnitude) ile ilgilidir.

~ [ [ (zerolengths)
- [ [ (polelengths)

(8.9)

denklemi ile hesaplanir.

Kontrol devrelerin analiz ve tasariminda kullanilan bir yontemdir. Verilen Kontrol devresinde istenilen
ayarlarin bulunmasinda kullanilir ve grafik ¢ozimld bir usuldir. Metodun anlagilabilmesi igin bazi
temel kavramlarin bilinmesi gereklidir. Laplace uzayinda verilen bir s degiskeni, karmasik sayilarla

da ifade edilebilmektedir. Bunun igin s Laplace uzayinda verilen bir F(s) fonksiyonun, s=a+ j-b deki
degerini hesaplamak igin,

= | ( 1)' ) m)
F(s)== B (8.10)
[1(s+p)) (s+p,)-(s+p;)----(s+p,)

=1

F(s) fonksiyonunun, herhangi bir (s=a+j-b) noktasindaki siddeti yani biytikligu,

- H (s =2 s
o s=p. )~ {(5=p.) E11

=1
denklemi ile hesaplanir. Ayni fonksiyonun o noktadaki, (+x) gercek ekseni ile yapmis oldugu agci,
0=">(zero angels)— > (pole angels)

veya,
0= Z s+z zz(s+p) (8.12)
i=1
denklemi ile hesaplanabilir. Diger farkli bir sekilde de buytklik ve agi hesaplanabilmektedir.
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10.1 Negatif geri beslemeli sistemlerde Root Locus Metodu ile Cizim

Muhendislikte karsimiza ¢ikan bircok muhendislik problemi “Negatif Geri Beslemeli”dir. Cizim igin
asagidaki adimlar takip edilirse, kontrol sistemi daha rahat bir sekilde analiz edilebilir.

1+K-G(s)=0

1. Adim: Root Locus formunda karakteristik denklemin elde edilmesi: yani formuna

getiriimesi.

2. Adim: acik dongu halinde kutup (poles: x) ve sifirlarin (zeros: o) bulunmasi: Payi sifir yapan
degerler sifirlari, paydayi sifir yapan degerlerde kutuplari belirler. Bu islem asagidaki gibi denklemler
ile gosterilebilir. Transfer fonksiyonu faktoriyel tarzda yazilmalidir.

1+K- = =0 ) .
1+K-G(s)=0 l;[(S—pJ) N IJ:[(s—p,)+K ];[(s—z,):o R (>_<0—>(Ki

— — (S_Zi)
(k=0) oldugunda, aktif terim = olmakta ve (k=) oldugunda, aktif terim =

olmaktadir.

3. Adim: gercek eksen Uzerindeki Locus yerlerinin belirlenmesi: Birgok root-loci yeri gercek eksen
Uzerinde bulunmaktadir. Root-locus’ un gercek eksen Uzerindeki yeri su sekilde belirlenir: Gergek
eksen Uzerinde, acik déngu kutuplars ve sifirlarin tek sayili olanlarinin solunda bir nokta alindiginda
( bu da gercek eksen Uzerinde olmak sartiyla), bu nokta Root locus noktasidir. Gergek eksen
Uzerinde pozitif sonsuzdan basla ve sola dogru orijine yaklasacak sekilde bir kutup veya sifirla
kargilasincaya kadar hareket et. Kargilagtiktan sonra kaleminle gercek eksen Uzerinde gizmeye
bagla ve devam et, ta ki gercek eksen Uzerinde bir kutup veya sifira varincaya kadar. Eger
kargilasmazsan sonsuza kadar ¢izilmis kabul et (yani ¢iz).

Eger gergek eksen Uzerinde kutup veya sifir yok ise, o takdirde gercek eksen Uzerinde root-locus
yeri olmayacak demektir.

Bazi sistemlerde gercek eksen Uzerinde ayni noktada birden fazla kutup ve sifir olabilmektedir. Bu
konumda iki farkli durum karsimiza c¢ikar.

Birincisi: kargilagilan noktada tek sayili kutup veya sifirlar var ise, yapilan ¢izim bu noktadan itibaren
sola dogru devam eder.

ikincisi: kargilagilan noktada cift sayili kutup veya sifirlar var ise, yapilan ¢izim bu nokta durur ve bu
noktadan itibaren sola dogru devam etmez.

Gergek eksen uzerinde bir yeri isaretlediginde bu noktanin saginda tek sayili bir kok var ise, bu
nokta locus kismindan bir yerdir, noktadir. Eger bu noktanin saginda birden fazla kok var ise,
bunlarin tek veya ¢ift sayl olmasina gore durum degisir.

4. Adim: (var ise) asimtotlarin yerlerinin ve acilarinin belirlenmesi: asimtotlar kutuplarin sonsuza
hangi dogrultu boyunca paralel gidecegini belirler. Kutup sayisi (n), sifir sayisindan (m), fazla olan
sistemler i¢in, (n-m) kadar kutup sonsuza dogru gider. Bu sayi asimtotlarin sayisini belirler. Kutup
sayisl, sifir sayisina esit oldugu takdirde, asimtot bulunmaz. Locus cizgileri kutupta (x) baslar ve
sonsuza gitmeden sifirda (o) biter. Asimtotlar gercek eksene gére simetriktir. ilk énce asimtotlarin
yeri belirlenir, daha sonra (+x) gercek eksen ile yaptiklari a¢i hesaplanarak ¢izimi yapilir. Bunun ile
ilgili denklemler, denklem (8.4) ve (8.5) dir.

5. Adim: (var ise ) gercek eksen Uzerindeki ayrilma ve birlesme noktalarinin belirlenmesi: iki veya
daha fazla loci bir noktada birlestiginde, bu noktada ayriima meydana gelir. Genellikle bu nokta
gercek eksen (x ekseni) Uzerinde oldugu gibi, bazi durumlarda sanal dizlemde herhangi bir nokta
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da olabilir. Her bir ayrilma noktasinda K’ nin (Gain) bazi degerleri igin ¢ift veya daha fazla kok (root)
degeri mevcuttur.

1+K-G(s)=

05 K-G(s)=-1 > Ke Tl > k= 1 5 K:_is')

RIS

a(s)
da(s db(s
%:_[b(s)' d(s,)_a(s)' d(s )}_
ds [b(s)]z

K gercek ve pozitif bir sayl oldugunda bu sart saglandigi takdirde, bu nokta ayrilma veya
birlesme noktasidir. Hesaplanan nokta kutuplar arasinda ise ayrilma, sifirlar arasinda bir deger ise
birlesme noktasi oldugu anlagilir.

6. Adim: (var ise) ayrilma ve birlesme acilarinin belilenmesi: Kutup noktasi sadece gercek eksen

uzerinde olup sanal bileseni yok ise, ayrilma agisi ya (+180 ) dir veya (_180 ) dir. Fakat gergek
eksen Uzerinde herhangi bir nokta oldugu takdirde (yani sanal bileseni de mevcut), ayrilma agisi

(edep) asagidaki sekilde hesaplanir.

04e, =180+ Ze(z)j - > 6(p)
=1 i=1,i#k

Burada;
G(p)i ;1. kutuptan secilen kutba dogru bir vektor cizildiginde, bu vektorin (+x) ekseni ile yapmis
oldugu acidir.
9(z)j : . sifir (zeros) noktasi ile segilen kutup arasindaki agidir. Bu da ayni sekilde sifir noktasindan

istenen kutba dogru bir vektor gizilir. Bu vektorin (+x) ekseni ile yapmis oldugu acidir.

Benzer sekilde, sifir noktalari gergek eksen tUzerinde olmayip, sanal duzlemde herhangi bir noktada
oldugu takdirde, sifir noktasina gelen birlesme agisi (93") asagidaki sekilde hesaplanir.

0,,=180+ > 6(p) ~>.0(2),

i=1,ik j

m
=1

9(p)i :1. kutuptan istenen sifir noktasina dogru bir vektor ¢izildiginde, bu vektorun (+x) ekseni
ile yapmis oldugu acidir.
6(2)j : J. sifir noktasindan istenen sifir noktasina dogru bir vektor cizildiginde, bu vektorun

(+x) ekseni ile yapmis oldugu acidir.

Gergek eksen Uzerindeki tek kutup ve tek sifirlar simetriden dolayi, her zaman (0 ) veya
(+180 ) derecelik ayrilma veya birlesme acgisina sahiptir.
7. Adim: (var ise) sanal ekseni kesen noktanin belirlenmesi: Root-locus’ un sanal ekseni kestigi
yerde kapali dongu transfer fonksiyonunda K deg@eri ucta son deder olarak (marjinal) karalidir. Bu
degeri gectiginde Root-locus grafigi sanal dizlemde, sanal eksenin sag tarafina gectigi takdirde
kapali dongu tarnsfer fonksiyonu kararsizdir. Bunun i¢in K degeri her zaman sanal eksenin sol
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tarafinda bulunacak gekilde deger almalidir. Root-Locus’ un sanal ekseni kestigi noktay! tesbit etmek
icin, Ug farkli usulden faydalanilir.

a) Deneme yanilma ile [trial and error], sayisal analizde 6gretilen ikiye bolme metodu gibi:
C6zime kompleks duzlemde orijinden baslanir ve sanal eksen Uzerinde yukari dogru aralikli
basamaklarla (discrete step) ileri dongu transfer fonksiyonunun faz agisi (phase angle) hesaplanir.

Iki nokta arasinda ne zaman faz agisi birisinde (180 ) derecen az ve diger noktada (180 ) derecen

o
fazla ise veya tersi olursa, bu iki nokta arasinda root-locus mevcuttur. Faz agisinin (180°) dereceye

esit oldugu nokta root-locus noktasidir. Buradan da K degeri hesaplanmis olur. b(s)
fonksiyonunda s yerine (s, =+y,-j) yazilir ve aci hesaplanir. Tekrar s yerine (s, =+y,,j) yazilir ve

i+1

acl hesaplanir. Elde edilen agi degerlerinde birisi (180°) dereceden buyuk ise digeri kuguk olmahdir.
Boylece aralik kugultuldigunde Root-locus’ un sanal ekseni kestigi yer hesaplanmis olur.

b) Routh-Hurwitz kriterinden faydalanilir: Sistemi kararsiz yapan K degeri hesaplanir ve bu
deger kapali transfer fonksiyonunda yerine yazilir. Buradan determinant degeri sifir yapan degerden
elde edilen sanal kok istenen degerdir. Denklemin mertebesi arttiginda bu usul ile ¢ézum yapmak
oldukcga sikicidir.

c) Sonumlemeli dogal frekans (@) ile K kazanc (gain) katsayisini hesaplayarak: Karakteristik
S=+0,"]

denklemde, ( ) alinarak hesaba baglanir. Gergek ve sanal eksen bilesenleri ayri esitlikler

halinde yazilip sifira esitlenir. Buradan iki tane denklem elde edilmis olur. s=(§-mn)+1~cod

denkleminden faydalanarak, (md) hesaplanir. Bu deder sanal ekseni kestigi noktadir. Buradan da K
degeri hesaplanmis olur.

8. Adim: kalan locus cizgilerinin belirlenmesi: C6zime acik dongu kutuplar cizilerek baslanir.
Unutulmamalidir ki Root locus grafigi gercek ekene gore her zaman simetriktir. Ve bu grafigin sanal
eksene gore sol kismi kararhdir, sag kismi ise kararsizdir.

10.1.1Misal:

Asagida verilen negatif geri beslemeli sistemin,

a) Root-Locus grafigini giziniz.
b) Sistemin kararli olmasi icin K kazang¢ degeri ne olmalidir?

K
_C(s)  se(s+1) K
) =Rs) "1, s(s+1)
1+ TF(s)=——*~
Co6zim: sistemin transfer fonksiyonu; s-(s+1) 1+K-G(s)
R(s) 1 ok
s(s+1)
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K
s-(s+1)

TF(s)=

1
1+K-{} 6(s)=———
s(s+1)] 5 5:(s+1) Byradan kutuplarin (P2 =0,-1) oldugu gorilir.
Bu iki kutup arasinda ayrilma noktasi olacaktir. Bu da iki sekilde hesaplanabilir.
dK d[ 1 } 0-(s’+s)—(2-s+1)-1 _ 25—l o —0-(s?+s)
ds ds|s’+s (sz+s)2 ds s’ 5 2.5-1=0

)
s=—=
[ 2 noktasi, ayrilma noktasidir. (S_O) ve (s_

M=G(s)|_ !

_1.(_1“] K‘FJ_FJ—E
Ayrilma noktasinda K degeri; 2\ 2 > M=—4 > M 4] 4

-1) noktasinda kazang degeri (k=0) dir.

Root-Locus noktasi sanal diizlemin tamamen sol tarafinda oldugundan, (K > O) icin sistem kararlidir.
Grafigi asagida verilmistir.

2

15 }

| | x| K=0.25
2 05
s _ I/
é
'g 0.5
£
o 1 0
1.5 }
2 : \ . :
-2 -1.5 -1 <05 0 0.5 1 1.5 2
Real Axis
10.1.2Misal:
1
F(s):% ile verilen fonksiyonun (s=-3+4-j) deki siddetini (blylkligiini) ve agisini, karmasik
s(s+

duzlemde hesaplayiniz.

Cozim 1: (s=-3+4-j) degeri, F(s) fonksiyonunda yerine yazildiginda,

(s+1) ( ): ((—3+4~j)+1) (s)— —2+4.j
s-(s+2) (-3+4-j)-((-3+4-])+2)  —13-16-j

F(s)=

Karmasik sayilarla bélme yapabilmek i¢in paydanin eslenidi ile her iki taraf ¢arpilir. Boylece,

_ (-2+4-j)-(-13+16-)) > F(s)- 38+84-j_38+84-j o . F(s)= 38 84

(S)_(—13—16~j)-(—13+16-j) 132+16> 425 425 425"

Elde ilen bu sayi,
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2
F(s)= [ 38) {_ﬁ) .ﬁan-{_ﬁ,_ﬁj
425 425 425 425

tarzinda da ifade edilebileceginden,

F(s)=2——Ztan"(-42,-19) (8.13)

F(s)=0.2169304578.26 =-114.3410899°

olarak hesaplanir. Ayni islemler asagidaki sekilde de yapilabilir.

9224(s+zi)—24(s+pj ), (z,=-1,p, =0,p, =-2)
i=1 =1

0

lez ~3+4-i-1) 22:4(—3+4-i+pj) > 0=[(-3+4-i+1)|-[(-3+4-i1+0)+(-3+4-i+2)]

0=[(-2+4-i)|-[(-3+4-i)+(-1+4-i) ] > 0=[116.5650512°] -[ (126.8698976°) +(104.0362435°) |

10 =-114.3410899°|

benzer sekilde buyuklugu de,

2 H ) {(s-2,)

M=-—E denklemi yardimiyla hesaplanabilir.
TT(s=p) 1 )l {(s=p.)
=1
1

M:l;[\(s—zi)\ (5-2,) (s+1)  [(-3+aiis1)

H‘(s—pj)‘ i (s=p,)|-|(s—p,)| =|(s—o)H(s+2)‘ T[(3+4-i+0) (3 +4-i+2)

=1

o [(~2+a00) 25|
M_‘(—3+4-i)‘-‘(—1+4 | |5| ‘\/7‘ \/7 0.2169304577

IM=0.2169304577 seklinde buyuklugu elde edilebilir.

Coziim 2: Ayni sonuglar vektor gizerek de hesaplanabilir.® =—3+4-]
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A

m n

0(s)=26(2),~ > 6(p), > s=-3+4:] > 0(s)=0(z), ~| 6(p), +0(p), |

=1 i=1

0(z), =atan2(y,x) =atan2(4,-2)=116.57° , 8(p), =atan2(y,x)=atan2(4,-3)=126.87°

G(p)2 =atan2(y,x)=atan2(4,—1)=104.04° , Bu degerler yerine yazildiginda;

0(s)=06(z),~| 6(p), +0(p), | > 0(s)=116.57°~[126.87°+104.04°] > |6(s)=-114.34°

BlUyuklugu de benzer sekilde hesaplanabilir. Sifir ve kutup noktalarindan istenilen noktaya vektor
cGizilir ve bu vektorlerin boyu hesaplanarak ayni sonugclar elde edilir.
H‘(S_Zi)‘ ‘(s—zl)‘

M= _ . W ‘\/22+42 Sy J20
[T(s—p,) [EPIHER) 7 [areal[[Jieal] =7 s

=

1

> |[M=0.2169304577

10.1.3 Misal:
Asagida verilen sistemde,
1. Ayrilma (Break-away) ve/veya birlesme (break-in) noktalari var ise hesaplayiniz.
2. Ayrilma (Break-away) olan yerde Kazang degeri (K) ve dogal frekans (mn)degeri ile verilen
fonksiyonun s=-3+i-4 deki siddetini (buydkliguna) ve agisini, karmasik dizlemde hesaplayiniz.
R(s) - K-(s+3) C(s)
=

(s+1)-(s+2)

C6zum: Ayrilma ve birlesme noktalar iki farkh sekilde hesaplanabilir.
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d d (s+3) s? +6 s+7 ) _
” G(s)]= ds{—(s“).(s“)} —[6(s)]=- 1) (o02) > s’ +6-5+7=0

Buradan denklemi kdkleri olarak,

=372 =[-4.414213562, -1.585786438] oldugu gériilir.

Koklerden -1.585786438 degeri ayriima noktasidir ve -4.4142 degeri ise birlesme noktasidir.
(s+3)
(s+1)-(s+2)

(-1.585786438+3)
(-1.585786438+1)-(-1.585786438+2)

Ayrilma olan yerde kazang deg@eri K yi1 bulmak igin, G(s)z denkleminde s gorulen yere,

s=-1.585786438 degeri yazilarak hesaplanir. M=

M=-5.828427124 olarak bulunur. kazang¢ degeri igin,

K=t - ! > [K=0.1715728753] oldugu gorilliir.
M| |-5.828427124]

Root Locus
15— —— , . .
096 . ' 0,92 ; " o076 o 088 035
8984 |
~ System: g | s v N System: g
L tionE : Gain: 5.83 o Gain: 0.172
= DE™ P Pole: -4.41 SR ; - Pole: -1.59 + 1.8e-08i
2 " Damping: 1 Damping: 1
2 Overshoot (%) 0 [ree . . Owershoot (%) 0
k) 2 Frequency (rad/s): 4 41 ’ Frequency (rad/s). 1.59 -
2 0 5, [ ] - 12 e 3(— —X -
(_EB 05 0995 1
-1 _9984 s .
096 L O ~0.86 76 .. 058 03

gl - ' - L ! i)

Real Axis (seconds'1)

Dogal frekansi s de@erinin buyuklugu oldugundan dolayi,

s,=a+i-b, o, =y(a)’ +(b)’ =y(-1.585786438) +(0.0)’ > [w,—1.585786438rad/s| dir

Sistemin root-locus grafigi yukarida verilmigtir.

10.1.4 Misal:
Yukaridaki verilen Misal 10.1.4 de s degerlerinden, (s,=-1.6252+0.3306-j) ve
(32 :—1.6252+1.3060~j) icin hangisinin root-locus noktasi olup olmadigini 6nce ayri ayri test ediniz

ve dogru olani igin séniimleme katsayisini (§) ve sdnimlemeli dogal frekansi (o,) hesaplayiniz
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G(s) fonksiyonunda s gorulen yere |s1 =-1.6252+0.3306-j| degeri yazilir sonugta ¢ikan agi degeri

(657,1800) oldugu takdirde bu nokta root-locus noktasidir. Bunun igin,

(s,+3)
(s,+1)-(s,+2)
(—1.6252+0.3306- j+3)

G(s,)= _ — =-4.000515143+0.001663472642 - |
(-1.6252+0.3306- j+1)-(—1.6252+0.3306 - j+2)

s, =—1.6252+0.3306-], G(s,)=

~0

Cikan sonugtan dolayi verilen nokta root-locus noktasidir.

Ayniislemler s, =—1.6252+1.3060- j| degeri igin yapildiginda,

. (s,+3)
=-1.6252+1.3060-j, G =
S, + J (52) (52+1)'(52+2)

(—1.6252+1.3060-j+3) :
G(s,)= . — =-0.7994408425-0.5384463701
(-1.6252+1.3060- j+1)-(—1.6252+1.3060- j+2)

Goruldagu gibi gikan sayi trigonometrik gemberin 3. bolgesindedir. root-locus noktasi degildir.
Dogru olani icin sonumleme katsayisi asagidaki sekilde hesaplanir.

6=atan2(y,x)=atan2(0.3306,-1.6252) > 6=2.940909732rad

Root Locus

. = T
0.965 0.925 ! 0.87 ! 076 08‘ 035

: 0.984

System: g
Gain: 0.25

Pole: -1.63 +0.331i
. Damping: 0.98

05 [~ 0:996 Overshoot (%): 0 —
Frequency (rad/s): 1.66

S}

Imaginary Axis (Secondé1)
o
)
e
-

055996 : —

A
0984

150 0.965 | 0925 ‘ 087 | 0.76 06 | 035 i

Real Axis (seconds’w)

£ =|cos(0)|=|cos(2.940909732)| > |{=0.9799306737

s,=a+j'b, o =4(@)+(b) > wn=\/(—1.6252)2+(0.3306)2 > |o,=1.658484670rad/s

0, =0, \1-C > o, =1.658484670-1-0.9799306737* > [, =0.3306rad /|

oldugu gorultr. Matlab ile elde edilen sonuglar da yukaridaki grafikte verilmistir.
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10.1.5Misal:
(s+2)-(s+4) . . : . e

F(s)= ile verilen fonksiyonun (s=-7+9-j) deki siddetini (bliyukliguni) ve agisini,
s-(s+3)-(s+6)

karmasik dizlemde hesaplayiniz.

Cozim: (s=-7+9-j) degeri, F(s) fonksiyonunda yerine yazildiginda,

(s)= (s+2)-(s+4) (5)= (=7+9:j+2)(~7+9-j+4)
s.(s+3).(s+6) (—7+9-j).(—7+9-j+3).(_7+9_j+6)

e(e_ (5+9:1)-(3+9:]) _ —66+72:i _ (—66+72-j)-(944+378.])
(S)_(—7+9~j)-(—4+9~j)-(—1+9~j) (S)_944—378-i_(944—378-j)~(944+378~j)

f( )_(—66+72-j)-(944+378-j)__ 8772 23229
a 944 + 378> ~ 7258505 258505

F(s)=-0.03393357962—0.08985899692 j

Elde edilen bu sayidan buyukluk ve acgi kolaylikla hesaplanabilir.,

2 2
8772 23229 23229 8772
F(s)=M£6=,| - +| - Ltan™| — -
258505 258505 258505 258505

F(s)=0.09605273/-110.688111449587°

Ayni sonuglar vektor gizerek de elde edilebilir.

2

0(s)=0(z), - 20(p), > 6(s)=[6(2), +6(2),]-[0(p), +6(p), +6(p), ]

0(z), =atan2(y,x)=atan2(9,-5)=119.055° , 6(z), =atan2(y,x)=atan2(9,-8) =108.435°
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0(p), =atan2(y,x)=atan2(9,-7)=127.875° , B(p), =atan2(y,x) =atan2(9,—4)=113.962°

G(p)3 =atan2(y,x)=atan2(9,—1) =96.340° , Bu degerler yerine yazildiginda;

0(s)=[108.435°+113.962°]-[127.875°+113.962° + 96.340°] > |6(s)=-110.688°

i A
\ %
%)
o
O
P
SESEANN
> ©
\

\

BuyUkligu de benzer sekilde hesaplanabilir. Sifir ve kutup noktalarindan istenilen noktaya vektor
cizilir ve bu vektorlerin boyu hesaplanarak ayni sonuglar elde edilir.

fﬂ(s—zi)\ (s—2,)|(s=2)| ‘\/(_5)2+(+9)2 ,‘\/(_3)2 +(+9)’
M= = : ! > M=
[Tis-,) (s=p)l{(s=p2) (s =) N7+ (o) | -y + oy | |2y +(s0

|
" Vo] [ o7

->|M=0.09605273| olarak ayni sonuglar elde edilir.

10.1.6 Misal:
Asadida verilen kontrol devresinde var ise ayrilma ve/veya birlesme agilarini,
R(S) K (s+1) c(s)
=
- (s2 —2-5+4 2)

ayrilma ve/veya birlesme noktalarini ve sistemin kararli olmasi i¢in K ne olmalidir, hesaplayiniz.
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Co6zum: verilen (s:—2.5+1.5-j)nokta3| ve diger sifir ve pole degerleri kompleks duzlemde yerine

yerlestirilir. e:tan{;;i) > [0=30.963756532073521°] > [ =149.03624346792648°

. Root-Locus a¢i 6zelligi kullanildiginda,

i (ZerosAngIes)j+92}—{ Zn: 0(PolesAngles) +0p |=F180°

=1j#c i=1,i%c
[621+62]—[6p1+6p2+6p]|=+180°
[108.435+6z]—[135+168.69 + Op]|=+180°

0z—-0p=-108.435+303.69+180° > 0z—0p=375.255

0z—-0p =375.255-360 > 0z—0Op=15.255° > |0z—0p = =15.255°

a
PAZ =[a.=15.255°] > BAO=§=74.5181217339632° > PAB===7.6275593515289
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Yukaridaki sekilden de anlasilacag gibi (PAO) ucgeni goz 6nune alindiginda;

POA =6=30.963756532073521°

¢+o  149.03624346792648+15.255118703057796
2

PAO = - PAO=282.146°

Bir tggenin i¢ acilari toplami (180°) oldugundan dolayi, hesaplanmasi gereken (6p) agisi bu
Ozellikten dolayi kolaylikla bulunur.

(PAO) dcgeninin i¢ acgilar toplami;
6p+(%+%j+6=180° > ep+(PAo)+e=180° > 6p=180°—e—(PAo)

6p =180°—(82.146+30.964)

|6p =66.890562382434339°

Buradan pole deg@erinin gergek eksen Uzerindeki yerini belirlemek igin ilk once (p:ﬁ) uzunlugu

hesaplanmalidir. Bunun igin;

b b b 1.5
i e :=:—9 :—9 =
sin(0p) = o~ P sin(0p) P sin(66.890562382434339°)

> |p=1.6308657919775447|

p.=—p-cos(6p)+a > |p. =-3.1400962673243331| oldugu gordldr.

(PAZ) ucgeni dikkate alindiginda;

6z=0p+a > 0z=66.890562382434339°+15.255118703057796°

Iez = 82.145681085492143°| olarak hesaplanir.

Buradan zero degerinin gercek eksen uUzerindeki yerini belirlemek icin ilk dnce (z=ZTA) uzunlugu
hesaplanmalidir. Bunun igin;
b b b 1.5

sin(0z)=—=— > 22— > z=—
ZA  z sin(6z) sin(82.145681085492143°)

> [2=1.5142051660844245|

z. =—2-cos(0z)+a > |z, =—2.7069233795315535

oldugu goralur.

Tum uzunluklar bilindiginden dolayi, Kazang degeri (KC) kolaylikla hesaplanir.

) ﬁzeros C (zl)-(z)

(3.5355339059327378)-(2.5495097567963922)-(1.6308657919775447)

K =
(1.5811388300841898)-(1.5142051660844245)

c

K. =6.1400962673243322| kazang¢ degeridir.
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10.1.7 Misal:
Asagida verilen negatif geri beslemeli sistemde ayrilma acilarini (Departure Angles) hesaplayiniz.

R(s) K-(s+2) C(s)
(52 4.5+ 13)

Cozim: s*—4-5+13=0 > s, =2F3-j oldugu gérllir. Ayrica, s=-2 de zeros vardir.

G(s):z(s';z) > Transfer fonksiyonu; TF:L(S) seklindedir.
s"—4-5s+13 1+K-G(s)
A
X
O ] ] »
L X
Ayrilma agilarinin hesaplanabilmesi igin, {Z O(p } 29 = 2 k+1) 180° denklemi
i=1,izk
veya 6, =180+ 6(z) — > 6(p), denklemi kullanilabilir.
=1 i=1,ik
edep=180+26 Ze > 0, =180°+6(z), —6(p), > |6(p), =+90°

0(z), =atan2(y,x)=atan2(3,4) =36.87° > 0,,, =180°+36.87°-90° > |0,,, =126.87°

dep
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A

4 X

1 1
edeP :180+Ze(z)j _ze(p)i > edep =180°+9(Z)1 —e(p)l -> e(p)1 =-90°
=1 i=1

0(z), =atan2(y,x)=atan2(-3,4) =—-36.87° > 6,,, =180°+(-36.87°)—(-90°)

0, =180-36.87+90 > |0

ekseninden itibaren agi degerleri yaziimahdir.

dep =-126.87°| olarak hesaplanir. Agilar yazilirken, her zaman (+x)

dep

Root Locus
T ; T - T : o s 2 1 T
5|09 1k: 088, 015»4__,- 0.38 0.18 | ]
p System: g ’
I Gain: 4 k 7
- Pole: 0000472 +458i -
5[0, Darmping: -0.000103  : |
. ) - Overshoot (%) 100 ?
.. Frequency {radfs): 458 :
5L System: g €3 T 5 B -
‘. Gain: 18
s Pole: -7
2 1 Damping: 1 |
S | Overshoot (%) 0
k3 Frequency (radis): 7 T
E 0 = ] - : R SR ST R =
% 4k i
E $
0:986
o ]
o7, 2]
57089 ;O 0Ee 056 . 0% 0.18 : 7
? | - | g 3 | i

-10 -8 B -4 -2 0 2

Real Axis (seconds'1)
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10.1.8 Misal:
Asagida verilen negatif geri beslemeli sistemde,
1. Ayrilma ve birlesme noktalarini hesaplayiniz.
2. Asimtotlarin yerini ve agilarini hesaplayiniz.
3. (s=-0.277+1.85-j) ile verilen nokta Root-locus noktasi midir? Hesaplayiniz.
4. Eger Root-locus noktasi ise bu noktadaki, kazan¢ degerini, dogal frekansi, sonimleme

katsayisini, sonimlemeli frekansi, ylkselme zamanini, ayarlama slresini ve maksimum
asma degerini hesaplayiniz.

R(s) + K-(s+3) C(s) _
- s-(s+1)-(s+2)
GCozum:
1 poles=[0,-1,-2] oldugundan ayrilma noktasi vardir. fakat zeros sadece tek bir nokta
oldugundan birlesme yoktur.
3 2
d&(s) _dj_ (s+3) |, 5 _, S+6s #9573 05> $ 165t 4954320
ds  ds|s-(s+1)-(s+2) s’(s+1) (s+2)
S,,.=-.467911113762044, -1.65270364466614, -3.87938524157182

123

oldugu gorulir ve s=-1.65270364466614 noktasi, ayrilma noktasidir.

n

pi—izj
1

2. Asimtotlarin yeri, 6, =— = denklemi ile bulunur.
n—m
n m 3 1
p—) z p—) z
A A N N I T
’ n—m 3-1 2 2

Yani s=0 noktasinda asimtotlar vardir ve gergcek eksen ile yapmis olduklari agilar,

(2-k+1)-180° (2-k+1)-180°

0,= , (k=0,1,2,....n-m-1) > 6, = , (k=0,1,2,...,3-1-1)
n—m 3-1
2-k+1)-180° © -180°
ea:( 3 )1 , (k=0,1) > 932180 =90°, (k=0) ve ea:3 189" 270, (k=1)
3. (s=-0.277+1.85-]) ile verilen nokta, root-locus noktasidir. Clinki bu noktadaki agi degeri

yaklasik 180 derecedir. Bu deger,
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F(s)= G 5—51;-?2)s+2) denkleminde s gériilen yere (s=-0.277+1.85-]) yazildiginda,
(2.723+1.85-j) (2.723+1.85-j)-(-7.768469433+5.28047905 - )

f(s)= -

(-7.768469433-5.28047905-j)  (-7.768469433-5.28047905-j)-(-7.768469433+5.28047905- j)

f(s)=-0.3504649846+0.0008019716067-j —> |0=180°| ve dolayisiyla, verilen noktanin root-locus
oldugu gorultr. Ayni degerler vektor cizimi ile de hesaplanabilir.

" Root Locus

1 T r B S P e e R R 599 T T
03T 0.23. 016 0115 007 0035 [

6 o T U TN - - g |

4r : Sy.stem: g

-0.75., e Gain: 0.151
Pole: -0.468 - 9.14e-09i
L Darmping: 1
"o Overshoat (%): 0 s
Frequency (rad/s): 0.468 4 =

Imaginary Axis (secondé1)

075" 1

T i T

-r:' _048 ......................................... 3 -
GOBTEY oo, 02T 046 0115 007 0035 |}

ETs | [ v s i 2 R R s A S A T T > 1 5 |

%5 3 25 2 15 ¥ 05 0 05

Real Axis (seconds’1)

Sekil 10-3: Ayrilma noktasi degerinin matlab ile gbsterimi

M=/(-0.3504649846)’ +(+0.0008019716067)’ =0.3504649937

Bu noktadaki kazang degeri K (gain factor) asagidaki gibi hesaplanir.

K= 1 = __r =2.853352027
M  0.3504649937

Dogal frekans degeri,
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®, = \/(—0.277)2 +(1.85)" =1.870570666rad /s

Soénumleme katsayisi ,
0 =atan2(y,x) 2 0=atan2(1.85,-0.277) - 0=98.50958566°

£ =|cos(8)|=|cos(98.50958566°)| = 0.1479748732 olarak bulunur.

Sénumleme frekansi o, ise,

W, =0, \1-C > o, =1.870570666-\1—0.1479748732> > o, =1.849977779rad /s

Yukselme zamani,

) > T =——————=1.698178589s olarak bulunur.
o, 1.849977779

Foot Locus
1[:] e R AT e e A | ............ e !

~ Gain: 2.85

, - Pole; 0277 +1.85i

4+ e R g st Daine: 0148

RECECTI il o .. Owershoot (%) B2.5
... . . | Frequency (rad/s). 1.87

2_ __..‘. =

1
Il
T

Imaginary Axis (5econdé1}|
L]

M
T

1
0

04

wan 019" 0135 0095 006 003
------ - b | :

_1[:] | i R I e | A o R A L.-.
25 2 15 A 05 0 05

Real Axs (second5'1]|

Sekil 10-4: K=2.85 degerine karsilik gelen degerlerin Matlab ile gbsterimi

Ayarlama suresi ise,
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—In(0.02- 1—@2) A —In(O.OZ-«/l—CZ)
T = = 2> T =
C-o, C-o, C-o,

Maksimum asma degeri ise,

=14.17315380s alarak hesaplanir.

Cn 0.1479748732-1

%0S=e {@] 100 > %0S=e [ V1-0.1479748732° ] -100=62.49700722

olarak hesaplanir. Bu degerlerin dogrulugu Matlab ile elde edilen sonuglarla gosterilmigtir.

10.1.9 Misal:

Asagida verilen sistemde
a) Ayrilma (break-away point) ve birlesme (break-in point) noktalarini hesaplayiniz.
b) Asal ekseni kestigi yerde kazang degerini ve dogal frekansi hesaplayiniz

R(s) * (s-1)-(s=2)  c()
s-(s+1)-(s+3)

C6zum: Ayrilma ve Birlesme noktalari iki farkli sekilde hesaplanabilir.
1 1 1 1 1
+

==+ + 2> —¢*+6:6°+9-6°-16-6-6=0
-1 0o-2 o o+l o+3

G,,3, =-0.328355250687124, -1.95998527577220,1.34217577654448,6.94616474991485

lo=-0.328355250687124| > Ayrilma noktasidir. (break-away point)

lo =+1.34217577654448| - Birlesme noktasidir (break-in point)

Root Locus
I =
0472 " ogas 0o 078 05
08 T
0.986
06 L} T
System: g gygteronagg System: g
0420995 ; ain: in: 60 —
‘T: 04 Gain: 0.191 Pole: -7.88e-05 + 0.6 Gain: 60.6 )

0 Pole: -0.328 +0.0136i Damping: 0.000131 Pole: 1.34 +2.46e-08i
5 (o099 Darnping: 0.999 Overshoot (%): 100 Damping: -1
g - Overshoot (%): 0 Frequency (rad/s): 0.6 Overshoot (%): Inf
o Frequency (rad/s): 0.328 Fregquency (rad/s): 1.34
D —————— s o 3o e e O W s S | s [f] e —
% '3 35 2 35 3 i5 08 : i
g o :
2 V20999 : ]
=)
o -
E 040905 7

06 : 1

(0986

(SR o B

0 %72 | 0:945 019 078 | 05 i | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2

Real Axis (seconds’1)

A=s’+(K+4)-s* +(-3-K+3)-s+2-K
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s’ 1 (3-3:K) 0
s’ (K+4) 2K 0
g —3.K*-11-K+12

(K+4)
s° 2-K 0

Routh tablosunun 3. satirindan,

-3-K*=11-K+12 11 1
K+ a) 1250 > 3.K2411.K-1250 > K<_E+ -/265| > |K <0.879803434
+

2.K>0 > sarti elde edilir. Bu iki sartin birlestiriimesiyle birlikte [0 <K <0.879803434] olmalidir.

Sistemde K gorulen yere 0.879803434 degeri girilir.

K Es—l))fs—z; K-((s—l))~és—2;
s-(s+1)-(s+3 s-(s+1)-(s+3
T KE D62 s (3 KD (2)
s-(s+1)-(s+3) s-(s+ )(s+3) s-(s+1)-(s+3)
K-(s—1)-(s—2)
gy s-(s=1(5%3) g K-(s—1)-(s=2)
s-(s+1)- (s+3)+K (s—1)-(s-2) s-(s+1)-(s+3)+K-(s—1)-(s—2)

A=s-(s+1)-(s+3)+K:(s—1)-(s—2) > A=s-(s+1)-(s+3)+0.879803434-(s—1)-(s—2)=0
=0-0.6004912155-i,0+0.6004912155-i,-4.879803434

123

s degerinin gercek kismi sifira esit olmalidir. Dolayisiyla dogal frekans degeri hemen bellidir.

o, \/ +(0.6004912155) 9|<o 06004912155rad/s|

Kazang degeri; |K=0.879803434]

Elde edilen degerlerin, Matlab sonugclari ile, tamamen uyumlu oldugu gorulmektedir.

10.1.10 Misal:

Asagida verilen sistemde;
a) Ayrilma agcilarini (Departure Angles) ,
b) K=1.4 icin s6nimleme frekansini (o,), sénimleme katsayisini ({), ve maksimum asma

degerini (%0S) hesaplayiniz.

R(s) e K-s CD(S)
(sz+2-s+5)
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n

Cozim: (zeros=0,poles=—1F2-j) > {Z e(p)i+9(p)k}—ie(z)j =(2-k+1)-180O

i=1,izk

[6,+90]-[116.565051177078]=180° > 6, =206.565051177078° veya

0, =—153.43495°| olarak bulunur.

A
X —
: : ﬁLr = >
X 4
Diger aci gercek eksene gore simetrik olmalidir. Yani |0, =153.434948822922°
A
X ——
: ; ﬁLﬁ : >
X 1

[-90+6,]-[-116.565051177078]=180° -> 6, =180+90—-116.565051177078

0, =153.434948822922°

Burada dikkat edilmesi gereken, acilar her zaman (+x) ekseninden itibaren dlguimelidir.

Not: Ayriima (Break-away) ve Birlesme (Break-in Angle) acilari hesaplanirken, asla s yerine

koordinat deg@erini yazarak hesaplamayiniz. Sonucunuz yanhs olur. Sadece vektor cizerek
hesaplayiniz.UNUTMAYINIZ !l
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K-s K-s
2 2
b) K=1.4 degeri sistemde girilir. TF=—S+2:5%5 5 p—____ S +2:545
1+ K-s s +2-s+5 K-s
s +2-5+5 s?+2-s+5 s*+2-5+5
K-s
2
- K- 4. 4-
TF=ZS S+5 - S 9TF:2 1.4-s :2145
$"+2-5s+5+Ks s’ +(K+2)-s+5 s*+(1.4+42)-s+5 s'+3.4:5+5
2
S S+5

s+3.4-5+5=0 > s,,=-1.700000000 T 1.452583905 ]

Dogal frekans degeri,

®, =\/(—1.7oo)2 +(1.452583905)° > |, =2.236067978rad /|

Sonumleme katsayisi ¢,
0=atan2(y,x) = 6=atan2(-1.700,1.452583905) - 0=2.434514374

{ =|cos(0)|=|cos(2.434514374)| > |{=0.7602631125| olarak bulunur. o,

Root Locus
25 = — - : - ;
"0.9___ 081 7. 056 04 02
2 i —
150 i _
’ “# System: g
| Gain: 1.4
1+ o Pale: 1.7 +1.45i B
: ... Damping: 0.761
- Owvershoot (%) 2.5 S
c 2 S Frequency [radfs): 224 -~ . &
T 05k o bl Y |
£ 2 i
o] :
o :
i} .
2 :
=L :
=
o
= B
D05k i B
0988
AL |
1510955 |
L |
o5 - 087 07 056 04 02 :
-25 - ! R : I il : i
0 “ 3 -2 4 0 1

Real Axis (5econd5’1)

Sonumleme frekansi ise,
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0, =, y1-C* > ©,=2.236067978 1/1-0.7602631125* > [0, =1.452583905rad /5|

Maksimum asma yuzdesi;

Gn [ 07602631125

%0S=M, -100=e [ﬂ J :100 > %0S=M, -100=e [410-760263“252J -100

%0S =2.530648277

elde edilen degerler matlab ile kontrol edilebilir. Goruldugu gibi sonuglar, tamamen uyumludur.

10.2 Pozitif geri beslemeli sistemlerde Root Locus Metodu ile Cizim

Muahendislikte karsimiza bazen “Pozitif Geri Beslemeli” sistemler c¢ikmaktadir. Negatif geri
beslemeden farkli olarak asagidaki islemler uygulanir.

1. Adim: Root Locus formunda karakteristik denklemin elde edilmesi: yani [ G(S)ZOJ formuna

getirilmesi.

2. Adim: acik dongu halinde kutup (poles: x) ve sifirlarin (zeros: o) bulunmasi: Payi sifir yapan
degerler sifirlari, paydayi sifir yapan degerlerde kutuplari belirler. Bu islem asagidaki gibi denklemler
ile gosterilebilir. Transfer fonksiyonu faktoriyel tarzda yazilmalidir.

1-K-=2— -0 .
R TR | (S R § (G R 8 (o e A T

(s-z)

oldugunda, aktif terim olmakta ve (K:OO) oldugunda, aktif terim =t olmaktadir. Yani
Pozitif geri beslemede hesaplanan noktada agi degeri;

(K-G(s)-H(s)=1=12k-360°, k=0,%1,+2,+3,...)

sartini saglamahdir.

3. Adim: gergek eksen Uzerindeki Locus yerlerinin belirlenmesi: Birgok root-loci yeri gercek eksen
uzerinde bulunmaktadir. Root-locus’ un gercek eksen Uzerindeki yeri su sekilde belirlenir: Gergek
eksen Uzerinde, acik dongu kutuplar ve sifirlarin ¢ift sayili olanlarinin solunda bir nokta alindiginda
( bu da gergek eksen Uzerinde olmak sartiyla), bu nokta Root locus noktasidir. Gergek eksen
uzerinde pozitif sonsuzdan basla ve sola dogru orijine yaklasacak sekilde bir kutup veya sifirla
kargilasincaya kadar hareket et. Karsilagtiktan sonra kaleminle gergek eksen uzerinde gizmeye
bagla ve devam et, ta ki gercek eksen Uzerinde bir kutup veya sifira varincaya kadar. Eger
karsilasmazsan sonsuza kadar ¢izilmis kabul et (yani ¢iz).

Eger gergcek eksen Uzerinde kutup veya sifir yok ise, o takdirde gergcek eksen Uzerinde root-locus
yeri olmayacak demektir.

Bazi sistemlerde gercek eksen Uzerinde ayni noktada birden fazla kutup ve sifir olabilmektedir. Bu
konumda iki farkl durum karsimiza gikar.

Birincisi: karsilasilan noktada cift sayili kutup veya sifirlar var ise, yapilan ¢izim bu noktadan itibaren
sola dogru devam eder.

ikincisi: karsilasilan noktada tek sayili kutup veya sifirlar var ise, yapilan ¢izim bu nokta durur ve bu
noktadan itibaren sola dogru devam etmez.
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Gergek eksen Uzerinde bir yeri isaretlediginde, bu noktanin saginda c¢ift sayili bir kbk var ise, bu
nokta locus kismindan bir yerdir, noktadir. Eger bu noktanin saginda birden fazla kok var ise,
bunlarin tek veya ¢ift sayl olmasina gore durum degisir.

4. Adim: Ayrilma ve birlesme acilari O veya 360 In katlari olacagindan dolayi;

n

>:0(z),~ " 0(p), =k-360°, (k=0,+1,%2,..)

i=1,i=k

0(2) { 3 0(p) +edep} —0 [0,,=220(2) -

i=1,izk

m
F1

denklemleri ile hesaplanir.

10.2.1 Misal:
Asagida verilen pozitif geri beslemeli sistemde,

1. Ayrilma ve birlesme noktalarini hesaplayiniz.

2. Asimtotlarin yerini ve acilarini hesaplayiniz.

3. (s=-2.437+1.5734-j) ile verilen nokta Root-locus noktasi midir? Hesaplayiniz.

4. Eger Root-locus noktasi ise bu noktadaki, kazan¢ dedgerini, dogal frekansi, sonimleme
katsayisini, sdonimlemeli frekansi, ylkselme zamanini, ayarlama slresini ve maksimum
asma degerini hesaplayiniz.

R(s) K-(s+3) C(s)
f s-(s+1)-(s+2)-(s+4)
Gozum:
1 poles=[0,-1,-2,-4] oldugundan ayrilma noktasi vardir. Fakat sifirlar (zeros) sadece tek bir
nokta oldugundan birlesme yoktur.
dG(s) d (s+3) —3-5'—26-5°—77-5°—84-5s-24

=— =0
ds  ds|s-(s+1):(s+2)-(s+4) 2 -(s+1) -(s+2)" (s +4)’
—3.5"-26-5°-77-5>-84-5s-24=0
s,,; =—1.609717709, 0.4349223188

oldugu gorulur ve (s:—1.609717709) noktasi, ayrilma noktasidir.
QP27

=1 =1 -
: ! denklemi ile bulunur.
n—m

2. Asimtotlarin gergek ekseni kestigi yer, o, =
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n m 3 1
P2 ZP20 02wty ()3, s
" n—m 4-1 3 3 T3

Yani [s:—gj noktasinda asimtotlar vardir ve bu noktada gercek eksen ile yapmis olduklari agilar,

(2-180°)-k

0,=——, (k=0,1,2,...,n—-m-1) > eazM

, (k=0,1,2,...,4-1-1
n—m 4-1 ( )

6,=120°k, (k=0,1,2) > 6,=0° (k=0) ve 6,=120°, (k=1) 6,=240°, (k=2)

derecedir.

~ Root Locus
2 : =T 3 T ——T : T T T T T
©091-. 0,8'4,‘\ 074 0.56 03 ?
151-0.955 B ' L "
PR A 5 System: g E ;
Gain: 13.4
; T - . Pole: -2.44 +1 57
P % e " Damping: 0.54 <|
1 7{198 B : S, Overshoot (%) 0.77 LI,
oo Frequency (radis): 2.9 . T lsystem g
o : 2 = Lo Gaim 133
© 0540995 " Pole: 1.36 N
= B 1) U . .- Damping: -1
8 : TR f"_Overshoot(%):D
L : : oy coegll e ol Frequency (radis): 1.36
& s 5&-—:@ ------------- %(—-—k S [ ]
<€ : System: g .....) System: g :
= Gain: 13.2 . Gain: 0.659 :
g __ S Pole: -3.5 Pole: -1.61 s
> U5 78;99:3 Damping;: 1 " Damping: 1 : .
K=  Overshoot (%) 0 Overshoot (%) 0 3
: Frequency (radis): 3.5 o Frequency (radis). 1.61
| Logg 3 ; ' E o Rt Y
15 0955 ", : |
L9 84 086 0.3 i
) : K | $ | | |
5 -4 3 2 1 0 1 2
Real Axis (seconds‘1)
3. (s=—2.437+1.5734-j) ile verilen nokta, root-locus noktasidir. Clnk{ bu noktadaki agi degeri
yaklasik sifir (0) derecedir. Bu deger,
(s+3)

F(S):s-(

i1)-(5+2)(s+4) denkleminde s goriilen yere (s=-2.437+1.5734-j) yazildiginda,

F(s)= (0.563+1.553- ) B (0.563+1.553- j)-(7.548700484-21.0604806 - j)

(7.548700484+21.0604806-j) (7.548700484+21.0604806-)-(7.548700484-21.0604806 - j)

F(s)=0.07467744020+0.00003407467130-j -> ve dolayisiyla, verilen noktanin root-locus
oldugu gorulur. Ayni degerler vektor gizimi ile de hesaplanabilir. Bu noktadaki kazang degeri;
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M= \/(0.07467744020)2 +(0.00003407467130)" = 0.07467744797

I S

K:_H _ > [K=-13.39092359)]
M| |0.07467744797|

Bu noktadaki kazang degeri K (gain factor) asagidaki sekilde de hesaplanir.

" ];[\(s—zi)\ ) (s—2,)

[Te-p) 6P TP TP ) s=p.]

e
M

10.3 Kutup ilavesi (Addition of Poles to G(s) H(s))

[G(s)-H(s)] terimine, kutup(poles) ilave edildigi takdirde, Root-Locus egrisi saga dogru itilmis olur.

10.4 Sifir ilavesi (Addition of Zeros to G(s) H(s))

[G(s)-H(s)] terimine, zeros(sifir) ilave edildigi takdirde, Root-Locus egrisi sola dogru itilmis olur.

10.5 Root-Locus ile Dizayn (Sisteme kutup ve sifir eklemenin etkileri)

Burada yapilan islemler genel isim olarak “Kompanzasyon” (Compensation) diye adlandirilir. Gegici
cevabin daha iyi hale getiriimesi ve alici etkilerdeki hatanin azaltilmasi bu sinifa girer. Kontrolde
kullanilan birgok kompanzasyon turleri asagida verilmigtir.

- Lead Kompanzasyon

- Lag Kompanzasyon

- Lead-Lag Kompanzasyon

- Notch Filtre

- P (Oranti) Kontrol ediciler

- | (Integral) Kontrol ediciler

- Pl (Oranti+Integral) Kontrol ediciler

- PD (Oranti+Diferansiyel) Kontrol ediciler

- PID (Oranti+Integral+Diferansiyel) Kontrol ediciler

Bunlarin temel dzellikleri bilindigi takdirde, kontrol elemanlarinin katsayilari, istenen sartlara uygun
olarak belirlenebilir. Ayni zamanda blok diyagramina baglanis sekilleri de katsayilarda degisiklige
yol acar.

10.5.1Root-Locus ile Lead Kompanzasyon (Lead Compensation with
Root-Locus method)

Burada yapilan islemler genel isim olarak “Kompanzasyon” (Compensation) diye adlandirilir. Gegici
cevabin daha iyi hale getiriimesi ve alici etkilerdeki hatanin azaltiimasi bu sinifa girer. Kontrolde
kullanilan birgok kompanzasyon tirleri asagida verilmistir. Lead kompanzasyon isminden de
anlasilacagi gibi sisteme lider bir eleman ilave etmektir. Yani kompleks duzlemde gercek eksen
uzerine bir tane kutup(pole) ve bu kutup degerinden daha blyuk olacak bir sifir (zero) ilave edilir.

Diger bir ifade ile kutup sag tarafinda sifir vardir ve konumlari (x—>o) seklindedir. Sisteme bunlar
ilave edildiginde yerleri tam olarak belli degildir ve hesaplama ile bulunur. Lead Kompanzasyon ;

[KC MJ , (2.>p.) (8.14)

(s+p.)
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Seklinde ifade edilebilir. Bazi kaynaklarda Denklem (8.14) deki gosterim yerine,

(KC~OL

T-s+1
o-T-s+1

1
j, (a:Z—C, T=—, a<l
pC ZC

Denklemi ile gosterilmigtir. Bunun ispati oldukga basittir.

s+z
zc-( £
K - Ze

‘ S+
P.

Buradan da, (KC oL

R(s) *

j%KZC

P

|

(8.15)

s+l j oldugu gériilir. Kontrol devresinde kullanilisi asagidaki gibidir.
o-T-s+1
' (S+Zc) (S+4) C(S)
" (s+p.) (s+1)-(s+2)-(s+5)

Lead Kompanzasyon

Kontrol Edilen=Plant

Sekil 5: Lead Kompanzasyonlu Kutup ve Sifir ihtiva eden (iceren, bulunduran) Kontrol Devresi

Lead Kompanzasyon islem basamaklari asagidaki gibi sirasiyla hesaplanabilir.

1. ilk islem olarak, yukarida verilen kontrol elemani (izerindeki bilinen kutuplar ve sifirlar (Poles
and zeros) kompleks duzlemde vyerlestirilir. Kutuplar ve sifirlarin mutlaka gergek eksen
Uzerinde olmasi sart degildir. Yani sanal bilesenleri de olabilir.

_5 _4

2

Sekil 6: Kutup ve sifirlarin kompleks diizlem lizerinde yerlestirimesi

2. Zamana bagll olarak ayarlanmasi istenen degerlerden (s:a+j-b) noktasi belirlenir. Bu

bizden istenen kriterlere baglhdir. Maksimum asma degeri (%0OS) su olsun, ayarlama suresi
(Ts) bu olsun gibi...Buradan istenen Root-Locus noktasinin yeri belirlenir. (9) acisl ile (oan)

bilindigi takdirde s noktasina ait a ve bilegsenleri hesaplanabilmektedir.

Hatirlatma:

- —In(0.0Z- 1—@2)

S G-,

>

(@)

n

-In(0.02-/1-¢’)

C.TS

%0S
—In
100

)

C_,:
n +In2(%OS
100

)

Bu denklemler 2. Mertebeden sistemler i¢in gecerlidir. Fakat yiksek mertebeden denklemler
icin de yaklasik olarak kullaniimaktadir.
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(s=a+b-j)

On

7N

-5 -4 -2 -1

¢ acisiile 6 agisinin toplami (180°) oldugundan dolayi, yazilabilir.

3. Yerleri bilinmeyen (z.) ve (p.) ayni kompleks diizlemde (x—o0) olacak sekilde asagidaki gibi
yerlestirilir.

b

P 5

Sekil 7: Kompanzasyon dederlerinin kutup solda ve sifir sagda olacak sekilde yerlestiriimesi

Bu nokta Root-Locus noktasi olduguna gore istenen sartlari saglamalidir.

4. Daha sonra kutup ve sifir noktalarindan istenen A noktasina (s=a+b-j) dogru vektorler

cizilir.
A
Wn
(E‘“
NN
P 5 4 2za °
Root-Locus metodunun temel ozelligi olan agl bagintisi,

i (ZerosAngIes)j+92}—{Zn: O(PolesAngles) +0p |=F180° kullanilarak, (6z—6p=oa.)

j=1,j%c i=1,i=c

agisi hesaplanir.
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5. Diger saglamasi gereken bir sart da Kazang degeri ile bluyUkluk arasindaki,

[ [(zeros lengths)

= M= bagdintisidir.
- [ [(poles lengths) Agiasial

6. Ayrica en iyi kazan¢ degerinin yeri, (CAO) acisinin aglortayr olan (A_B) dogrusu ile

1
K =

c —

saglandigindan dolayi, (E) dogrultusu gizilir.

s=atbj

CAo:w>,CAB:BAo=%

7. Ayrica yukaridaki sekilde (PAB:BAZ:%) oldugu takdirde en iyi kazang dederi hesaplanmis

olur. (PAO) liggeni g6z 6nline alindiginda, bu tiggenin i¢ agilari toplami (180°) olacagindan
dolay, {9p+(%+§j+9=180°} yazilabilir. Burada tek bilinmeyen agi (6p) oldugundan

kolaylikla hesaplanir. Daha sonra (PAZ) ucgeni goz onune alindiginda, bu uggenin iki i¢

acisinin toplami kendisine komsu olmayan dis aginin toplamina esit olacagindan dolayi,
[ep +a=ez] yazilabilir. Buradan da bilinmeyen (62) acisi kolaylikla hesaplanmis olur.

Bdylece bu ¢ sartin birlestiriimesiyle birlikte istenen degerler elde edilir. Sayet ¢6zim sonucunda
sartlarin saglanmadigi gorulirse bu da Lead Kompanzasyon ile bu sistemin kontrol edilemeyecedi
anlamina gelir, yani bagka kontrol elemanlari denenmelidir. Asagida bununla ilgili misaller verilmistir.

10.5.1.1 Misal

Asagida verilen kontrol devresinde maksimum asma degeri (%0OS)= 0.898329102112942 ve
ayarlama stiresinin (T, =1.50045016786632s) olmasi i¢in sisteme ilave edilecek Lead Kompanzasyon

ile ilgili (z.) , (p.) ve (K.) degerlerini hesaplayiniz.

R(s) o stz) L C(s)_
g “ (s+p.) (s+1)-(s+3)
Lead Kompanzasyon Kontrol Edilen=Plant
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C6zUm: maksimum asma degeri verildigi icin buradan (C) sonumleme orani hesaplanabilir.

_In(%osj _In(0.898329102112942j
(= 100 = 100 > [£=0.8320502943378436
2 |y 2 %0S , || 2( 0.898329102112942
7 +In 7 +In
100 100

{=cos(0) > 0=cos™(§) = |0=33.690067525979799°|

¢ =CAO=180°-0=180-33.690067525979799| > |(|) =146.3099324740202°

Ayrica ayarlama suresinden faydalanarak, dogal frekans hesaplanir.

—In(0.02- 1—(;2) —In(0.02- 1—(;2) —In(O.OZ-\/1—0.83205029433784362)
T = o, = > o,=
? ¢o, " ¢, " 0.8320502943378436-1.50045016786632

, =3.6055512754639971rad/s| >, a=-w,-cos(0) > a=-3 ve b=, sin(6) oldugundan, bilinen

degerler yerine yazildiginda, (s :—3+2.j) oldugu goéralur

)

3307

¢

| _:&(d O

——

-2
k/’\
P o/ @ zZ

Root-Locus aci 6zelligi kullanildiginda,

Zm: (ZerosAngIes)j +62}—{ Zn: 6(PolesAngles) +9p} —7180°

=1, j#c i=1,ic
0z|—|06pl+0Op2+0p|=+180°
[02] - ]

[62]-[90+135+6p]=+180° > 0z—0p=415° > 0z—-0p=415°—360°

0z—0p=45° > |0z—Op =0 =45°

PAZ=[a.=45°] > BAO:%:73.1549662370101° > PAB:%=22.5°

Yukaridaki sekilden de anlasilacag gibi (PAO) ucgeni goz 6nune alindiginda;
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POA =0=33.690067525979799°

¢+o  146.3099324740202 +45
2

PAO = - PAO=95.6549662370102°

Bir Uggenin i¢ acilari toplami (180°) oldugundan dolayi, hesaplanmasi gereken (6p) acisi bu
Ozellikten dolayi kolaylikla bulunur.

(PAO) dcgeninin i¢ acgilar toplami;
9p+(%+gj+9:180° > ep+(PAo)+e=180° > Gp:180°—9—(PAO)

Op=180°— (33.690067525979799 + 95.6549662370102)

|6p =50.65496623701°

Buradan pole degerinin gergek eksen Uzerindeki yerini belirlemek igin ilk dnce (p:ﬁ) uzunlugu
hesaplanmalidir. Bunun igin;

sin(0p) = === > p:sin(bep) i p:sin(50.654;6623701°)

> |p=2.5861774408671891|

PA p

p.=—p-cos(6p)+a—> p, =—2.5861774408671891-cos(50.65496623701) -3

p. =—4.639607805437131| oldugu griiliir. (PAZ) licgeni dikkate alindiginda;

0z=0p+a > 0z=50.65496623701°+45°

|0z =95.65496623701°| olarak hesaplanir.

Buradan zero degerinin gercek eksen Uzerindeki yerini belirlemek icin ilk dnce (z:Z_A) uzunlugu
hesaplanmalidir. Bunun igin;
b b 2

b
sin(Bz)=—-=— 2 2 sin(6z) _ sin(95.65496623701°)

> [2=2.009780947339443|

2, =—2-cos(0z)+a > [z,=-2.8019609728144328]

oldugu goralar.

Tum uzunluklar bilindiginden dolayi, Kazang degeri (KC) kolaylikla hesaplanir.

1 poles S5 ¢ _(pD)(p2)-(p)

c— 1 C
Hzeros (Z)
i=1

K

(2)-(2.8284271247461978)-(2.5861774408671891)

K =
(2.009780947339443)

C

K =7.2792156108742763)|
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Asagida verilen grafikte matlab ile elde edilen sonuglar bulunmaktadir ve hesaplanan degerlerle ayni
uyumlu oldugu goérulmektedir.

Root Locus
0-54"--.__ 0_5._.. DSBDQB 0.17 EI.B_E!

System: g
al Gair 7.98 L, ..... S : 2]
‘08 LT Poler 3+ 2
Damping: 0.832 Mo o M, LS F
= . Overshoot (%): 0.896 - .ot
Cuenl [Frequency (radis) 361 e 5

System: g L System: g
Zain: 0 - Gain: Inf
Pale: -4 64 N Pole: -2.8 - U
.g.ga Damping: 1 Darmping: 1 o S
=27 Overshoot (%) 0 . Dvershoot (%) 0 —

Frequency (radis) 464 ...} Frequency (radfs). 28 -~ v 5 3

Imaginary Axis (seconds™)

-6 £y i ¥, B e R 3
-5 -4 -3 -2 -1 0 1

Real Axis (secunds'1)

10.5.1.2 Misal

Asagida verilen kontrol devresinde maksimum asma degeri (%0OS)= 8.10025921579431 ve
ayarlama suresinin (TS = 2.599606953966375) olmasi igin sisteme ilave edilecek Lead Kompanzasyon

ile ilgili (z,, p., ve K.) degerlerini hesaplayiniz.

R(s) + ” (s+z.) (s+7) C(s)
(s+p.) (s+1)-(s+2)-(s+3)

C
Lead Kompanzasyon Kontrol Edilen=Plant

C6zium: maksimum asma degeri verildigi icin buradan (Z;) sonUmleme orani hesaplanabilir.

100 _ 100
2+l %0S 2 i 8.10025921579431
100 100
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{=cos(0) > O=cos™({) > [0=51.340191745909912°|

$=CAO=180°—-0=128.65980825409008°| = |(|) =128.65980825409008°

Ayrica ayarlama suresinden faydalanarak, dogal frekans hesaplanir.

—In(0.02- 1—@2) —In(0.02- 1—@2) —In(0.02-\/1—0.62469504755442432)
T = 2> o =

’ C-o, " C-T. " 0.6246950475544243 -2.59960695396637

o, =2.561249694973144rad/s| >, a=-w,-cos(0) > a=-1.6 ve b=aw,-sin(6) oldugundan, bilinen

degerler yerine yazildiginda, (s:—1.6+2~j) oldugu goralur

. Root-Locus aci 6zelligi kullanildiginda,

Zm: (ZerosAngIes)j +92}—{ Zn: 6(PolesAngles) +9p} — 7180°

=1 i=1,i%c
[621+92]—[6p1+6p2+6p3+9p]=+180°
[20.323+62]—[55.008 +78.69 +106.699 + 6p | = +180°
6z—6p=-20.323+240.397+180° > 6z—6p =400.074

0z —0p =400.074-360 > 6z—0p=40.0741547317520390° > |0z—0Op =a =40.074°

a
PAZ =[0.=40.074°| > |BAO= % =64.329904127045°| > PAB=—=20.037077365876

o
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28' 66‘0

R

]
3.6

Yukaridaki sekilden de anlasilacag gibi (PAO) Uggeni g6z 6nune alindiginda;

POA=6=51.340191745909912°

¢+o  128.65980825409008 +40.074154731752039
2

PAO = - PAO=84.366981492921056°

Bir ti¢cgenin i¢ acilari toplami (180°) oldugundan dolayi, hesaplanmasi gereken (6p) agisi bu
Ozellikten dolayi kolaylikla bulunur.

(PAO) dcgeninin i¢ agilar toplami;
9p+(%+§)+9:180° > ep+(PAo)+e=180° > ep=180°—e—(PAo)

6p =180°—(51.340191745909912 +84.366981492921056 )

|9p =44.292826761169017°

Buradan pole deg@erinin gercek eksen Uzerindeki yerini belirlemek igin ilk dnce (pzﬁ) uzunlugu
hesaplanmalidir. Bunun icin;

b b b 2
o e - _ 9 - 9 =
sin(0p) P sin(Op) P sin(44.292826761169017°)

> |p=2.8639932112657438]|

PA p

pc=—p-cos(9p)+a = |p. =—3.649989540016306| oldugu goruldr.

(PAz) licgeni dikkate alindiginda:

0z=0p+a > 0z=44.292826761169017°+40.074154731752039°

|0z =84.366981492921056°| olarak hesaplanir.

Buradan zero degerinin gergek eksen uzerindeki yerini belirlemek igin ilk 6nce (z:ZTA) uzunlugu
hesaplanmalidir. Bunun igin;
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b b b 2
—_—=— 2 z= 2> z=
ZA 2 sin(62) sin(84.366981492921056°)

sin(0z) = > [2=2.0097048658190872]

2. =-2-c0s(0z)+a > [z, =—1.7972654244841264]

oldugu goruldr.

Tum uzunluklar bilindiginden dolayi, Kazang degeri (Kc) kolaylikla hesaplanir.

Hpoles ~(p1)-(p2)-(p3)-(p)

K= > K =

Hzeros (zl)-(z)

(2.4413111231467428)-(2.0396078054371163)-(2.0880613017821141)-(2.8639932112657438)

K
(5.7584720195551862)-(2.0097048658190872)

C:

K. =2.573033727840607 |

Asagida verilen grafikte matlab ile elde edilen sonuglar bulunmaktadir ve hesaplanan degerlerle ayni
uyumlu oldugu goérulmektedir.

Root Locus
AL e T T 0.2 013/ 0.0 7
5L s 2/ 5 |
. System: g i gl A :
4 . Gain: 2.58 g v S 4
o [OT e Pole: -1.6 +2i b / G e e
T LR Damping: 0.624 - e B .3
& ... Overshoot (%): 8.12 Sgemieanivis
o B Frequency (rad/s) 256 / o
£ 2-0.88 .z
OF—m- \/ SRR | —— SRR EE R —
System: g T~ System:g I ke S
4 Gain: 0 ) - Gain: Inf el s B EAL
_ Pole:-3.65 o ‘Pole:-1.8 et
2 ~0éDz:lmping:1 ... Damping: 1 R T W S
" Overshoot (%): 0 7. Overshoot (%): 0 S -
3l Frequerltf}rﬁ(rad/s): 3.65 3 i3 Frequs.ngy (rad{‘s_):v1 '8‘,_2»:.0._1,3_ b6
= | g | I N l I _\ 1= : [ 3|
-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Real Axis (seconds‘1)
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10.5.1.3 Misal

Asagida verilen kontrol devresinde maksimum asma degeri (%0S)= 20.78795763507624 ve
ayarlama suresinin (TS :4.023594781085255) olmasi igin sisteme ilave edilecek Lead Kompanzasyon

ile ilgili (z,, p,, ve K.) degderlerini hesaplayiniz.

R(s) +

.(s+zc)

g “ (s+p,)

Lead Kompanzasyon

1 C(s)
s-(s+1)-(s+5) -

Kontrol Edilen=Plant

Sekil 8: Lead kompanzasyonlu kontrol devresi

C6zUm: maksimum asma degeri verildigi icin buradan (C) sonumleme orani hesaplanabilir.

_In(%osj _In(20.7879576350762)
¢ = 10/ 5 (- 100 > [€=0447213595499958
2 |12 %0S » | |.2[ 20.7879576350762
n"+In n +In
100 100

{=cos(0) > 0=cos™(§) > |0=63.434948822922°|

Ayrica ayarlama suresinden faydalanarak, dogal frekans hesaplanir.

—In(0.02- 1—@2) —In(0.02~ 1—@2)
T = ®,= 20 =
¢ o, C-T, 0.447213595499958 - 4.02359478108525

|, =2.23606797749979rad/s| >, a=—w,-cos(0) > a=-2.23606797749979-cos(63.434948822922) ve

—In(0.0Z J1-0.447213595499958 )

b=w,-sin(6) oldugundan, bilinen degerler yerine yazildiginda, (s=-1+2-j) oldugu gérulur

77,
0 365

)

P 5 N 7 /

(®)]

%L é/
[®))
O

o

Sekil 9: Plant (izerindeki kutup ve sifirlarin hem boylarinin ve hem de agilarinin gbsterilmesi

Cozuman yapilmasi kolay hale getirilmis olur. Root-Locus agi 6zelligi kullanildiginda,
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Zm: (zeros Angles)j + 92} —{ Zn: 6(PolesAngles) + ep} — 7180°
J=1,j%c i=1,ic

6z—[0pl+6p2+6p3+06p]=+180° > 6z—[26.595+90+116.565+ Op]|=+180°
6z—6p=26.595+90+116.565+180° > 6z—0Op=233.130+180

0z—0p=413.130 > 0z—0p=413.130-360 > [0z—0Op = o = 53.130°
PAZ =|a.=53.130°]

CAO=180°-0=¢=116.565°| = [BAO= % =58.282525588539°

PAB =%=26.565°

C A
a 77
- J \6\
= / -
/// f
A ) A
5 - ; “‘ 18 O
SR ame i
B

Sekil 10: Kompanzasyonda kullanilan kutup ve sifir degerlerinin gergcek gésterimi
Yukaridaki sekilden de anlasilacagi gibi (PAO) ucgeni g6z 6nune alindiginda;

POA =0=63.434948822922°

¢+o 116.565051177078+53.130102354156
2

PAO =

- PAO=84.847576765617°

Bir Uggenin i¢ agilar toplami (180°) oldugundan dolayi, hesaplanmasi gereken (ep) acisi bu
Ozellikten dolayi kolaylikla bulunur.

(PAO) dcgeninin i¢ agilari toplami;

6p+(%+§j+6:180° > 6p=180°—(9+¢+7aj

116.565051177078 +53.130102354156
Op =180°—(63.434948822922+ j

2

Op=31.717474411461°
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Sekil 11: alfa ag¢isin AB agiortayi ile esit béliinmesinin gosterimi

Buradan pole degerinin gercek eksen uzerindeki yerini belirlemek icin ilk 6nce (p:ﬁ) uzunlugu
hesaplanmalidir. Bunun igin;

b b b 2
in(0p)=— -2 e S N
sin(0p) =23 =2 2 P sin(Bp)  © sin(31.717474411461°)

> |p=3.80422606518062|

p.=—p-cos(Op)+a > p.=-3.23606797749979-1 > |p. =—4.23606797749979

Oldugu goraldr.
(PAZ) ucgeni dikkate alindiginda;

02=0,+a = 02=31.717474411461°+53.13010235415598°

|02 =84.847576765617°| olarak hesaplanir.

Buradan zero degerinin gergek eksen uzerindeki yerini belirlemek igin ilk 6nce (z=ZTA) uzunlugu
hesaplanmalidir. Bunun igin;
b b 2

b
sin(02) oA 2 ° sin(0z) ‘ sin(84.847576765617°)

> [2=2.00811415886227|

z. =—2-cos(0z)+a > z. =—0.180339887498949-1 > |z =-1.180339887498949

oldugu goruldr.

Tim uzunluklar bilindiginden dolayi, Kazang degeri (K.) kolaylikla hesaplanir.

¢ —ii 3¢ (P1)(p2)-(p3)-(p)

C 1 C
HZGI’OS (Z)

(4.47213595499958)-(2)-(2.23606797749979)-(3.80422606518062)
(2.00811415886227)

=~
I
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K.=37.8885438199984

Kazang¢ degeri(=Gain) boylece hesaplanmig olur. Sistemin sonuclari gergek Root-Locus grafiginde
asagida verilmistir. Elde edilen sonugclarin, Matlab programiyla elde grafikle tamamen uyumlu oldugu
gOrulmustar.

Root Locus
35 _ iE:7 ; 74 3 f 056 03! / -
sfae - ’ Sen ' ) g =
5 ; ’ System: g
] T # ] Gain: 37.8
250 : g Pole: -1 + 2i ]
; ’ ’ Damping: 0.448
: ; 3, i Overshoot (%): 20.7
5 2;”55 ; L ) . . i - i :Frequency..(radlg.): 2.23 |
% 15— o
T |uEE
E ; _
1= L : —
System: g : - System: g E System: g
. Gain: 0 ; Gain: 0 Gain: Inf
" Pole:-5 : Pole: -4.24 . Pole:-1.18
e Damping: 1 S s - Damping: 1 Damping: 1 7
Overshoot (%): 0 ; Overshoot (%): 0 = .. Overshoot (%): 0 .
Frequency (rad/s): 5 Frequency (rad/s): 4.24 Frequency (rad/s): 1.18 .
il = i u- - = i) > ]
: i | o L B
5 5 -4 [E 2 i

Real Axis tsecunds'w)

Sekil 12: matlab ile elde edilen sonuglarin ayni oldugunun ispati

Kompanzasyon yapilmamis halinin Root-Locus grafigi karsilastirma amacli asagida verilmigtir.

Root Locus
! 064 ! is ! 034 06 ‘
— 2 paid
1.75
078
5l 15 o
System: g
2 Gain: 4.23 ] 125
T —_— Pole: -0.403 + 0.807i
s : Damping: 0.447 .
R Overshoot (%): 20.8 -
§ Frequency (rad/s): 0.902 ;
2 r 075
z 0.94
g
= System: g 05
05= Gain: 0 ‘ 7
0.985 Pole: -1
Damping: 1 ¢ 0z
Overshoot (%): 0 )
Frequency (rad/s): 1
0 u- —
025
nla 1 F | | |
2 1:5. -1 0 ) 1]

Real Axis (secunds'1)

Sekil 13: Kompanzasyon yapiimadan énceki hali

Goruldagu gibi “Lead kompanzasyon” yapilmadiginda ayarlama suresi artmaktadir. Diger kontrol
elemanlari icin de tasarim yapildiginda en iyi hangisinin oldugu daha rahat gorular.
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10.5.1.4 Misal
Asagida verilen kontrol devresinde (s:—2.5+1.5-j noktasinin root-locus olmasi igin, sisteme ilave

edilecek Lead Kompanzasyon ile ilgili (zc, p., ve K_) degerlerini hesaplayiniz.

[o

)
)
R(s) (s+2) (s+2) C(s)_

g " (s+p.) (s +1)

Lead Kompanzasyon Kontrol Edilen=Plant

C6zim: verilen (s:—2.5+1.5-j)nokta5| ve diger sifir ve pole degerleri kompleks dizlemde yerine

yerlestirilir. eztan-l(;;i) > [0=30.963756532073521°| > | =149.03624346792648°

7
/
/
/
/ =
//
/ ] *
/ -
‘ \ k

. Root-Locus aci 6zelligi kullanildiginda,

i (ZerosAngIes)j +62}—{ Zn: 6(PolesAngles) +9p} — 7180°

j=1,jc i=1,i=c
[621+62]—[6p1+6p2+6p]|=+180°
[108.435+62]—[135+168.69 + Op|=+180°
6z—6p=—-108.435+303.69+180° > Hz—6p =375.255

0z—-0p=375.255—-360 - 6z—0p=15.255° > |0z—Op=a=15.255°

a
PAZ =[0=15.255°] > BAO=§=74.5181217339632° > PAB=2=7.6275593515289

o
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Yukaridaki sekilden de anlasgilacagi gibi (PAO) ucgeni goz onune alindiginda;

POA =0=30.963756532073521°

¢+o  149.03624346792648+15.255118703057796
2

PAO = - PAO=282.146°

Bir tggenin i¢ agilari toplami (180°) oldugundan dolayi, hesaplanmasi gereken (6p) agisi bu
Ozellikten dolayi kolaylikla bulunur.

(PAO) uggeninin i¢ agilari toplami;
6p+(%+%j+6=180° > 0p+(PAO)+0=180° > 0p=180°~0-(PAO)

6p =180°—(82.146+30.964)

|0p =66.890562382434339°|

Buradan pole deg@erinin gercek eksen uzerindeki yerini belirlemek icin ilk dnce (p:ﬁ) uzunlugu
hesaplanmalidir. Bunun igin;
b 15

b b :
in(fp)=—== > p=——— > p= > |p=1.6308657919775447
sin(6P) ° sin(6p) b sin(66.890562382434339°) G |

o

P
=—p-cos(Bp)+a > |p, =-3.1400962673243331| oldugu goruiliir.

(PAZ) ucgeni dikkate alindiginda;

0z=0p+0a > 0z=66.890562382434339°+15.255118703057796°

|0z =82.145681085492143°| olarak hesaplanir.

Buradan zero degerinin gergek eksen Uzerindeki yerini belirlemek icin ilk dnce (z:Z_A) uzunlugu
hesaplanmalidir. Bunun igin;
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Sil"l(eZ):i:E > 7= b > 7= 15
ZA  z sin(0z) sin(82.145681085492143°)

> [2=1.5142051660844245|

2. =-2-cos(0z)+a > |z, =-2.7069233795315535)|

oldugu goruldr.

Tum uzunluklar bilindiginden dolayi, Kazang degeri (KC) kolaylikla hesaplanir.

petes - (p1).(p2) (0)
) ﬁzeros c (zl)-(z)

(3.5355339059327378)-(2.5495097567963922)-(1.6308657919775447 )

K =
(1.5811388300841898)-(1.5142051660844245)

C

K. =6.1400962673243322|

Asagida verilen grafikte matlab ile elde edilen sonuglar bulunmaktadir ve hesaplanan degerlerle ayni
uyumlu oldugu goérulmektedir.

Root Locus

051 0.54 7 07ae e
15 ;-9.355___
e . [ System:g
_ S Gain: 6.14 :
1 lenog : Pole: -2.5 + 1.5i .
S e System:g | Damping: 0.858 : G
Gain: Inf "\ Overshoot (%): 0.531 e
Pole: -2.71 Lo RO QUBNCYHIRGIS) 2 T || ung™ s,
i; D.sfu_-ges......__.._.. ... Damping: 1 W
5 Overshoot (%): 0
K} Frequency (rad/s): 2.71
2 0 - e T V)
2 System: g : :
£ Gain: 0
£ fsl-pges - Pole:-3.14
Damping: 1
Overshoot (%): 0 e
. _._:.0.98__ FrequencyFradls): 314
o 7-0-35'5_5"""
L e o
5 4 -3

Real Axis (seconds'1)

10.5.2Roo0t-Locus ile Lag Kompanzasyon (Lag Compensation with
Root-Locus method)

Lag (engelleyici, geriletici) kompanzasyon isminden de anlasilacag! gibi sistemi yavaglatan ters
yonde bir eleman ilave etmektir. Yani karmasik dizlemde gergek eksen lzerine bir tane kutup(pole)
ve bu kutup degerinden daha klguk olacak bir sifir (zero) ilave edilir. Diger bir ifade ile sifirin(zero)
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sag tarafinda kutup(pole) vardir ve konumlari (o<—><) seklindedir. Sisteme bunlar ilave edildiginde
yerleri tam olarak belli degildir ve hesaplama ile bulunur. Lag Kompanzasyon ;

(KC-(SJFZC)) , (2 <p.) (8.16)

(s+p.)

Seklinde ifade edilebilir. Kontrol devresinde kullaniligi agagidaki gibidir.

R(s) * (s+z.) 1 C(s)
g “ (s+p.) s-(s+1)-(s+5)
Lag Kompanzasyon Kontrol Edilen=Plant

Lag Kompanzasyon islem basamaklari asagidaki gibi sirasiyla hesaplanabilir.

1. ilk islem olarak, kontrol edilen eleman izerinde bulunan kutuplar ve sifirlar (Poles and zeros)
kompleks duzlemde yerlegtirilir.

-5 -1

2. Zamana bagli olarak ayarlanmasi istenen degerlerden (s=a+j-b) noktasi belirlenir. Bu

bizden istenen kriterlere baglidir. Maksimum asma degeri (%0OS) su olsun, ayarlama suresi
(Ts) bu olsun gibi...Buradan istenen Root-Locus noktasinin yeri belirlenir.

(s=a+j-b)

-5 -1

Bu nokta Root-Locus noktasi olduguna gore istenen sartlari saglamalidir.
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3. Yerleri bilinmeyen (z.) ve (p.) ayni kompleks diizlemde (o<«x) olacak sekilde asagidaki

gibi yerlesgtirilir. Ve istenen (s = a+j-b) noktasina poles ve zeros noktalarindan dogrular gizilir.

(>
N ‘x
_ -5 -1
Root-Locus metodunun temel ozelligi olan acl bagintisi,
{ > (zeros Angles)j + Gz} —{ Y 6(Poles Angles) + Op} =¥180° kullanilarak,
=1,j=c i=1,i%c

(Gz—ep = oc) acisi hesaplanir.

4. Diger saglamasi gereken bir sart da Kazang degeri ile buyukluk arasindaki,

LN I\/lz_“:(zeros lengths)

[ [(poles lengths)
5. Ayrica en iyi kazang degerinin yeri, (A_B) Aci ortayi ile saglandigi icin, bu a¢I agagidaki gibi

bagintisidir.

c=

ifade edilebilir.

¥=CAB=BAO PAZ =

B

Yukaridaki sekilde (PAB:BAZ:%j oldugu takdirde en iyi kazang degeri hesaplanmig olur. Boylece

bu U¢ sartin birlestiriimesiyle birlikte istenen dederler elde edilir. Sayet ¢6zim sonucunda sartlarin
saglanmadigi goérulirse bu da Lag(engelleyici, geriletici) Kompanzasyon ile bu sistemin kontrol
edilemeyecegi anlamina gelir, yani baska kontrol elemanlari denenmelidir. Asagida bununla ilgili
misaller verilmigtir.
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10.5.2.1 Misal

Asagida verilen kontrol devresinde maksimum asma degeri (%0OS)= 4.0 ve ayarlama suresinin
(T,=1.4s) olmasi igin sisteme ilave edilecek Lag Kompanzasyon ile ilgili (z, p,, ve K.) degerlerini

hesaplayiniz.

R(s) o (stz) 1 Cs)

- “~ (s+p.) s-(s+2)-(s+5)

Kontrol Edilen=Plant

Lag Kompanzasyon

C6zUm: maksimum asma degeri verildigi icin buradan (C) sdnumleme orani hesaplanabilir.

_In{%osj _In(20.7879576350762)
(= 100 = 100 > [=0447213595499958
2 |y 2 %0S » | |.2[ 20.7879576350762
7 +In " +In
100 100

{=cos(0) > 0=cos™(§) > |0=63.434948822922°]

Ayrica ayarlama suresinden faydalanarak, dogal frekans hesaplanir.

—In(0.02- 1—@2) —In(0.02~ 1—@2) —In(0.02-\/1—0.4472135954999582)

T = ®,= 20 =
C-o, G, 0.447213595499958 -4.02359478108525

o, =2.23606797749979rad/s| > a=-w,-cos(0) ve b=w, -sin(0) oldugundan, bilinen degerler yerine

yazildiginda, (s=a+b-j) noktasinin, (s=—1+2-j) oldugu goriliir. Bilinen degerler karmasik(sanal)
dizlemde gosterildiginde;

7 7
’;#5766\50

P %o %
S
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Zm: (ZerosAngIes)j +92}—{ Zn: 6(PolesAngles) +9p} — 7180°

=1, j#c i=1,ic

6z—[0pl+6p2+6p3+06p]=+180° > 6z—[26.595+90+116.565+ Op]|=+180°
6z—6p=26.595+90+116.565+180° > 6z—0Op=233.130+180

0z—-0p=413.130 > 0z—0p=413.130-360 > [0z—0p = o =53.130°
ZAP ={0. = 53.130°

CAO=1t1-0=¢=116.565°| > BAO=§=58.282525588539°

PAB =%=26.565°

ZOA =0=63.434948822922°

¢+o  116.565051177078+53.130102354156
2

ZAO = - ZAO=284.847576765617°

Bir ticgenin i¢ acilarl toplami (180°) oldugundan dolayi, (ZAO) (licgeni g6z 6niine alindiginda,

hesaplanmasi gereken (ez) acisi bu ozellikten dolayi kolaylikla bulunur.

(ZAO) ucgeninin i¢ agilar toplami;

ez+e+¢+T°°=180° > ez=1800—(9+¢+7“j

o :1800_(63.43494882292% 116.565051177078+53.130102354156]

2
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102 =31.717474411461°|

10.5.3Root-Locus ile PD(Oranti+Integral) Kontrol (PD Controller using

Root-Locus method)

PD kontrol elemani isminden de anlasilacagi gibi sisteme (Oranti+Diferansiyel) eleman ilave etmek
anlamina gelir. Yani karmasik dizlemde gercek eksen Uzerine sadece bir tane sifir (zero) ilave edilir.
Sisteme bunlar ilave edildiginde yerleri tam olarak belli degildir ve hesaplama ile bulunur. Lag

Kompanzasyon ;
[KC @] (8.17)

Seklinde ifade edilebilir. Kontrol devresinde kullaniligi agagidaki gibidir.

R(s) * (s+z) 1 C(s)
K. - =
g 1 s-(s+1)-(s+5)
PD Kontrol Kontrol Edilen=Plant

PD kontrol elemanin tasarimi oldukga kolaydir. Cunku sisteme sadece bir adet sifir (zero) ilave edilir
ve bunun yeri bilinmemektedir. Islem basamaklari asagidaki gibi sirasiyla hesaplanabilir.

10.5.3.1 Misal

Asagida verilen kontrol devresinde maksimum asma degeri (%0S)=4.0 ve ayarlama suresinin
(T,=1.4s) olmasi igin sistemde ileri yola ilave edilecek PD Kontrol elemant ile ilgili (z.) ve (K.)

degerlerini hesaplayiniz.

R(s) (s+z) 1 C(s)
K. - -
g 1 s-(s+2)-(s+5)
PD Kontrol Kontrol Edilen=Plant

C6zUm: maksimum asma degeri verildigi icin buradan (C) sonumleme orani hesaplanabilir.

- 100) .. 190/ - [£=0.715645689865545
2 2 %0S 2 2 40

n° +In T +InT| —

100 100

{=cos(0) > 0=cos™(§) > |0=44.3038591944085740°|

Ayrica ayarlama suresinden faydalanarak, dogal frekans hesaplanir.
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—In(0.02- 1—(;2) —In(0.02- 1—(;2)
T = > o = > o=
o . 0.715645689865545- 4.0

—In(0.0Z . \/1 —0.715645689865545° )

, =4.26277919067861rad/s|

Boylece (s:a+b-j) noktasi belirlenmis olur. Yani (s:-3.05063955465768+2.97739562974767-j)
oldugu gorulir. Bilinen degerler karmasik(sanal) dizlemde goésterildiginde;

Zm: (ZerosAngIes)j + Oz} —{Zn:e(PolesAngles)i} = T7180°

=1, j#c i=1

0z—[06p1+6p2+6p3]|=+180° > 0z—[56.7864 +109.4365 +135.696 ]| =+180°

O

-5

0z=301.919+180° > 0z=481.919° > 0z=481.919°-360 > |Gz:121.919080477703°|

Buradan zero degerinin gergek eksen Uzerindeki yerini belirlemek igin ilk dnce (zlzﬂ) uzunlugu

hesaplanmalidir. Bunun igin;
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\\U) \\ @ o
T e
\ 0 \ b( ?)
\ N9
\ \
\\ %\ (]
\ / \\ \
N AN ‘
A A Ye'
5 27 1196
sin(ez)=i:9 Sa= P 5 o 2I7I36IVAIET 13 56778846395386)
ZA 1l sin(0z) sin(121.919080477703°)

2. =—2l-cos(6z)+a > |z, =—1.19599803355253|

oldugu goruldr.
Tdm uzunluklar bilindiginden dolayi, Kazang degeri (KC) kolaylikla hesaplanir.

e @
[ zeros g
i=1
3.55877659904436)-(3.15732928435598)-(4.26277919067861
K —
© (3.50778846395386)

K. =13.6546334239220160

Kazanc degeri(=Gain) bdylece hesaplanmis olur. Sistemin sonugclari ger¢cek Root-Locus grafiginde
asagida verilmistir. Elde edilen sonugclarin, Matlab programiyla elde grafikle tamamen uyumlu oldugu

gOrulmustar.
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Root Locus
0B om 0% . 03 ! |
3t : . al =
0,91 System: g
Gain: 13.7 :
25 Pole:-3.05 + 2.98i - g
A Damping: 0.715 g : :
g Overshoot (%): 4.02
g 095 Frequency (radfs): 4.27 .
5 15¢ -
e b el ol S system:g
j i R S i Gain: Inf
0.995 P Meed R Y Polers1.2
o5k : Damping: 1
... Overshoot (%): 0
NI SR 3 gFrequency fradle)- ¢
5 5 y '. | 0 |

Real Axis (seconds‘1)

11. Durum Uzay Metotlari (State-Space Methods)

Kontrol sistemlerinde tek giris tek ¢ikis yerine (SISO=Single Input Single Output) birden fazla girig
ve birden fazla ¢ikis oldugu takdirde (MIMO=Multiple Input Multiple Output) ¢6ézimleri “Root-locus”
veya “Frekans Cevabl” ile yapilamamaktadir. Fakat Durum Uzay metodu ile gerekli analiz veya
tasarim yapilabilmektedir. Root Locus metodu ile kontrolun temel kavramlari anlasiimakta burada
ise daha ileri seviyede bir kontrol yapilabilmektedir. Durum Uzay yonteminde Genel C6zum olarak
asagida verilen matris esitliklerinin kurulmasi gerekir. “u” giris degiskeni ve “y” ¢ikis degiskeni, “x”
ise durum degiskenidir (state variable). Genel olarak durum uzay denklemi asagidaki gibi ifade edilir.

= [Ald + {B}-u
v} = [cl{x} + {pju
Burada [A] : (n x n) boyutunda sistem matrisi, [B] : (n x m) boyutunda kontrol matrisi, [C] : (n x n)
boyutunda sistem matrisi,

(9.1)

Bu denklemlerin ¢ozimunden c¢ikis degeri hesaplanabilir. Durum uzay degiskenleri bircok farkl
sekilde yazilabildigi halde, yani goOsterim farkli oldugu halde, transfer fonksiyonu degismez.
Bunlardan dort farkli gdsterim sekli asagida verilmistir.
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11.1 Durum Denkleminin Transformasyonu (Transforming the State

Equations)

Durum degigkeni x vektorunun z vektorune donusturalmesi agagidaki gibi yapilir.

{x}=[P){z} (9.2)
olsun. Buradan x durum degiskeni vektorunin zamana gore turevi alindiginda,

g =[Pl{z} (9.3)
Olur. Bu degerler Denklem (9.1) de yerine yazildiginda,

Pl = (APl + (8] 5
vp = [clPlzp + {o}-u

Denklem (9.4) soldan ([P]_l) ile carpildiginda,

PIlPHe = PUAIPH + PIB}u 5 {8 = [PI[AIPNE + [PI{B}u (g5
{v} [ClPizp +  {opu Y] [c]Pizt  +  {D}u
Bdylece farkli bir durum uzay denklemi elde edilmis olur. “u” giris ve “y” ¢ikis olduguna gore sistemin

transfer fonksiyonunu bulmak igin ilk dnce t uzayindan s uzayina gecilmelidir. Kolaylik olmasi
bakimindan baslangi¢ sartlari sifir kabul edildiginde Denklem (9.1) ,

Uy = (Al + {Bju
vy = [Clixy + {Dju

s-X(s) = [A]X(s) + {B}U(s)
Y(s) = [C]X(s) + {Dju(s)
(s1=[A])X(s)={B}U(s) (9.6)

Y(s)=[C]x(s)+{Dju(s)

Denklem (9.6) nin ilkinde X(s) degeri ¢ekilip ikincisinde yerine yazildiginda,

X(s)=(s 1= (A BIV(S) _, o retienr ATl (81 u(e] s fOhU(<
V)= s pjuge) TR B+ iuLs)

Y(s)=| C(s-1-A)"B+D |u(s) 9.7)
Buradan sistemin Transfer fonksiyonu TF( ):Z(J(_S; degeri
S
TF(s)=%=C(s~I—A)_1B+D (9.8)

Olarak hesaplanir. Bu 6zellik ileride 6z degerler (eigen values) hesaplanir iken kullanilacaktir.

Ayni transfer fonksiyonunu hesaplamak igin, Denklem (9.1) yerine Denklem (9.4) kullanildigi
takdirde ilk 6nce t uzayindan s uzayina gecilmelidir.

[Pls-z(s) = [AllPlz(s) + {B}-u § [Pls-2(s)-[A][P]2(s)=1{B}-u
Y(s) [c]lPlz(s) + {Dj-u " ¥(s)=[c][P]z(s)+{D}-u
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[P [P]s-2(s)-[P]"[A][PIz(s)=[P] " {B}U(s)
Y(s)=[c][P]z(s)+{P}u(s)

-1

2(s)=(s1=[P]"[A][P]) [P]" {B}u(s)
Y(s)=[c][P]z(s)+{Dju(s)

-1

Y(s)=[CP(s~I—P‘1AP) P‘lB+D}

Buradan transfer fonksiyonu,

TF(s)= Y(s) CP(s1-PAP) PB+D

U(s)

(9.9)

Seklinde elde edilir. Goruldugu gibi iki farkli transfer fonksiyonu oldugu halde bunlarin ikisi birbirine

1

esittir. Bunu ispatlamak igin, matrislerin temel 6zelliklerinden, {[N]fl[l\/l]f :([M][N])fl} ozelligi dikkate

alinarak Denklem (9.9) tekrar yazildiginda,
TF(s):CP[P(S-I—P‘lAP)]_lB+D
11.2 Direkt Programlama

Asagidaki diferansiyel denklem géz 6nune alinsin.
D+3

t)=——F———f(t
v(®) (D+1)-(D+2) (®)
Ele alinan diferansiyel denklemin payi 1 olarak alinip (xl) e esitlendiginde;
1 1
. — eya =——f(t
“ (D+1)-(D+2) (t) ey 7D 43.D+2 (®)

elde edilir. Denklem (9.10) yeniden yazildiginda;
y(t)=(D+3)-x, =%, +3:x,

elde edilir. Verilen sistem ikinci mertebeden oldugu igin, x2 terimi tanimlanmasi gerekir ve;

X, =X, alindiginda;
y(t)=x,+3-x,

elde edilir. Elde edilen denklemler;

e el R R

bicimde matris formunda ifade edilmek istendiginde Denklem (9.10);
X, +3-%, +2-x, =f(t)
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seklinde de ifade edilebilir. Elde edilen denklemi, Denklem (8.5) ‘ deki bicimde matris formunda ifade
edebilmek i¢in X, teriminin kaldirilmasi gerekir. Yani x, =X, alinmahdir. Ayrica x, terimi igin de

x, =x, alinmalidir. Boylece denklem;
X, +3x,+2x, =f(t) veya

X, ==2x,=3x,+f(t) (9.16)
halini alir. Bundan baska x, =x, idi. Buna gore Denklem (8.3) ‘ de;

y(t)=3x, +x, (9.17)

seklinde yazilmisti. Bu denklemler matris formunda;

{2}:[_02 _13}{:}{2}‘"0) (9.18)

y(t)=3x, +x,={3 1}{)(1} (9.19)

X,

olarak elde edilir. Sistemin blok diyagrami ise asagidaki bicimde gosterilebilir.

X1

2

fit) -+

><§ X T X=Xy )i Xa 3 + y(®

Xy

11.3 Paralel Programlama

Bu metotta diferansiyel denklem pargalara ayrilir. Ayni diferansiyel denklem g6z 6nune alindiginda;

D+3 2 1
elde edilir. Burada;

D+1 D+2

1

alindiginda denklem;
y(t)=2x,-x, (9.21)
halini alir. Denklem (9.20) , ayni zamanda;

+x, =f(t) ve  X,+2x,=f(t) veya
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x, =—x, +f(t) ve x, =—2-x, +f(t) (9.22)
olarak da ifade edilebilir. Denklem (8.13) ve Denklem (8.14);

{){:}{—01 _OZHZ}*{i}f(t) 9.23)

X
y(t)={2 —1}{ } (9.24)
XZ
seklinde matris formunda da yazilabilir. Denklem (9.20) genel hale getirildiginde;
x:ﬂ olur. Ayrica;
D+a
x+a-x=f(t) veya x=—a-x+f(t) seklinde de ifade edilebilir. Bu denkleme ait
blok diyagrami;
fit) -+ X X

= f =

a

seklindedir. Sisteme ait blok diyagrami ise;

fty - X1 X1
| 2
Jr
f(t) y(t)
] 1 =—-—-
Jr
f(t) + X2 Xo
S -1
o R E—
seklinde ifade edilebilir.
11.4 Seri Programlama
n. mertebeden bir diferansiyel denklem g6z 6nune alinsin.
(D"+a,-D"" +....+a,,-D+a,)-y(t)=(b,-D" +b,-D"? +....+b_,-D+b, )-f(t) (9.25)

ve x,=y(t) olsun. Buna gére direkt olarak matris formu;
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x| [-a, 1 0 .. 0][x,] (b,
X, -a, 0 1 .. 0]|x, b,
= e e e e b (1) (9.26)
X.] [-a, 0 .. .. 0](x, b,

seklinde ifade edilebilir. Buna gore daha once incelenen diferansiyel denklem g6z Onlne
alindiginda;

(D*+3D+2)y(t)=(D+3)-f(t) (9.27)
dir. Burada gerekli olan katsayilar;

a,=3,a,=2,b,=1veb, =3 tur. Denklem (8.19), Denklem (8.18) seklinde yazilmak istenirse;

bt oftefofo 62
=2 o)

olur. Denklem (8.20) ve Denklem (8.21), Denklem (8.19) ‘ u saglamaktadir. Ayrica Denklem (8.20)
den asagidaki ifade yazilabilir.

} (9.29)

X,

X, ==3x, +x, +f(t) (8.22)
X, =—2X, +3-f(t) (8.23)
Denklem (8.22) ‘ nin tlrevi alinip Denklem (8.23) * de yazilirsa;

%, ==3% +%,+f(t)

X, =X, +3% — f(t)=-2x,+3f(t)

X%, +3% +2x, = f(t)+3f(t) olarak elde edilir.

Burada x, =y’ dir. Ancak x, #x, dir. Sisteme ait blok diyagrami ise asagida gosterilmistir.

f(t) 4 X xp+ L% X1=Y(1)
2 2 1 1-
% 3 >@ S >CA) = =

11.5 Genel Programlama

Asagidaki diferansiyel denklem géz 6ntine alinsin.
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(D”+aH-D”’1+...+a2-DZ+a1-D+a0)-y(t):(D”+bH-D”’1+...+b2-Dz+b1-D+b0)-f(t) (9.30)

Bu metotta, goz dnlne alinan diferansiyel denklem asagidaki bicimde ifade edilir.

2] [ o 1 o0 - 0] x, h,
X, 0O 0 1 - 0| x, h,
D=l : Do : +9 1 f(t) (9.31)
X, 1 0O 0 © 1%, h, .
X, ] |38 —a, —a, —a,, || X, h,
Xl
X2
y={b, b, -+ b b} (9.32)
anl
Xn

Denklem (9.31) * deki hi katsayilart,
h,=b, —a, ‘b,

h,=b,-a,-b,—a,-h,
h,=b,—a,-b,—a,-h,—a, -h,

—an 'hl —an 'hz —eemar N

Ayrica y = x1 olarak tanimhdir. Yine ayni diferansiyel denklem g6z 6nune alindiginda;

y(t)z% > (DZ+3-D+2)-y(t):(D+3)-f(t) > (DZ+a1-D+a0)-y(t):(b1-D+b0)-f(t)

elde edilir. Denklemin katsayilari ise;

ao=2,a1=3,bo=0, b1=1ve bz =3 olarak elde edilir. Buna bagli olarak g6z éntine alinan denklem,
Denklem (8.25) formunda asagidaki bicimde yazilir.

X 0 1 1
i L () (9.33)
X, -2 =3|(X, 2
y_{l 0} (9.34)
XZ
Denklem (9.33)’ in agilimi yapildiginda;
>'<1=x2+h1-f(t)
X, =X, +h,-f(t)
Xy =—a,X, —a, X, —a, ‘X, +h, -f(t)

denklemleri elde edilir. Genel denklem icin blok diyagrami asagidaki gibidir.
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f(t)

>
w
>
N
>
N

é& X X + )L+ X X +
3 3 2 2
) S 1 = S 1

A

i
C +
—
X
[
<

Ayrica goz onune alinan ornek i¢in asagidaki denklemler elde edilir.
X, =x,+f(t)
X, =—2x, —3X,

ve g6z 6nune alinan diferansiyel denklem igin blok diyagrami ise asagidaki bigimdedir.

f(t)

. + .
X X + gL X X1=Yy(1)
O - S - N ' 4 T -

\

—~

Jr

o/ N
Bu sekilde ayni diferansiyel denklem dort degisik metotla uygulanarak ¢ozulmustir. Her metot igin
elde edilen blok diyagramlari farkli gérinse de transfer fonksiyonlari birbirinin aynidir.
11.5.1Uygulama

Asagida verilen ve kutlesi ihmal edilen bir el arabasi Uzerindeki kutle-yay-sonumleyici sistemin

durum uzay denklemini genel programlama metoduna gore olusturunuz. Giris degiskeni u ve ¢ikis
degiskeni x dir.
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u,u,u

X, X,X

E——

m

K
AV VAV
]

b

@) @)

O /

Co6zum: Newton prensibine gore hareket denkleminin yazilabilmesi icin( x>u) kabul edildi. x

yonunde kuvvetler dengesi yazildiginda, sisteme ait denge denklemi; YF=m-d olmahdir.

k-(x—u)
e — d2X
m %m'd_z
< t
dx du
b.| —-——
dt dt
—k-(x—u)—b-(x—0)=m-X (1)
5&+£-x+5.x:£-u+5-u
> m-X+b-x+k-x=b-u+k-u > m m m m

dt? m dt m m dt m 2)

Genel programlama sartina gore katsayilar;
=X X, =X, 3)

Xy=e X =Y = sekinde lgili olmalidir,

Bize 3 tane denklem lazimdir. Bunlar,
Denklem (3) den,
X=X, veya katsayilarin anlagiimasi igin,

X, =0-x,+1-x,+0-u

(4)

yazilabilir.

X =X degeri, denklem (2) de yerine yazildiginda,
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)'(+b X, + x—b u+—-u
! ! ! X2=X19X2:X1

m m m m
. b .k b . k . b . k b . k
X, +— X, +—x,=—U+—Uu X,=——X —— X, +—U+—-Uu

m m m m > m m m m (5)

haline gelir. Denklem (4) ve (5) matris seklinde yazildiginda,

b
. 0 1 -
X, m
P . k (bj
m - =
m \m
a,=1, 011:2, azz—
m m
bO:O,blzﬁ,bzzi
m m

olarak elde edilebilir. Denklemdeki X'in birinci ve ikinci mertebeden turevlerinin Laplace’lari agagidaki
bicimde elde edilir.

dZ
L{dt }—s -X(s)—s-x(0)—x(0) L[%}S-X(S)—X(O)

Baslangig sartlar sifir olarak alindiginda, genel denklem asagidaki bigcimde yazilabilir.

[sz-X(s)—s-ﬂﬁf—}éﬁf]+%-[S-X(s)—}(€fﬂ+£-X(s):%-[s'u(s)—ywﬂ+£-u(s)

[52+és+£j-X(s)=(£s+£j-U(s)
s m m m

Genel programlama sartina gore katsayilar;

, 0, =

a,=1, 0, = 2

, b, =

3| 3=

b
m
b
m

seklindedir. Genel denklem,

e, S maafy

h,=b,—a,b, _b
Buna gore;

2
h=b,-ab, a5 D0 K[ )
m mm m\m

seklindedir. Elde edilen katsayilara gore sistemin denklemi;
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) 0 1 —
X, X, m
olarak elde edilir.

11.5.2Uygulama

Asagida verilen ters sarkag (pendulum) sisteminin matematiksel modelini g¢ikariniz ve transfer
fonksiyonunu elde ediniz.

y A
D
A

=

u —

— vV M- F— :
M F.=c-X
Q O X

—
Sarkag¢ gubugunun agirlik merkezini ifade eden x ve y bilesenleri;

F=T 48, =x-T—L~sin(9)-T+L-cos(9)~] xg =x—L-sin(0)| |y, =L-cos(0)

ve , seklindedir.

Sarkac¢ gubugunu taglyan arabanin yatay yonde kuvvet dengesi igin Newton prensibi kullanildiginda,
asagidaki esitlik yazilabilir.

2F=M3d u-H-F=M-% 5 [MitcxtH=u] (1)

Arabanin dusey yonde kuvvet dengesinden ise yarar bir esitlik yoktur. Bu ylzden yazilmadi. Ters
sarka¢ gubugunun yatay yondeki kuvvet dengesinden asagidaki denge sarti yazilabilir.

D E=m:(3,), N Zﬁx=m-(aA+5BA)xQZE:m-(aﬁa;ﬁa;A)x Ly 2R =m (K a, +3,)

Zﬁx=m-(5€+[m2~L]x—[a~L]x) N H=m-[X+5QA-sin(O)—ééA-cos(e)}
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ol . Y . -2. i —_— ..'- H ~ ~ b
H=m.[¥+1-6 5in(6)-L-8-cos(6) Kiglk ag degerleri igin; sin(0)=0 cos(0)=1 o .60

H:m-[mL-%—L-é-l]

alinabileceginden;

|H:m-S€—m-L-é| (2)

Denklem (2) de elde edilen H kuvveti, Denklem (1) de yerine yazildiginda;

M-X+c-Xx+H=u 5 M-X+c-x+m-X-m-L-0=u

(I\/I+m)-5€+c->'<—m-L-é=u

3)

olur. Sarkacin A noktasina gére moment dengesi igin;

DM, =l,-a N m-g-L’sin(G):—m-X'[L-cos(G)]+m-at-L+IG-é

m-g-L-Oz—m-i('-L-1+m-at-L+IG-é N m-g-L-6:—m-X-L+m-(é-L)-L+IG-é

(m'LZ+IG)'é—m'g-L-9=m-L'5{

m-g-L-6=-m-L-X+m--0+5-0

(4)

yazilabilir. Denklem (3) ve (4) Ters sarkag sisteminin hareket denklemidir. Yani

(M+m)~5<'+c‘>'(—m-L-é=u

(m-LZ+IG)-é—m-g-L-6:m-L-5('

denklemleri sistem igin yeterlidir.

Girig degeri arabaya uygulanan u(t) kuvveti ve ¢ikis degeri e(t) acisidir. Baslangig sartlari sifir kabul
edilerek Denklem (3) ve (4) e sirasiyla Laplace donusumu uygulandiginda;

(M+m)-%+c-x—m-L-B=u

(M+m)- [ s —/@ /Q@’ﬂ+c [ MJ—m-L-[G(s)-sZ—%-s—%Jzu s
(M+m)-| X(s 2]+c-[X(s)-s]—m-L-[G(s)-sZJ:U s
(M+m)-

M+m)-X(s)-s*+c-X(s)-s=m-L-s*-6(s)=U 9 [ (M+m)-s +c.s]-X(s)—m-L-sz-e(s):U(s)

[(M+m)'sz+c-s}

e(S):[(M+m)-sz+c-s]x(s)—u(s) 6(s)=— U(s) N X(s)

m-L-s’ BN m-L-s’ m-L-s’ (5)

Giris degeri U(S) ve ¢ikis degeri 9(3) oldugu icin, X(S) yerine degerinin yazilmasi gereklidir. (4)
nolu denklemin laplace’r alindiginda;

(m-LZ+IG)-é—m-g-L-9:m-L-$('

(mL+I [ s—/éﬂ’j /Qﬁﬂ m-g-L-0(s [(s)-sz—w-s—w}

(m-L2+IG)-6(s)-sz—m-g-L-O(s):m-L-sz-X(s) 5 m-L-sz.X(s)=[(m-L2+IG)-sz—m-g~L]~6(s)
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X(S):[(m-LZJrIG)-szZ—m-g-L].e(s)

Elde edilir. Denklem (6) daki X(s) degeri, Denklem (5) de yerine yazilip sadelestirildiginde;

U(s) (M+m)-sz+c~s_ _(m-L2+IG)~sz—m-g-L_

> T 2 - 2 ‘-9(5)

9 = —
(S) ‘S m-L-s m-L-s

-L-
0(s) (m-L)-s
TF(s)= )

U(s [m LM+ (M+m)]-sa+[L2-m+IG]~c-sz—[M+m]-m~g~L~s—m-g-c~L

m-

o(s) _ s

U(S) {L-MHG-(MH-SH{ s ]c-sz—[M+m]'g-S—g-c

m-L m-L
Sayisal degerler kullanildiginda; M=0.5kg, m=0.2kg, ¢=0.1, 1c=0.006, g=9.8m/s?, L=0.3m
0(s) s B s

U(s) 0.22-s°+0.04-s*~6.867-5-0.981 (s—5.567955609)- (s+5.606942129)- (s +0.1428316617)

S

TF(s) =
(<) (s—5.567955609)- (s +5.606942129)-(s+0.1428316617)

X(s) m-g'L—(m'LZJrIG)s2
U(S)_(m'LZ'|V|+|G~|V|+|G-m)-s4+(m-L2-c+IG-c)-s3—(L-M-g.m+|_.g.m2).52_(g.c.m.L).S

Bu sistemde Agly1 dengelemek oldukga kolaydir. Fakat X(s) mesafesini dengelemek o kadar kolay
degildir. Transfer fonksiyonunda, U¢ kutup ve bir sifir bulunmaktadir. Root-Locus grafigi asagidaki
gibidir.

Root Locus

--0.34-

046 .

082,

Imaginary Axis (seconds™)

TR 024 047 u_m;' 0.0
-2 -1.5 =1 -0.5 0 0.5 1

Real Axis (seconds'1)
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Bu problemin ¢6zimune bir PID kontrol elemanlari uygulanabildigi gibi ileri ve geri kazang¢
saglayicilar (lead and lag compensator) uygulayarak da dengeleme yapilabilir. Root-Locus ¢6zimu
burada etkin olarak kullanilabilmektedir.

11.5.3Uygulama
Asagida verilen Otobus-sUspansiyon sisteminde sadece bir tekerlegin matematiksel modelini
tekerlek (w=10cm) lik bir yiikseklikten gegctiginde 5 saniye (settling time=ayarlama suresi) igerisinde

(Xl_XZ) ¢ikis degerinin (output) en fazla (overshoot) (%5=10cm-%=0.5cm:5mm)olma3| icin PID

kontrol ile (Kp+%+Kd-s) oranti, integral ve diferansiyel katsayilarini hesaplayiniz.kurup hareket
denklemini ¢ikariniz ve buradan durum uzay denklemini elde ediniz. Bunun i¢in agagidaki sayisal
degerleri kullaniniz.

N-s

N N N-
( m, =2500kg,m, =320kg , k,=80000—, k, =500000—, b, =350~ b, =15020~—)
m m m

m

R s | Y. Y [ ¥ ¢ _— \
|

i

‘ I

i

‘ ‘ | I
| <1 i | ‘ !

O O

Otobiis sispansiyon sistemi modeli

| X Body Mass

C6zUmun Newton prensibine gore yazilabilmesi igin, araba tekerinin w ylUkseltisine vurdugu anda
(w>x,>x,)

kabul edilerek otobus hareket denklemi;

k- (%, =%, )+ b, (X, — X )+u=m,-X, veya
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—ky (%, =%, )= b, - (X, =X, ) +u=m, - X, 1
1)
Seklinde yazilabilir. Benzer sekilde sispansiyon sistemi igin hareket denklemi,
ky-(w=x,)+b,-(w—x,)—k,-(X, =X, )—b,-(x,—x,)—u=m, -,
Veya,
ky-(w=x,)+b,-(W—=x%,)+k,-(x, =X, )+b,- (X, —X,)—u=m,-X, )

Yazilabilir. Butin baglangi¢ sartlari sifir kabul edilerek, t uzayindan s uzayina gegilip, Laplace
doénusimu yapildiginda, Denklem (1) igin,

—ky (%, =X, )= b, (X, =X, )+u=m, - X,

k- ( S 2 ) 1 ([ _M}_[S'XZ(S)_MJ)+U m, [ /r@ /rfdﬂ
—k, (X, (5)=X,(5))=by-(s- X, (s) =5 X, (5))+u=m,-s*-X,(s)

m,-s ~X1(s)+k1-(Xl(s)—Xz(s))+b1-(5~X1(s)—s~X2(s))=u

[m,-s*+b,-s+k, |- X,(s)=[b,-s+k]- X, (s)=U(s) @)
Benzer islemler (2) nolu denklem igin de yapildiginda,

ky (W=, )+ by (W =3, )+, (%, =%, ) +b, (%, =%, ) —u=m, %,

by Wy X, by Wby X, kX, kX, by Xy = by b u=m, | 87X, ()= W 240 |

ko W(s) =k, X, (5)+b,| s-W(s)— wko] |-b, [ = X407 |k X X, (s)
ALl S
~(by-s+k)- X, (s)+] m,- s> +(b, +b,)-s+(k, +k,) s] L(s)=(b,-s+k,)-W(s)-U(s)

Veya

~[by-s+k, ) X, (s) [ m, 8> +(by+b,) -5+ (k +k,) |- X, (5) =[b, - s+, ]-W(s)~U(s) @

Elde edilir. 3 ve 4 denklemleri matris seklinde yazildiginda;

(mys by stk ~(by-s+k,) HWH u(s) }

~(by-stk)  (mys +(b+b,) s+ (k k) [X(5)] (B s k) W(s)-U(s)
oldugu gorulur.
12. Frekans Tepkisi Analizi (Frequency Response Analysis)

Kontrol sistemlerinin davranisini belirlemek igin kullanilan usullerden birisidir. Bunun anlasilabilmesi
icin bode grafiginin bilinmesi gereklidir.

12.1 Bode Grafigi (Bode Diagram)

Frekans tepkisinin (cevabin) logaritmik bir gosterimidir. Ayni zamanda kazang (gain) ve dogal
frekansin élgimunu de saglar.

153




Otomatik Kontrol Ders Notlari, Pamukkale Universitesi, Z.Girgin

Pratikte gucun, decibel biriminde, (%j luk artisinin buydkliga asagidaki sekildedir.

H(j- )], =10-log,, {E—ZJ (10.1)

1

Ayni zamanda gug Voltaj ve Direng cinsinden; P:V? olarak da ifade edilmektedir. Buradan;

2
2

- R . v; 2 . v,
|H(J'(D)|db:10'|oglo Vllz > ‘H(J' c)‘db 0 |0g10£v_22 j 10#0310'% ~> ‘H(J'w)‘dbzlo-logm(vz)
1 1
R

<

o) =20-log. | 2
‘H(J-m)‘db =20 |Og10(v j (10.2)

1

Bundan dolayi, herhangi bir G(s) fonksiyonunun M “Bode buyukligud” veya “logaritmik buyuklGgu”
asagidaki gibi tanimlidir.

M=|G(j-®)|, =20-log,|G(j-®)| >M=20-log,,|A (10.3)

db

Transfer fonksiyonunun Bode grafikleri iki resimden olusur ve bunlar alta alta gizilir. Birincisi; dogal
frekans w ya goére Logaritmik Buyuklik M dir. Ikincisi; yine dogal frekansa gore faz agisi 6 dir. Yatak
eksende her zaman dogal freans w bulunur.

Bode grafiginin ¢izilmesi

m m

G(s):K-w eG(j-o\)):K-g(j'm_'—Zi):(?.0\)4-21)'(]:.0\)4-22)..”(j"m-'_zm):A,ej'm (104
H(S+pj) H(J‘.OH_pJ) (J-(o+p1).(J.o)+p2)....(J.co+pn)

Buradaki A buyuklugu,

ﬁ‘(j-(o+zi)‘

A=K L——— (10.5)
1:[(]-03+pj)‘
L
denklemiyle ve 0 faz acisi ise,
m n 1
0=)> L(jo+z )+ ) L—— 10.6
2 Ao+ )+, Ty (10.6)

denklemiyle ifade edilir.

13. Matlab Control System Toolbox

Matlab ile bu iglemler kolaylikla yapilabilmektedir.
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13.1 Model baglantilan (Model Interconnection)

13.1.1feedback

sys=feedback(g1l,92): negatif geri beslemeli sistem.
sys=feedback(g1l,92,-1): negatif geri beslemeli sistem.
sys=feedback(gl,92,+1): pozitif geri beslemeli sistem.

13.1.2parallel

sys = parallel(sysl,sys2)

sys = parallel(sysl,sys2,inpl,inp2,outl,out?)
sys = parallel(sysl,sys2,'name’)

13.1.3series
sys = series(sysl,sys2)
sys = series(sysl,sys2,outputsl,inputs?)

sys

sys2 Y

_g| sYST Y1 Ug
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