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1. Diferansiyel Denklemlere Giris

Diferansiyel Denklemler, dinyadaki birgok fiziksel olayin matematik modeli, ortaya
cikartildiginda, karsimiza = c¢ikmaktadir. Bunu akiskanlar mekaniginde bir sivinin
hareketinden tutun (Navier-Stokes denklemleri), mukavemette bir kirisin egilmesi ve
titresimi veya bir kolonun burkulmasi gibi bircok problemin ¢6zimu aslinda diferansiyel
denklemin ¢ézimudur. Bu konu ile ilgili bazi temel kavramlarin da dnce iyi bilinmesi
gereklidir.

1.1 Diferansiyel Denklemin Tanimi

Oyle bir denklemdir ki; kendisi, kendisinin birinci veya daha fazla tiirevleri ve/veya bazi
degisken ve sabitleri ihtiva eden bir denklemdir. Matematik diliyle ifade edilmek
istenildiginde asagidaki gibi;

F(x,y(x),dﬁ(xx) , ddyz((zx) ,...,d;);(:()ch, X € R = (—o0,+0) (1.1)

gibidir. Ozel ¢ézimi icin baslangic veya sinir sartlarinin verilmis olmasi gerekir ve
asagidaki sekilde ifade edilir.
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Bir diferansiyel denklemdeki en blylk tireve, o diferansiyel denklemin mertebesi denir
ve bu diferansiyel denklemde bulunan en yiksek mertebeli tirevin lssine de, bu
diferansiyel denklemin derecesi denir.

Asagidaki misalleri inceleyiniz.

3d—y+2y=sin(x) (1. merteben, 1. dereceden diferansiyel denklem)
dx

d’y ’ dy\’

—2 | | 2| +2y° =x (2. merteben, 5. dereceden diferansiyel denklem)
dx? dx

4

%=q(x) (4. merteben, 1. dereceden diferansiyel denklem)

Yukarida verilen misaller, sadece bir dediskene (x) bagh oldugundan “Adi Diferansiyel
Denklem (ADD)” olarak adlandirilirlar. Degisken sayisi birden fazla oldugu takdirde
“Kismi Diferansiyel Denklem (KDD)” olarak adlandirilirlar. Ayrica, bir diferansiyel
denklemdeki bagimh dedisken ve tim tlrevleri birinci- dereceden ise, diferansiyel
denkleme “Lineer Diferansiyel Denklem” denir.

Eder bagiml degisken ve/veya degiskenin tim tirevlerinden biri bile ikinci veya daha
ylksek dereden ise buna “Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem” denir ve bu tir
denklemlerin analitik ¢6zUmuUu zor veya daha henliz bulunamadidindan, sayisal ¢dzim
yoluna gidilir.

Bundan sonraki islemlerde nokta (-) zamana gore turevi ifade edecektir.(yz%)

dy
dx
diferansiyel denklem tlrl, aciklamalariyla birlikte verilecektir. Diferansiyel denklemin
¢b6zimuinden katsayil (c, ¢ci, c2, gibi) olarak elde edilen ¢6ziime “"Genel Co6ziim” denir.
Diferansiyel denklem ile birlikte verilen baslangig veya sinir sartlarinin yerine yazilmasiyla
elde edilen ¢dziime “0Ozel Coziim” denir ve bu ¢dziimde, ¢, c1, ¢z, gibi katsayl bulunmaz.
Bunun yerine say! ve/veya sayilar bulunur.

Ve y'= (x e gore tlrev olarak algilanacaktir. Asadida sirasiyla her bir

1.2 Genel Coziimden Diferansiyel Denklemin Hesaplanmasi:

Genel ¢gbzimden diferansiyel denklemi hesaplamak icin 2 yol vardir.

1.Yol:

Denklemin turevi alinarak ¢éztme gidilir.
Misaller:

1. Misal:

y=c¢-x* denkleminden, diferansiyel denklemi hesaplayiniz.

Cozim: y'=2c-x > c=2y—x Bu deder genel ¢c6ziimde yerine yazildiginda;
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y=2--x> > X’y —2x-y=0 > y'—;y:O

2. Misal:

y=c,-x*+c,-x* denkleminden diferansiyel denklemi hesaplayiniz.
CozUm: Genel ¢ozimdin 1. tlrevi alindiginda; y'=2c,-x+3c, - X
ve 2. tlrevi alindiginda; y”"=2c, +6c,-x

dederi elde edilir. 3y—x-y'dederi ile —y'+x-y” dederi alt alta yazilip toplandiginda;

-3. y = ¢,-X*  +c,-x° -1 y' = +2C,-X < +3c, X’
4X- y' =  2cx +3c, X +X - y” = +2¢;  +6C,-X
+ \X-y'—Sy = —¢,-X° 0 + ‘X'Y"—y' = 0 +3c, - X’
c1=3y_# ve c2=u elde edilir. Bu dederler genel ¢oziimde vyerine

X 3x°
yazildiginda;

yzw.xz+u.x3 > y=3y—X-y'+X.y _y-X

X 3x° 3
By —3-X-y'+(x-y'—y)-x=0 > x*-y"'—4x-y +6y=0
seklinde genel ¢bézime ait diferansiyel denklem elde edilmis olur.

2.Yol:

Genel gbzimde kag tane sabit varsa o kadar tlrev alinir ve denklemin determinanti sifira
esitlenerek diferansiyel denklem hesaplanir. Bu usul daha uygundur.

3. Misal:

y=c-e* genel ¢éziminden diferansiyel denklemi hesaplayiniz.

{y € }:0, = y-e—-y-e=0 = y-y=0 elde edilir.

y! eX
4. Misal:

y=c,-x*+c,-x* denkleminden diferansiyel denklemi hesaplayiniz.

Cozuim: Genel ¢ozimin 1. turevi alindidinda; y =2c,-x+3c,-x*> ve 2. tlrevi alindidinda;
y"=2c, +6¢c,-x degeri elde edilir. Bunlar (3x3)Iluk

y x* X
determinantta yerine yazildiginda; y' 2x 3x°|=0
y" 2 6X

y(12x* —6x%) - y'(6x° —2x°) +y"(3x" —2x*) =0
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y-6x>—y-6x3+y"-x*=0 > [y.6—y'-4x+y”-xz]-X{=0

2 o m ’ " 4 / 6 ili

X y'—4x-y'+6y=0 > y'——-y'+—-y=0 elde edilir.
X X

5. Misal:

Genel ¢oézimi y=c,-e'+c,-e' olan y fonksiyonunun diferansiyel denklemini
hesaplayiniz.

Cozim:
y eZt e—3t
y 2e 3 |=0 > y(18et+12e)-y(9e " —4et)+y(=3e ' <2¢)=0
y 4e” 9™

y(30e™)-y(5e")+y(-Be')=0 >  30-e'-y-5e'y-5e'-y=0

(5-y+5-y—30-y)-9/(:0 > y+y—-6-y=0 seklinde diferansiyel denklem elde
edilir. Veya y=cl~e2't+cz-e‘:th fonksiyonunda kokler bilindiginden karakteristik denklemden
yararlanarak diferansiyel denklem bulunabilir.

(r-r)-(r-r,)=0 >  (r-2)(r+3)=0_. >  r’+r-6=0 >
y+y—-6-y=0 oldugu goraldr.

2. Aynlabilir Diferansiyel denklemler ve uygulamalan (Separable Differential

Equations and their applications)

Tanimlama:

Bir diferansiyel denklemde badimli dediskenler (genellikle y) bir tarafta ve bagimsiz
dediskenler (genellikle x) bir tarafta kalacak sekilde, cebirsel olarak yazilabiliyorsa,
integral alinarak fonksiyon hesaplanabilir ve buna 1. mertebeden ayrilabilir diferansiyel
denklem denir.

Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem x ve y ler bir tarafta olacak sekilde
ayrilabiliyorsa buna ayrilabilir diferansiyel denklem denir.

Diferansiyel Denklemlerin en basit halidir ve Birinci mertebeden degiskenlerine ayrilabilir
diferansiyel denklem:

A(x)-dx+B(y)-dy=0 (2.1)
seklinde tanimlidir. Her iki tarafin integrali alinarak ¢ézim yapilir.

J.A(x)-dx+.|.B(y)-dy:c (2.2)
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Burada c integral sabitini gostermektedir.

2.1 Misal:

Asagidaki diferansiyel denklemin genel ¢ozimini hesaplayiniz.
d—y=2-x-y > d—y:2-x-dx > [ljdy—(Z-x)dx:O

dx y y

Her iki tarafin integrasyonu alinmasiyla

I(%j‘dy—f(Zx)-dhc > InGy)=xtre

Elde edilir. Exponansiyeli alindiginda (e Gzerili yazildiginda):

e _ ex2+c _y @y — ex2 .eC
(c=€%) » e"W=c.e >  Genel ¢6zlim: y=c-e*| seklindedir.
2.2 Misal:
Asagidaki diferansiyel denklemin genel ¢ozimini hesaplayiniz.
1-2-%°
x-d—y=(1—2~x2)~tan(y) > dy :( )dx
dx tan(y) X
1 dy—(l—Z-xjdx:O > Cf)s(y) dy—ﬂl—ZX]dHO
tan(y) X sin(y) X

Her iki tarafin integrasyonu alindiginda;

I[&(y)]dy_j(l_zxjdx:c > In(sin(y))-In(x)+x*=c

sin(y) X

eln(sin(y)) _ eln(x)—x2+c N eln(sin(y)) _ eln(x) . e—x2 ) ec

sin(y)=c-x-e™, (c=e) veya sonuclar: y=arcsin(c~x~e‘x ) seklinde gdsterilebilir.

Dikkat: Her diferansiyel denklemin genel ¢6zimd, esitligin bir tarafinda degiskenler ve
diger tarafinda sadece fonksiyonun kendisi kalacak sekilde (Explicit form) ifade edilemez,
mesela:

X2 Y+ X-y* =sin(x-y) denkleminde oldugu gibi

2.3 Misal:

Asadidaki diferansiyel denklemin genel ¢6ziminU hesaplayiniz.

10
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2 3 2

CozUm: x-dx—y2-dy=0 > [xdx—[ydy=c > 2 - ¥ —c > 3% _yi_3
y -dy
2 3 2
2 2 3
> y' =32 3 > y= 3X ic
2 2
2.4 Misal:

Asagidaki diferansiyel denklemin genel ¢c6zimini hesaplayiniz.

2,3
y=yx* > &y _yxX 5 W > xax-P oo

dx 1 y? y?
Aciklama: (Ej _4 -v—2u-v (_lj :iz
v v y) y
4 4
J'xsdx—.[d—g:c > X——(—EJ:C > X—+£:c
y 4 y 4
4 4
lzc_x_ N £:4c—x N y= 4 - -4 !
y 4 y 4 4c—x"—4c+Xx
6zimi: y=———, (C=-4c
2.5 Misal:

Asadidaki diferansiyel denklemin genel ¢6zimini hesaplayiniz.

, X+1 dy x+1

Y= > FORVI > (y*+1)dy—(x+1)dx =0
y5 X2

I(y4+1)dy—j(x+1)dx=c > Ty X=C

Yukarida goralddgi gibi sonuclari her zaman acik (explicit) formda vermek mimkin
olmadigindan kapali (implicit) formda gostermek daha uygundur.

2.6 Misal:

y=2t-(y2+9) seklinde verilen diferansiyel denklemin genel ¢cézimund hesaplayiniz.

1
y>+9

Cozim: y=i-¥=2t.(y2+9) > ( jdy—(Zt)dt:O

Integral tablosundaki kural (10)9]’(){21az)dx:§arctan(§j uygulandiginda:
+

11




PAU, Miihendislik Fakiiltesi, Diferansiyel Denklemler Ders Notlari, Z.Girgin

I( 1 2jdy_j(zt)dt:c > %tanl(%]_tzzc

y>+3
tan™ (Xj _3t?=3¢ > tan| tan* (Xj = tan [3t2 + 3c]
3 3

%ztan[3t2+3c] > y=3-tan[3t"+C]| , (C=3c)

2.7 Misal:

Asagidaki diferansiyel denklemin genel ¢c6zimini hesaplayiniz.
x-cos(x)-dx+(1-6y°)(dy =0, y(m)=0 >  Integral tablosundaki kural (84)
[x-cos(x)-dx = cos(x)+x-sin(x) uygulandiginda; [x-cos(x)dx+ [(1-6y*)dy =c

cos(x)+xsin(x)+y-y°®=c > cos(x)+xsin(x)—c=y° -y
x yerine n kondugunda; cos(m)+msin(n)—c=y° -y > cos(n)+mnsin(n)-c=0°-0
~1+m:0-¢=0°-0 > c=-1 cos(x)+xsin(x)+1=y’ -y elde edilir. Goraldugu

gibi bir diferansiyel denklemi her zaman agik formda yazmak mimkiin degildir

2.8 Misal:

y’:u diferansiyel denklemin genel ¢c6zimUunUu hesaplayiniz.
X

Cozim: y’:u > j_y:u > (y+x)-dx=x-dy > (y+x)-dx—x-dy=0
X X X

A(x)-dx+B(y)-dy=0 - ayrilabilir diferansiyel denklem tiriine uymamaktadir. Lineer
diferansiyel ve homojen diferansiyel denklem tdrine uygundur. C6zimU daha sonra
yapilacaktir
2.9 Misal:

Asadida verilen birinci mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢6zimini ve verilen
baslangic¢ sarti icin 6zel ¢6zimunu hesaplayiniz.

¢ -dx-y-dy=0, y0=1> [e'dx—[ydy=c > |&*~L =c| Genel goziimdur.

2
%:eX—c > yY=2-C > 1=2"-C > C=2-1=1 > |y=+2¢*-1| 6zel

cozumdir. y=—+2e*—1 ¢lnk( verilen baslangi¢ sartini saglamaz.

12
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3. Birinci Mertebeden Homojen Diferansiyel Denklemler ve uygulamalan (First-

order homogeneous Differential Equations and their applications)

g—y:f(x,y) ve  f(x,y)=f(tx,ty)  seklinde ise buna 1.mertebeden homojen diferansiyel
X

denklem denir ve asadidaki sekilde indirgeme vyapilarak 1. mertebeden ayrilabilir
diferansiyel denkleme dénustlrilip ¢6zimt yapilr.

d—y:f(x,y) ise y=u-xdegisken dénlisimui uygulanabilir. Buradan;

dx

dy du - I A y
d—=u+x-d— elde edilir. Bu ¢b6zum vyapildiktan sonra tekrar geri dénisim (u==)
X X X

yapilarak ¢6zim tamamlanir. Veya g—xzf(x,y) ise x=v-y degisken donisimi
y
uygulanabilir. Buradan;

d—X=v+y~d—V elde edilir. Bu ¢bzim yapildiktan sonra tekrar geri déntsim (v=5)
y

dy dy
yapilarak ¢6zim tamamlanir.

3.1 Misal:

2.8 de verilen y'=u diferansiyel denklemin genel ¢6zimini ve y(1)=0 sinir sarti igin
X

de 6zel ¢c6zUmUnU hesaplayiniz.

y=fx,y)=12% > fxy)=f(txty)  olup olmadigi test edilmelidir.
X

ty+t-x t-(y+x)
t-X t-x
diferansiyel denklemdir ve y=u-xddnlusimu uygulanmalidir.

f(x,y)=¥, f(t-x,t-y)= oldugundan 1. mertebeden homojen

- (u+1
u+x‘d_u:ux+x:)(/(+):u+1 > xd—u:u+1—u xd—u:l

dx X X dx dx

(%)dx:du J‘(éj-dx—jdu:c In(x)-c=u In(x)-c= yz[ln(x)—c]'x

Seklinde genel ¢c6zim elde edilir. Verilen sinir sartlari kullanilarak 6zel ¢6zim bulunur.

X <

y=[In(x)-c]-x > 0=[In(1)-c]-1 > 0=[0-c]-1> ¢=0 > |y=x-In(x)| Ozel ¢ozimuddr.

13
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3.2 Misal:
4 4
':g—y: 2y +3X ile diferansiyel denklemi ¢6zlntz. (Bernoulli ile de ¢dzulebilir.)
X Xy
2y’ x! 2(ty)' +(0)" _ (25" +x) _

f(x,y) oldugundan homojen

r_ — f , = = =
Y=t =25 ve ) == Bt -

diferansiyel denklemdir. y=u-x  degisken donisimi uygulandiginda;

dy=u-dx+x-du OI—y=u+xd—u
dx dx
4 4 4 4 4,4 4 X( 2ut +1 4
du 2(ux) +x du  2(ux) +x* 2u'x*+x (20" +1) 2u+1
U+X—=——"—5— > U+Xx—= — = = —— ===
dx  x(ux) dx  x(ux) X'u x‘/(u ) u
4 4 4 TR 4
u+Xd_u=2u 3+1 N Xd_u:2u 3+1_u N Xd_u:2u +% o Xd_u:u ;Ll
dx u dx u dx u dx u
3 3 3
1d—X: 4u > (ljdx: 4u du - J(lj-dx—'[ :J du=c
xdu u'+1 X u +1 X u +1
1 ot 1 yhoxt
In(x)-In(u*+1) 4 =c> "W M =g 3 Ix.(ut+1) 4 =¢° X-(Z+7) =€
X' X
. 1 4 . 1 W > 4 x® .
X .3/4+—X4%4_C1 > X RVl (C=c/) > Y =C| elde edilir.
T X
3.3 Misal:

(y2+2xy)~dx—x2~dy=0 diferansiyel denklemin genel ¢6ziminU hesaplayiniz.

2
(y2+2xy)—x2(dj—y:0 > ﬂ:y+_22xy homojen  olmasi igin g—yzf(x,y) ve
X X

dx X
f(x,y) =f(tx,ty) olup olmalidir.

y® +2xy

2y? : (y? +2x
fixy)===7— ve f(tx, ty) = LY 2 ty:f/ (v° +2xy)

o %
du  (u-x)"+2x-(u-x) X -(u?+2u)

y=u-X > U+X—= =

> f(x,y) =f(tx,ty) dir.

dx NG X
u+xd—u:u2+2u > xd—u:u2+u > sz _ > I Zdu :Id—x+c
dx dx u"+u X u-+u X
u '“[ﬁ] In(x) u
In(—):ln(x)+c > e = e > — =¢°.X, (e°=C)
u+1 u+1l
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y
U ey 3 Xox s Y X on Y oy o Xty_ 1
u+1 Y1 X x+y X+Yy y C-x
X
2 2 2
Xl g5 yo X 5 o X 5 2 X elde edilir.
y C-x 1-C-x =X C,—X
3.4 Misal:
x-dy—y-dx:x-cot(xj-dx diferansiyel denklemini ¢ézlnuz.
X
y=Uu-X ve dy=u-dx+x-du doénldstmleri uygulandiginda;
x-(u-dx+x-du)—u-x-dx:x-cot(%)dx > WxOX +X°-du—w-x0x =X-cot(u)-dx

x? -du= X -cot(u)-dx > x-du=cot(u)-dx > J.z:);((j))du:j%dwrc > —In(cos(u))=In(x)+c

In(cos(u))+In(x)=—c-> In(cos(%j]ﬂn(x)zc olarak bulunur.

4. Birinci Mertebeden Degiskenlerine Ayrilabilen veya Homojen Hale
indirgenebilen Diferansiyel  Denklemler (First Order Differential Equations
which can be separable‘or converted into homogenous)

Bu bolimde ilk bakista homojen olmadidi halde degisken dénlsimi yapilarak homojen

hale indirgenebilen diferansiyel denklemler incelenecektir. Asagida bunlarla ilgili her bir
tlr ve bu tar ile ilgili degisken donlisimu verilmistir.

1 g—y:f(a-x+b-y+c), b-0, a,b,csabitler, = u=a-x+b-y+c (4.1)
X

2. d—y:XJrg(x)-f(y), = oy (4.2)
dx x X X

3. yf(xy)dx+x-g(x-y)dy=0 = u=x-y (4.3)

4. d_y:f ax+by+c, , b=#0, a,b,c,a,,b,c,sabitler (4.4)
dx a,x+hb,y+c,

Olmak Uzere U¢ durum s6z konusudur.
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a, b, ¢ dy

a) g b;a‘“ " =g(a) (4.5)

olur. Ve diferansiyel denklemin ¢6ziimii, y=g(a)-X+C seklindedir

i—ii-& :>d_y:|:
aZ

b, c, dx

b) (a-x+b-y) (4.6)

olur ve z=a-x+b-y dedisken dénisimu yapilarak ¢géziime gidilir. Burada kullanilan a

ve b katsayilari keyfi secildigi halde, denklem sonucu degismemektedir. Bu durum ayni
problemde farkli katsayilar kullanilarak misaller kisminda gdésterilmistir. Genelde z=x+y
veya z=x-y kullanmak en pratik ¢6zimlerden birisidir.

c) i;zf&£:>x:u+h, y=Vv+k (4.7)
2 2
degisken donisimi yapilir. Bilinmeyen katsayilari (h ve k) bulmak igin,

a,-h+b, -k+c, =0 ve a,-h+b,-k+c, =0 ve denklemleri kullanilir.

Bunlar disinda 6zel dénlistmler yapilarak degiskenlere ayrilabilen diferansiyel denklemler
elde edilebilir Asagida bunlar ile ilgili misaller verilmistir.

4.1 Misal:

(3-X—2-y+1)2 -0x —dy =0 seklinde verilen diferansiyel denklemin genel ¢éziminu elde
ediniz.

Coziim: (3-X—2-y+1)’- :—z—j—i 05 (3:x=2-y+1) - g){ 0> jﬁ (3:-x-2-y+1)

u=3-x-2-y+1 degisken donisim uygulanmalidir. du=3-dx—-2-dy >
du_ﬂ%zdyeldu3dy dy_3 1du, dy

—=32 2.2 5= — 25 S 3-x—2-y+1

dx g o dx 2 dx 2 dx dx 2 2 dx dx( y+1)

3_1 3 % 7. 3 - 7. ! Gluzz-u2 > WM _g 5 p 5 Qu_3-2u
2 2 ldx 7 7 d dx dx 1

du _ dx

3-2-U°

1
j > -du=IdX+C -> %-x/g-arctanh(%-u-x/gj:x+c olur. u dederi yerine yazildiginda,

%- 6 -arctanh (:—]; -(3°X—2-y+1)-\/5]:x+c seklinde genel ¢dziim elde edilir.
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4.2 Misal:

2

j—i:¥+(x—1)-(l+zzj, y(1)=1 seklinde verilen diferansiyel denklemin genel ve ozel

¢6zUmunu hesaplayiniz.

Cozum: Diferansiyel denkleme dikkat edildiginde jy X+g( ) (yj tirine benzedigi
X X

y

gorulmektedir. Bu sebepten dolayr u== donusimu uygulanmalidir. Buradan y=u-X
X

dy _ du +U- % > dy—x-d—u+u

labilir. dy=x-du+u-dx >
yazilabpllir. y + dX dX /d'% dX dX

Bu degerler verilen diferansiyel denklemde yerine yazildiginda,

Q=X+(x—l)-(1+zjj X - —+)d/ A +(x-1)-(1+u*) 5 x-j—i:(x—l)-(1+u2)

dx X
du2 :(X_lj-dx > dU2 =(1—1j-dx > j( 1 2j-du=j(1—1j-dx+c
1+u X 1+u X 1+u X

arctan(u)=x—In(x)+c > arctan(szx—ln(x)+c seklinde genel ¢dzimi bulunur

X

y(1)=1 sartinin genel géziimde yerine yazilmasiyla 6zim ¢6zim elde edilir.

arctan(xj:x—ln(x)+c > arctanGj=1—ln(1)+c > %:1—0+c > c:g—l
X

X

arctan(zjz X — In(x)+§—1

seklinde verilen diferansiyel denklemin 6zel ¢é6zimu elde edilir.

4.3 Misal:

y-(l—x-y)-dx+x-(x2-yz—l)-dy:O seklinde verilen diferansiyel denklemin genel

¢6zimunu ve y(l):O sartini kullanarak 6zel ¢6zimund hesaplayiniz.
Cozum: Diferansiyel denkleme dikkat edildiginde yukarida verilen,
yf(x-y)-dx+x-g(x-y)-dy=0 tciinci tire benzedigi gérilmektedir. Dolayisiyla u=X-y

u
donldsimi yapilarak gézime gidilmelidir. u=Xx-y > du=y-dx+Xx-dy y=—
X

17
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d_u:y.%+x.d_y9d_u:y+x.d_yex.dy:du_yex.dy:du_u
dx g8 dx  dx dx dx dx dx dx x
y-(2=x-y)-dx+x-(x*-y* —1)-dy=0 > y-(2—u)-%+(u2—l)-x~dy:0
X

U.(l_u)+(uz_1).(w_UJ:0e(d_u_g}ﬂ. u-l ,du_u_ uAT 0
X dx  x dx x) x u'-1 " dx x (u=T)(u+1) X
du_u 1 ujdu_u 1 u_utusl du_ 2.usl
dx x u+l x dx x u+l x x-(u+l) dx x-(u+l)

u+l j-du:i-dx > l-u+£u-|n(2-u+1):In(x)+c

2-u+1 X 2 4

%-x-y+%-x-y-ln(2-x-y+l):In(x)+c seklinde genel ¢6ziim bulunur. Ozel ¢dézimini

bulmak igin verilen degerler yerine yazilmalidir.

%-1'0+%'1-0'In(2-x-y+1):In(1)+c > Buradan c=0 oldugu gérilir. Boylece dzel

¢Ozum,

%-x-y+%-x-y-ln(2-x-y+1)=In(X)

4.4  Misal:
(6-x—4-y+2)-dx+(8-x—2-y+1)-dy=0 seklinde verilen diferansiyel denklemin genel
¢6zUmunu hesaplayiniz.

Cozum: katsayilar orani kontrol edildiginde 4’(in a) tirlne benzedigi gérilmektedir.

-1 E:&:§=j=g=k=2:>y=k-x+ce y=2-X+cC
b, ¢, 3 -2 1

Cozimin dogru olup olmadigi verilen diferansiyel denklemde yerine yazilarak saglamasi
yapilabilir.

(6-x—4-y+2)-§+(3'x—2‘3’+1)’S&/:O > (6.x—4-y+2)+(3.x—2-y+1)-ji(/:o

(6-x—4-(2-x+c)+2)+(3-x—2-(2-x+c)+1)-2:0

(6-x—8-x—4-c+2)+(3-x-4-x—-2-c+1)-2=0
18
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(=2%—4TF2)+(=2:%—47T+2)=0 > 0=0 gozimiin oldugu goralir.

4.5 Misal:

(2-x—2-y+1)-dx+(x—y—1)-dy=0 seklinde verilen diferansiyel denklemin genel
¢dzimiand ve y(1) =0 hesaplayiniz.

Cozum 1: katsayilar orani kontrol edildiginde 4'Gin b) tlriine benzedigi gértlmektedir.

a_b 6 2 2. 1 5, ax+by > [acLb=—1] olarak kabul edildiginde,
a, b, c, 2 -2 -1

Z=X-Y =2 y=X-—2 olur. Budurumda dz=dx—dy = dy=dx—-dz haline gelir.
Bu degerler verilen diferansiyel denklemde yerine yazildiginda,
(2:-x-2-y+1)-dx+(x—-y—1)-dy=0
(2:x—2-(x—=2)+1)-dx+(x—(x—2)—1)-(dx—dz) =0

(2:x—2-x+2-2+1)-dX+(Xx—Xx+z—-1)-dX+(—x+x—z+1)-dz=0

(3-z)-dx—(z-1)-dz=0 > 3-dx:ZT_1-dz > j’3-dx=j(1—1j-dz+c
z

3:-x=z-In(z)+c > 3:x=z-In(z)+c > [3-x=(x-y)-In(x-y)+c

Seklinde genel ¢6zim elde edilir. Verilen sinir sartinin uygulanmasiyla;

3-x=(x-y)-In(x-y)+c > y(1)=0 > 3-1=(1-0)-In(1-0)+c > 3=1-In(1)+c

3=1-0+C > c=2 > |2-x+y+In(x—y)=+2| verilen sinir sartina uygun 6zel ¢ézimdiir.

Cozum 2: katsayilar orani kontrol edildiginde 4'Gin b) tlrine benzedigi gérilmektedir.

ﬂ:_l;t—l = E:_—Zii > z=a-Xx+b-y > |a=-1b=1] olarak kabul edildiginde,
a, b, c, 2 -2 -1

Z=-X+Y =2 y=X+2 olur. Bu durumda dy=dx+dz haline gelir.
Bu dederler verilen diferansiyel denklemde yerine yazildiginda,
(2:x—2-y+1)-dx+(x—-y—1)-dy=0
(2:x—2-(x+2)+1)-dx+(x—(x+2)-1)-(dx+dz)=0

(2-z+1-z-1)-dx+(-z-1)-dz=0 > z-dx—(z+1)-dz=0
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z-dx=(z+1)-dz > dx:(z—ﬂj-dz > dx:(1+lj-dz > jl-dx:j(1+£)-dz+c
z z z

x=z+In(z)+c > x=y—-x+In(y—x)+c > 2-x=y—-In(x—-y)+c

2-x=y-In(x-y)+c| > 2:1=0-In(1-0)+¢c > 2=-0+Cc > c=2

2-x=y—-In(x—y)+2| seklinde 6zel ¢6ziim elde edilir.

46 Misal:

(2-x—-y-1)-dx+(x-2-y+1)-dy=0 seklinde verilen diferansiyel denklemin  genel
¢6zUmunu hesaplayiniz.

Cozum: katsayilar orani kontrol edildiginde 4'Gin c) tirlne benzedigi gérilmektedir.

i;«t% = 57&_—2 = X=U+h, y=v+Kk degisken donlisimi uygulanmaldir.
a —

2 2

Ilk olarak h ve k katsayilari hesaplanmalidir. Bunun icin yukarida verilen iki denklemden
faydalanilir.

a,-h+b,-k+c, =0 2:X-y-1=0 _2.h—=k-1=0 _ h=1 _ X=u+h _x=u+l
> > > > >
a,-h+b,-k+c,=0  x-2-y+1=0 h-2-k+1=0 k=1 y=v+k y=v+l

Buradan

(2:-x-y-1)-dx+(x=2-y+1)-dy=0
(2-(u+1)—(v+1)=1)-du+((u+1)-2:-(v+1)+1)-dv=0
(2u—v)-du+(u-2-v)-dv=0

Yukaridaki diferansiyel denklemde Usler toplami esit oldugundan, homojen diferansiyel
denklem tiriine benzemektedir. Bunun igin u=r-v degisken déntisimu uygulanabilir.

Buradan du=v-dr+r-dv oldugu gorilir. Bu iki deder yerine yazildiginda,
(2u—v)-du+(u—-2-v)-dv=0 > (2-r-v—v)-(v-dr+r-dv)+(r-v-2-v)-dv=0

2171 g lav-o
2-r°=2 Y,

v-(2-r=1)-dr+(2:r’-2)-dv=0 >

In(v)+1-ln(r—1)+§-ln(r+1)+C=O > In(v)+£-In(E—1J+§-In(E+lj+C:0
4 4 4 Y, 4 Y,
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X=u+1 u=x-1
In(v)+£|n(£— )+§-In(g+1j+C:0 > >
4 v 4 % y=v+l v=y-1

Z.Girgin

In(y—l) In x-1_ 3 {In X—l+1 + C =0]| Seklinde genel ¢ozim elde edilir.
4 y-1 4 y-1

4.7 Misal:

(x—2-y—1)-dx+(2:x—y+1)-dy=0 seklinde verilen diferansiyel denklemin  genel
¢6zUmunu hesaplayiniz.

Cozum: katsayilar orani kontrol edildiginde 4'Gin c) tirine benzedigi gortilmektedir.

ﬁ;tbl 1

L1 = —#— = X=U+h, y=v+Kk degisken doniisimi uygulanmalidir.
a, b, 2 1

Ilk olarak h ve k katsayilari hesaplanmalidir. Bunun icin yukarida verilen iki denklemden
faydalanilir.

a,-h+b,-k+c =0 X-2-y-1=0 h-2.k-1=0 _ h=-1 X=u+h x=u-1
> > > > >
a,-h+b,-k+c,=0 = 2:x-y+1=0 = 2.h=k+1=0 k=-1 y=v+k y=v-1

Buradan

(x—=2-y—1)-dx+(2-x=y+1)-dy=0
(u-1)-2-(v-1)-1)-du+(2:(u-1)=(v—-1)+1)-dv=0
(u-1-2-v+2-1)-du+(2-u-2=v+1+1)-dv=0
(u—2-v)-du+(2-u=v)-dv=0

Yukaridaki diferansiyel denklemde Usler toplami esit oldugundan, homojen diferansiyel
denklem tlriine benzemektedir. Bunun igin u=r-v degisken déntsimu uygulanabilir.

Buradan du=v-dr+r-dv oldugu gorilir. Bu iki deder yerine yazildiginda,

(u—2-v):du+(2:u-v)-dv=0 > (r-v—-2-v)-(v-dr+r-dv)+(2:r-v—v)-dv=0

(r-v—2-v)-dr+(r2—1) dv=0 > ( ~ j dr+— dv=0
r-—1 \Y;

r_

I(r 1) dr+j dv=c > In(v)—%ln(r— )+§°ln(r+l)+c:0
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In(v)—%-In(g—lj+§-ln(g+1j+c:0

\' \

X=u+1 u=x-1
In(v)—%-In(g—lj+§-ln(g+1j+c:0 > yovil > voy_1
v v = —

In(y—l)—l-ln X—_l—l +§-In X—_1+l +c=0| Seklinde genel ¢ézim elde edilir.
2 y-1 2 y-1

5. Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler ve uygulamalari (First-order

Linear Differential Equations and their applications)

Diferansiyel denklem;

g—i+p(x)-y:q(x)e y'+p(x)-y=q(x) (5.1)

seklinde ise buna 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem denir ve ¢6zimi asagidaki
gibi yapilabilir.

y=u(x)-v(x) (5.2)

degisken dénisimi uygulandiginda y'+p(x)-y=q(x) denklemi;
[u"-v+u-v]+p(x)-u-v=q(x) (5.3)

[u-v+u-V]+p(x)-u-v=q(x)

u-v'+u-v+p(x)-u-v=g(x) u-v'+[u+p(x)-u]-v=qg(x)

haline gelir.

u'+p(x)-u=0 (5.4)

olacak sekilde segcildiginde; u'=-p(x)-u olur ve buradan;

du du

Yo%) > Mo px).d 5> In(u)==[p(x)-d

U e Y p-ox ()=o) 0
gh) g Joe yazilabilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda;

=g P (5.5)
oldugu gorilir. Denklem (4.3) acilarak tekrar yazildiginda;
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u-v(Xx)+u(x)-v'+p(x)-u(x)-v(x)=q(x) veya

[u+p(x)-u(x)]-v(x)+u(x)-v'=q(x) elde edilir. Denklem (4.4) ten dolay: sifir olan terim

0
atildiginda geriye;

u(x)-v'=q(x) (5.6)
u(x)-v'=q(x)

ifadesi kalir. Buradan v(x) ifadesi, v'—% q(x) olur. u(x) vyerine denklem (5.4)
kullanildiginda, v’=efp(x)'dx-q(x) > fv _.[ejp )-dx+c veya
v:_"efp(x)’dx-q(x)-dx+c (5.7)

Elde edilir. Denklem (3.2) den dolayi,

y(x) _ e—IP(X).dx '|:J‘ejp(x).dx C|(X) dx + C:| (5.8)

Genel ¢6zumu elde edilir. Cozimler bu son denklem vasitasiyla yapilir. Veya

2. Yol:

Oyle bir u(x) fonksiyonu secgelim ki;

do)l([u -y]=u gi+g—i-y olsun. Bunun igin 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem u ile
asagidaki gibi carpilir.
dy dy
u-[d—x+p(x)-y}=u~q(x) > u-&+[u-p(x)]-y:u-q(x)
Buradan gorildugu gibi 3—i=u-p(x) > dUu=p(x)~dx olmalidir. Integral alindi§inda

=[p()ax ~ > " _el sy —el™™ sonucuna varilir, Ayrica;

d%[wy]=u-q(x) oldugundan her iki tarafin integrali alindiginda;

I%[u-y]zju-q(x)-dx+c > u-yzju-q(x)-dx+c > y:%Uu-q(x)-dx+c}

veya;

De : dx+c}
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oldugu goralir. Her iki usulle hesaplanan neticeler birbirinin aynisidir.
5.1 Misal:

Misal 2.8 de verilen y’:u diferansiyel denklemin genel ¢6zimunid hesaplayiniz.
X

dy_y+x & 1,1 Buradan denklemin y'+p(x)y=d(x) yapisina uygun

Cozim 1:
dx X dx X

oldugu gorilir. Boylece p(x)=—§, q(x)=1 dir.

[J'e : dx+c} denkleminde yerine yazildiginda;

ef@-dx .|:J‘e_...(>1<]-dx Lodxs c} y(x)= ) 'Ue_m(X) 1-dx +c]
y(x)=x- U Il(x) 1- dx+c} y(X):x-D(%)dXJrc}

y(x)=x-[In(x)+c] oldugu gérular.
GCoézim 2: y=u-x > y' =u"xX+u-1 déntsima sisteme uygulanir.
y’:u > Y X=y+X = yoX—y=X = (U-X+Uu)-X—Uu-Xx=X
X

) , du 1 1

U-X2+ X — eX =X > u-x=1 > —== > jdu:j(—jdx+c
dx x X
u=In(x)+c > Loin(x)+c > y(x)=x:[In(x)+c]oldugu goérildr.
X

5.2 Misal:

X2 -y'+x-y=x’-sin(x) halinde diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiini bulunuz.

Cozim 1: denkleme bakildiginda x* li terimler dikkati cekmektedir. Her taraf x* ye
boliindlgilinde;

y,+%.y=sin(x) elde edilir ve burada. p(x):j(%}dx:ln(x) ve q(x)=sin(x) dir.

Genel denklem y(x)= <k X)dX-U el P -q(x )-dx+c} de yerine yazildiginda;
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y(x)=§-Ux~sin(x)-dx+c] ve Ix~sin(x)-dx=sin(x)—x-cos(x)oIdquundan dolayi:
y(x)=§[sin(x)—x~cos(x)+c:| veya

y(x)zw—cos(xhg seklinde elde edilir.

Cozim 2: y=u-x > y'=u-Xx+u-l dénidsima sisteme uygulanir.

X2y +x-y=x2-sin(x) > y’+£-y=sin(x) > u'~x+u+1-u~x=sin(x)
X X

U-x+2-u=sin(x) >  U+=-u= > y(x):eIp(x)'dx-“ejp(x)'dx-q(x)-dx+c

! (X) _ e—zj%dx ‘|:j~62j.i<dx w dx + C} N y (X) _ e|n(x72) '{Iem()@) .Sin)EX) Ldx + C:

u(x):%{[xz-@-dww} > u(x):%-“x-sin(x)-dx+c]

u=X—12~[sin(x)—x-cos(x)+c] > %:%-[sin(x)—xcos(xﬁc]

sin(x) c P . P
y:T—cos(x)+; genel g6zumdur. Her iki ¢c6zUmuUn de ayni oldugu goérualar.
5.3 Misal:

y’+£-y=eX halinde verilen diferansiyel denklemin genel ¢6zimunid hesaplayiniz.
X

p(x)=ma.dx=ln(x) ve q(x)=¢e* oldugu goruldr.

y(x):effp(x)'dx -[_[ejp(x)'dx -q(x)-dx+c} genel denklemde yerine yazildiginda;

y(x)=%~“x-ex~dx+c} integral tablosundan  kural (54):Ix-ex-dx=(x—1)~ex

oldugundan;
1 .
== (x=1)-e" Ide edilir.
y(X) " [(x-1)-e*+c| elde edilir

54 Misal:

y'+2x-y=x diferansiyel denkleminin genel ¢6zimunu hesaplayiniz.
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Goztim: p(x)=2x = [p(x)-dx=[2x-dx=x* ve q(x)=x oldugu gordldr.

y(x):e‘fp(x)'dx ,Uefp(x)'dx _q(x)-dx+c} genel denkleminde yerine yazildi§inda;

y(X):e*XZ -Uexz -x-dx+c] integral tablosundan: Iexz -x-dx:%eXZ oldugundan;

e |1 e 1 2 . -
y(x)=e -[Ee +c} y(x):5+c-e olarak genel ¢6zim elde edilir.
55 Misal:

(x2y+x4cos(x))-dx—x3-dy:0 diferansiyel denkleminin genel ¢é6zimuani hesaplayiniz.

Y oxyaxioos() > Yolyoxes(g > p=-1 > p(x)=—j(%)dx
p()=-In(x) >  g(x)=x-cos(x) > y:efp(”“’x.Uef"“)“’x.q(x).dx+c}

y=e" [ [e ). (x-cos(x))-dx+c] > yzx.[j%.x.cos(x).dxm}

y(x)=x-| Jeos(x)-dx+c| > y=x-[sin(x)+c]

6. Bernoulli Denklemi

g—i+p(x)-y=q(x)-y” (6.1)

seklinde verilen denklemlere “Bernoulli denklemi” denir ve ¢dézimu igin denklemin her iki
tarafi y™" ile carpildiginda;

L dy dy

y .d_x+p(x).y.y_”=q(x).y”y_n veya y_n-d—X+p(X)-yl_n=C](X) haline gelir.
U=y (6.2)
donldsimi uygulandiginda;
du . dy _, dy 1 du Ot
—=(1-n)-y"-=L olur. Buradan; == -— old [Gr.
™ (1-n)-y g, Olur- Buradan;  y™.o =) ox oldugu goralar
1 -d—u+p(x)-u=q(x) her iki taraf (1-n)ile carpildiginda;
(1-n) dx
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o T(d=n)-p(x)-u=(1-n)-q(x)

Bdylece 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem elde edilmis olur. Burada ¢6zim

tamamlandiktan sonra denklem (6.2) den faydalanarak sonra U =y1‘” ile y fonksiyonu
hesaplanmis olur.

6.1 Misal:

y'+Xx-y=x-y* seklinde verilen diferansiyel denklemin ¢6zimunu hesaplayiniz.

Cozuam: denklemin her iki tarafi y?ile garpildiginda; yz-g—y+x-y1=x S>u=y’=y"
X
O|—u:—1-y‘2-d—y:—y‘2-d—y > y‘z-d—y au degdisken donltstmi uygulandiginda;
dx dx dx dx  dx
—d—u+x-u:x > d—u—x-u:—x elde edilir. Buradan;
dx dx

1.,

u(x)= el .{_je_fx'dx X - dX +c} u(x)= 62 {—J.e;xz XX +c}

Exz _ixz Exz 1 12
u(x)=e? -{ez +c} U(X)=[1+e2 -cJ " (1+e2 -cj

Elde edilir. Buradan y=r—i oldugu goraldr.

6.2 Misal:

g—y+2y:x-y‘2 seklinde verilen diferansiyel denklemin ¢6zimunid hesaplayiniz.
X

Denklemin her iki tarafi y’ile carpildiginda;

2 dy 2 dy

y dX+2y yi=x-y*.y? > y dX+2y =X > u=y’ degisken donlisimu
uygulanmahdir. d_u:3y2d_y > Gy _ldu
dx dx dx  3dx
L CI—+2u:x > OI—u+6u:3x elde edilir. Buradan;
3 dx dx
u=g O Uefp dx+c} > u:eI6dx-[_[eja'dx-3x-dx+c}
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u=e™. i(6x—1)e6x+c > uzi(Gx—l)ch-e‘6X > y3=ix—i+c-e‘6X elde edilir.
12 12 2 12
6.3 Misal:
g—y—Sy:—gx-y3 halinde verilen Bernoulli diferansiyel denklemin genel ¢6zimuni
X

hesaplayiniz.

Cozum: Denklemin her iki tarafi y?ile carpildiginda;

v Yosyyes Oxyy >y gl 5 > u=y”’ degisken
dx 2 dx 2
dénlstimu uygulanmahdir. Buradan; O|—u:—2y‘3’d—y S y_3d_y:_1d_u
dx dx dx 2 dx
1du 5 du . . . .
—Ed——Su =—§x > d—+10u =5x elde edilir. Bu denklem birinci mertebeden lineer
X X

diferansiyel denklem oldugundan, ¢6zimi dogrudan yazilabilir.

U= e*jp(x)»dx . D‘ e_[p(x)~dx q (X) Ldx + C:| N U= ef.[lo.dx . |:.[e_|'10-dx By dx + C:|

u=e‘1°X-U e1°X-5x-dx+c} > u=e‘1°X(1/ 2e%x—1/ 20e1°X+c)

i=Ix-ticem 5 izzlx—i+c-e‘1ox sonucu elde edilir.
2720 y: 2720

6.4 Misal:

(x—y?)-dx+(2-x-y)-dy=0 diferansiyel denklemini ¢6ziin{z.

Cozum: ilk dnce Bernoulli sekline gevirmek gereklidir.

2

2 2 ) o Xy
(x—y?)-dx+(2xy):dy =0 > (x=y*)+(2xy)y'=0 > y+2_xy_2_xy
1 y ' y 1 -1 ’ 1 1 -1
L > S A > Y- —y.y=—Zy.
4 2y 2X% y 2X 2y vy 2ny Zyy
’ 1 2 1 2 i ' ' '
yy-——y =— > u=y - u=2yy = y-y'=—u
2X 2 2
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u:x-{j(éj-(—l)-dx+c} > u=x-[-In(x)+c] > y? =x-[—In(x)+c]

oldugu gordlar.

6.5 Misal:
2-((j—y—£y=—y3 Bernoulli diferansiyel denkleminin genel ¢é6zimunid hesaplayiniz.
X X
dy 1 s dy 1
2- 2 Zy——y’ > 2yt Syt
dx x dx X
s dy 1 _ _ du 5 dy du 5 dy
2.y . 2L _ . G— > u=y> > —=-2.y3. > 2.y
y dx x y y dx i dx dx g dx
—d—u—l'u=—1 -> d—u+£-u=1 -> U Ip dx+c}
dx X dx X

U(X)zeIi'dx.{jeji'dx~l~dx+c} > u(x)=e " Ue'“ 1dx+c]

2
u(x)=§ Ux 1 dx+c] > u(x)=§~{%+c} > u(x)=—+§
y’ :% > y’ = < 1 Genel ¢ézUmdur.
2" x
6.6 Misal:

(2+y2+2x)-dx+2y-dy:0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziUmuinUu hesaplayiniz.

Cozum: Denklemi her iki tarafi dx e bolindiginde,

dx dy dy
(2+y2+2x)-&+2y-&=0 > (2+y2+2x)+2y-&:0

[2+y +2X +2y- dy} 0> = ! X+§+d—:0 > d—y+X:—1—5 > d—y+X:—(1+x)-1
2y dx y y dx X 2 y vy X 2 y
dy y a dy 1 , > du dy dy 1 du
— =—(1l+x):y -y 2> y-—+=-y =—(1+X) 2> |u= > —=2y— — ==
ydx+y (Lx)ey ™y ydx+2y (1+x) 1=y dx dx ydx 2 dx
1 du 1

g, ™ Eu:—(1+x) > g—i+u=—2(1+x) > u(x)=e g Jr0e Uejpx)'dx-q(x)~dx+c}

u(x):eIl’dx-[—Iejl'dx-2(1+x)-dx+c} > u(x):e*X-[—ZIeX-(l+x)-dx+c} > d(u-v)=v-du+u-dv
[v-du=[d(u-v)-fu-dv kurali uygulanabilir. v=(1+x) ve u=e* olarak segildiginde;
I(1+x)-eX =(1+x)~eX—J.eX~1 > J.(1+x)~e"=(1+x)-ex—eX = & +x-e*— g =x-e* oldugu goralir.
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Bu degerler yerine yazildiginda;

u(x):e’x-[—Z(X-ex)+c]:—2x+c-e*X > |y?=c-e™-2x| seklinde genel ¢éziim elde edilir.

6.7 Misal:

(2-x3—y4)-dx+x-y3-dy:0 diferansiyel denkleminin genel ¢6zimdini hesaplayiniz.

4 _9. 3
Go6zum: 2x—y+xydyOexydyy_2x9Oly y3:2x3
dx dx dx x-y° Xx-y

d_y_i y:_2 XZ y‘3 > y3.d_y_1.y3.y_ 2-X y y‘3 > y3.d_y_1.y4__2 xzé u:y4
dx x dx Xx dx x
du dy 1 du dy du 4 4
—=4.y L > .=y L S T y=-8-x* > —— g(x)=-8-x>
dx y dx 4 dx y dx dx x p( ) X q( )
u (X) _ e—J.p(x).dx J‘e.l.p(x)dx I4

_ . -q(x)-dx+c| > u( Ie dX+C

X

u(x)=e'”<x4>-[—je'"(xi)-(&xz)-dx+c} > u(x):x4-[—j(8-x*2)-dx+c} > u(x)=x“-[§+c}

y* =8-x*+c-x*| seklinde genel ¢6ziim elde edilir.

7. Riccati Diferansiyel Denklemi

j—i:a(x)-y2+b(x)-y+c(x) (7.1)

seklindeki denklemlere Riccati denklemi denir ve a(x) =0 oldugu zaman ¢6zimi asadidaki
gibi 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem gibi olur.

dy dy

—=Db(x)-y+¢ > -b(x)-y=c

T=b(x)-y+e(x) > L-b(x)-y=c(x)

Denklem (7.1) de y=y, bir 6zel ¢c6zim olmak Uzere;

1
y:y1+a (72)

donldsimi yapilmahdir. y=y, bir 6zel ¢ézim oldugundan denklem (7.1) de yerine
yazildiginda;

y;=a(x)-y: +b(x)-y, +c(x) (7.3)
olur. Denklem (7.2) den dolay! x e gore tirev alindiginda; y’:yi—% olur.
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y=yl+1 oldugundan y2=yf+2ﬁ+i2 yazilabilir. Denklem (7.3) de yerine yazildiginda;
u u u

yg—%:a(x)-(yf+2%+%)+b(x)-[yl+%j+c(x) (7.4)

y; yerine denklem (7.3) kullanildiginda;

a(x)-v3 +b(x)-y, + o] - 55 =a(x )(yl ra¥yd j+b( )(yﬁ%}%ﬁ (7.5)

elde edilir.

!

1
a(x).yf+b(x)-y1:%+ (x )(leFZLJru_)JFb(X)(yﬁG] (7.6)
her taraf u’ ile carpildi§inda;

a(x)-y1 U +b(x) -y, -u* =u'+a(x): (y1+2£+—j U2+b(X)-[y1+%)-u2

u

haline gelir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda;

X}y + DXy W =U'+ (X} U +2:a(X) Yy ru+a(x)+ b(x)}y 0 +b(x)-u

veya; U'+2-a(x)-y,-u+a(x)+b(x)-u=0 > u+[2-a(x)-y,+b(x)]-u+a(x)=0
u'+[2-a(x)-y, +b(x)]-u=- (7.7)

elde edilir. Bu da 1. mertebeden lineer diferansiyel denklemdir. c6zimu elde edildiginde,
denklem (7.2) den dolay! u yerine;

E:y—yl > u= yazilarak genel ¢c6zim elde edilmis olur.
u Y=y:
7.1 Misal:
j—y:yz—y—z Riccati diferansiyel denkleminin genel ¢6zUmdnU bulunuz.
X
G6zim:
y, =2 ve vy, =-1 budenklemin birer 6zel g6zimuduir. Bunlardan birisini kullanarak
genel ¢6zim elde edilir. y=2+% Denklem (7.1) den dolayi

gy =a(x)-y*+b(x)-y+c(x) >  a(x)=1 b(x)=-1 c(x)=-2 oldugu gérilir. Bu degerler,

denklem (7.7) de kullanildiginda;
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u'+[2-a(x)-y, +b(x)]-u=- > u+[2-1-2-1]u=-1 >  u+3u=-1
u( Ue : dx+cJ > u(x)=e> -Ue3x~(—1)~dx+c]
u(x):e3x-[—%esx+c} > u(x)=—%+c~e‘3X > y=y1+%

y:2+; seklinde genel ¢ézum elde edilir. Ayni islemler y, =—1 alinarak da

e
3

hesaplanabilir. > y:_1+1
u

u'+[2-a(x)-y, +b(x) ]-u=-a(x) > u+[21(-1)-1}u=-1 > u-3u=-
u( [_[e : dx+cJ > u(x)=e3x~Ue‘3x'(—1)~dx+c]

u(x)=e3X'Ee‘3X+c} > u(x)::—13+c-e3X

y=—1+# seklinde genel ¢g6zim elde edilir
1 3x
~+c-e
3
7.2 Misal:
g—y+y2 :% Riccati diferansiyel denkleminin ¢6zimuni hesaplayiniz.
X X
G6zum
ﬂ+y _2 > OI—y:—l-y2+0-y+£2 > ylzE bu denklemin bir
dx x? dx X X

0zel ¢ézumudur. Bunlardan birisini kullanarak genel ¢6zim elde edilir.

2
Denklem (7.1) den dolayi; d—y+y2 =£2 > —%+C—2=£2 > c>—c-2=0
dx X X° xX° X
o . o 2 2 1
¢, =-12 olur. Bu degerlerden birisi kullanildiginda; yl=; > y=;+U olur.
Denklem (7.7) den dolayi degerler yerine yazildiginda;
: 2 , 4
u'+[2-a(x)-y, +b(x) ]-u=-a(x) > u+[2.(—1)~(;j+0]u:19 u—;u:l

u( Uejp dx+c} u(x) =ej(§}dX -{Iej(i}dx -(1)-dx+c}
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a(x)=x* [ [x*dx+c] u(x)=x4~{—§+c} > u=-Zrod

—X + 3cx*
u(x)= —s

y=§+% oldugundan u dederi yerine yazildiginda;

2 3 1+2Cx3
S > - _FeX  (c=3
y=xr —X +3cx* y x(—1+ Cx3) ( °)

Saglamasi yapildi ve dogru oldugu goruldi. Ayni islemler vy, 1 0zel ¢cézumi alinarak da
X

hesaplanabilir. y:—1+1 olur. Denklem (7.7) den dolayi degerler yerine yazildiginda;

X U
u'+[2-a(x)-y, +b(x)]-u=-a(x) > u’+[2~(—1)(—$j+0]u=1 > u'+§~u:1
_f(2)ax 2)4x
u(x)=e_jp(x)'dx-Dejp(x)‘dx-q(x)'dwrc} u(x)=e I -Def("]d -(1)~dx+c}
3
u(x):x’z-szdx+c} u(x):x‘z-[%+c} > u(x):§+%
1 3x° o o o

=— > y=——+4— oldugundan u degeri yerine yazildiginda;
u(x) x*+3c

2 1 3 —(x*+3c) 2x* — 3¢
Y= T 3 > Y=—F3 o~

X*+3c X x(x +3c) x(x +3c)

elde edilir. Bu denklem de ¢6zimu saglamaktadir.
7.3 Misal:

g—i=y2—x-y+1 Riccati diferansiyel denkleminde, y, =x 0zel ¢6zimi olduguna gore, genel

¢O6zUmunu hesaplayiniz.
Co6zim: y=x alindidinda, y =y*—xy+1=x*—-x-x+1=1 ¢6zUimuU sagladigi gorilmektedir.

u'+[2-a(x)-y, +b(x) ]-u=-a(x) > u+[2:1-x-x]-u=-1 >  U+x-u=-1

u (X) _ e*J.P(x)-dx ‘|:J‘ej.p(x)~dx q (X) dx + C}
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u(x)=e_jx'dx ~Uejx'dx -(—1)~dx+c} > u(x)zexzz-{—'fex;-dx+c}

’ 1
5 1ﬁ-erf(\/§x) 1y2 lﬁ-erf{ _ZX}
Ieax dx == > Iez dx ==
2 J-a 2 1
2
2 «/E-erf( —;x}
u(x)=e 2| -= - +C
2
1 o 1
y=yl+U oldugundan, y=x+ -
. \E-erf(,/—lxj
X 1 2
e ? ~3 T &
2

7.4  Misal:

(1+x2—2-x~y+y2)~dx—dy=0 diferansiyel denkleminde y, =x 6zel ¢6zimi bilindigine gore
genel ¢6zimi ¢b6zumU hesaplayiniz.

Cozim: y=x alindiginda, g—i=1~y2—(2-x)-y+(l+x2) > 1=x - 2xX +1+ X° ¢b6zimu

sagladigi gorilmektedir. y=y1+% > y=x+%. Bulunmasi gereken u fonksiyonudur.

du

u'+[2-a(x)-y, +b(x) ]-u=-a(x) > u+[2:1-x-2-x]u=-1 > d—x_—l

Idu=J'(—1)-dx+c > u==x+c. Buradan genel ¢éziim: y=x+1 > ly=x+—1
u c—X

Seklinde hesaplanir.

7.5 Problem:

j—yzl—(y—x+1)2, y, =x—-1 Riccati diferansiyel denkleminin verilen 6zel ¢6zimdu igin genel
X

¢6zUmunu hesaplayiniz.

Cozim: j—))zzl—(y—x+1)2 > j—izl—(yZ_x.y+y—x.y+x2—x+y—x+1)
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d—y:1—y2+x-y—y+x-y—x2+x—y+x—1 > g—y:—1-y2+2-(x-y—1)-y+(2-x—x2)
X

dx

7.6 Problem:
OI—y:(1—x)-y2+(2-x—1)-y—x, y, =1 Riccati diferansiyel denkleminin verilen 6zel ¢6zimu igin

dx
genel ¢6zUmunU hesaplayiniz.

Gozim: j—zz(l—x)~y2+(2-x—1)‘y—x, y,;=1 2> a(x)=(1-x), b(x)=(2-x-1), c(x)=—x,y, =1

7.7 Problem:

x? ~3—i=—x2 Y+x-y-1y, =% Riccati diferansiyel denkleminin verilen 6zel ¢cozimi icin genel

¢6zUmUunu hesaplayiniz.
s dy 2 2 1 2 1
Cozim: x -d—xz—x VXY=L y, == > a(x)=-x*b(x)=x,c(x) ==Ly, ==
X X

7.8 Problem:

(1—x3)-j—y=y2+x2-y—2-x, y, =x* Riccati diferansiyel denkleminin verilen 6zel ¢6zimu igin
X

genel ¢6zimunld hesaplayiniz.

i dy dy 1 x? 2-X
0zim: (1-x*)- L =y?+x*>-y-2-x 2> L= 2y y—
¢ ( ) ax Y Y a1’ 1

8. Clairaut Diferansiyel Denklemi

y=x-d—y+f(—y) (8.1)

seklindeki diferansiyel denklemlere Clairaut Denklemi denir. Denklem (8.1) in, x e gbre
tlrevi alinip tekrar diizenlendiginde;

d’y
[x+f’(dy/dx)]W:O (8.2)

elde edilir. C6zUmU:

y=c-x+f(c) (8.3)
seklindedir.

8.1 Misal:

y=x-g—i+2-(d—ij2 Clairaut diferansiyel denkleminin ¢ézimunu hesaplayiniz.
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C6zim: denklemde j—yzc yazilarak genel ¢6zim hesaplanir.
X

y=C-X+2-C° seklindedir.

8.2 Misal:

2
y=x-y’+a—, Clairaut diferansiyel denkleminin ¢6zUmUunu hesaplayiniz.
y

2
G6zim: denklemde g—§=p olsun. Bu durumda; y:x-p+%:f(x,p) olur. Her

tarafin x e gore tlrevi alindiginda;

2 2

p=p+ x—a—2 .dp > x—a—2 -@:0 Burada iki “farkli durum karsimiza
dx p° ) dx

clkmaktadir. 1. Durum: d—p:O olursa; p=C > olur.. Bu dedger ilk

dx

2
denklemde yerine yazildiginda; y:C-x+% elde edilir. Bu genel ¢6zimdur. Veya

2 2

2. Durum: x—a—Z:O olursa; pZ:a— > olur. Bu deder ilk denklemde vyerine
X

p

2 2 2
yazildiginda; p-y=x-p*+a’ > (p-y)zz(x-p2+a2)2 > a—-yzz[x-a—+a2j
X X

2 2

a_.y2 :(2a2)2 > a—-y2 =43* > y* = 4a’x > elde edilir. Bu tekil (sadece bir
X X

durum icin gegerli, 6zel) bir g6zimdur ve yukarida (durum:1 de) elde edilen denklemdeki
C nin herhangi bir dederi icin bu sonuc asla elde edilemez. Yani 6zel ¢ozimdir. Halbuki
birinci merteden bir diferansiyel denklemde 1 tane sabit bulunmalidir.

9. Tam Diferansiyel Denklemler (Exact Differential Equations)

Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem f(x,y)=c seklinde tanimli olsun. Tirevi
alindiginda;

df(x,y)=2f—x-dx+%~dy=0 (9.1)

olur. Bu kisaca asagidaki gibi gosterilebilir.
M(X,y)-dx+N(x,y)-dy=0 (9.2)
veya

dyO

M(x,y)+N(x,y)-&: haline gelir.
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Seklinde ve M - N (9.3)
oy 0OX

ise buna tam diferansiyel denklem denir. C6zimu asadidaki gibidir:

f(xy)=[M(xy)-dx+g(y) (9.4)
é‘f(a>;y) :%UM(x,y)-dx}d%gy) — N(X,Y) oldugundan;
—d%(;/) = N(x,y)—%UM(x,y)-de olur. Her iki tarafin integrali alindiginda;

g(y):I{N(x,y)—%UM(x,y)-dxﬂ-dy hesaplanir. Bu deder denklem (9.4) de yerine
yazildiginda ¢d6zim elde edilmis olur. Veya benzer islemler;

f(x,y):_[N(x,y)-dx+g(x) (9.5)

of(xy) _ o

alinarak tekrarlanir. —-
OX OX

DN(x,y)~dy+dgd—(X)}=M(x,y)
X

f(x,y):_[N(x,y)-dx+g(x)

9.1 Misal:
(2-x+y)-dx+(x—2-y)-dy=0 seklinde verilen diferansiyel denklemin genel ¢6zimind
hesaplayiniz. Ayrica y(O):O baslangic¢ sartini kullanarak 6zel ¢6ziUmuinU hesaplayiniz.

Cozim 1: M(x,y)-dx+N(x,y)-dy=0 seklinde bulundugundan tam diferansiyel denklem
olup olmadigi test edilmelidir.

%:1 ve @=1 > g™ oldugundan tam diferansiyeldir.

OX oy OX

f(x,y):IM(x,y)-dx+g(y):I(Z-x+y)-dx+g(y):c

f(x.y)=(x+xy)+g(y) %=N(x,y) oldugundan;
N(x,y)=%(xz+xy)+d%§/y) > X—2-y:x+d%—(yy)e _d%(yy):_zy

g(y)=-y* - f(x,y)=x*+x-y-y’=c > x*+x-y—y’=c| olarak elde edilir.

Cozim 2: Veya f(x,y):J'N(x,y)-dy+g(x):J'(X—Z-y)-dy+g(x):x-y—y2:c
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d d
MOxy) =— (xy y?)+ % > MXYy)=y+ %(X) 2x+y

¥+ d%g() 2x+yf > jd%(x)dx J'Zx -dx > g(x)=x

f(x,y)=x-y-y*+g(x)=c > Xx-y—y*+x*=c| olarak ayni sonug bulunur. y(0)=0

baslangic sarti uygulandiginda, 0-0-0°+0°=c = c=0 > |x-y—-y*+x*=0| seklinde o6zel

¢6zUm bulunur.
9.2 Misal:

(2-x+y2)-dx+(2-x-y)-dy:0 diferansiyel denkleminin tam diferansiyel olup olmadigini test
ediniz. Tam diferansiyel ise genel ¢6zimind hesaplayiniz.

oM oN oM _oN

— =2y ve — =2y ve oldugundan tam diferansiyeldir.
oy OX ay T X
Gozuma:
f(x,y):J.M(x,y)‘dijg(y):J'(Z‘x+y2)-dx+g(y)=
f(x,y)=(x2+x-y2)+g(y) afg;y) N(x,y) -oldugundan;
N(x,y) = — (x +Xy*) + w0ly) 2xy:2xy+—dg(y) 5> W)
oy dy dy dy
f(x,y)=x*+xy*=c seklindedir. Saglama igin;
df (x,y) = ﬁ dx+g dy=0 olmalidir.
oy
a%(xzeryz)-dXJr%(xz+xy2)-dy:0 > (2x+y?)-dx+(+2xy)-dy =0 olur. Bu da
diferansiyel denklemin kendisidir. Ayni problem diger sekilde de ¢ozilebilir.
f(x,y):jN(x,y)-dy+g(x):j(2xy)-dy+g(x) > f(x,y)=xy’ +g(x) olur.
oA(x.y) =M(x,y) oldugundan; M(X, y)_—( xy* )+ dg(x)
OX dx
2x+f:f+—dg(x) > do(x) =2X > g(x)=x°
dx dx
f(x,y)=|xy’+x*=c oldugu gorular. Elde edilen sonuglarin ikisi de aynidir.
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9.3 Misal:

(x*+y?)-dx+(2xy)-dy =0 ile verilen diferansiyel denklemin genel goziimini bulunuz.

Cozum: M(x,y)-dx+N(x,y)-dy=0 seklinde bulundugundan tam diferansiyel denklem olup
olmadigi test edilmelidir.

a—M—Z N =2y > %\A:aa—N oldugundan tam diferansiyeldir.
X

oy ox
f(x,y):IM(x,y).dx+g(y):I(x2+y2).dx+g(y)zc

f(X,y)=(§+Xy2j+9(y) %ﬂ(x,y) oldugundan;

3
N(X,y):i X—+xy2 +dg—(y) -> 2xy:2xy+dg_(y) S dg(y):()

3 2

f(x,y)=%+xy2:c > %+y2=§ olarak elde edilir. Ayrica 1. mertebeden

homojen diferansiyel olup olmadidi da test edilebilir.

2 2
(x?+y?)-dx+(2xy)-dy =0 > (X2+y2)~dx+(2xy)-j—i=0 ? g_iz_)(Z;;

2,2 2,2 2,2 | 42\,2 Ax? +V?
d—yzf(x,y)z—x i > flxy)=—L > f(tx,ty)=—tX *y =—% (<+y’)
dx 2Xy 2Xy 2-tx -ty ¥ (2xy)
f(x,y)=f(t-x,t-y) oldugundan 1. mertebeden homojen diferansiyel denklemdir ve y=u-x
dénusimu ile de ¢ozulebilir.

dy Xd_u:x2+(u~x)2 du:x2+x2-u2_X2'(1+U2)

dx dx - —2x(u-x) dx  —2x%-u  -2x%-u

du ~u?+1 N Xdu_u2+1+2u2

du 3u®+1
U+ X— X— =

>

dx  —2u dx  —2u dx  —2u

—2U 1 . v )

> du=|=dx > seklinde yazildiginda;
3u”+1 X

- ln Ul In 1
I( 22u )duzj(l)dx+c > 1In(3u2+1)zln(£j+c "™ e [Xj-ec

3u®+1 X 3 X

) } ec y2 % ec y2_'_)(2 eBc y2+X2 e30
(3u +1)3 - (3—24‘1] = — 9 [3 2 J:—B 9 [3 2 j 2 =—3 X2

X X X X X X X
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3y® +x? _< olarak ayni sonucg elde edilir. Benzer islemler

X
dx -2-x-y e
— = ve X=V-y dénlsumu yapilarak da hesaplanir.
dy x°+y

2 . o /3

d_X=V_|_yd_V=_2V—2'y > V+yd_V:# > yd_V:#
dy dy (v-y) +y? dy v°+1 dy v°+1

2
1 dy = Y +13 dv > 1 dyz(— Y > L dev
y -3v—-v y 3v+v® 3v+v

f@}dyﬂ(—g\livz - 3VivgjdV+c > In(y)=-1/2In(3+v*)-1/3In(v)+1/6In(3+V*)

1 1 1 1

In(y)=—In(3+v*)2 —In(v)s +In(3+v?)e In(y)=-In(3+v*)* —In(v)%

1

In(y) :—é[ln(3+ v2)+ln(v)} > In(y)= In(v(3+v2))_5 S5 e :e'”(v(fﬂvz))%

y:[v(3+v2)]75 > y—m y3-[v(3+v2)]:1 y“B(%i—jﬂ:l

2 2
y"{f[gy X ﬂ=1 > x3y’+¥¥)=c > 3y? +x° _¢ olur. Ayni denklem
y y X
Bernoulli olarak ¢ozildiginde, y'+p(x)-y=q(x)-y" yapisina uymalidir.
dy . x°+y° dy (1 X _
X2 +y?)dx +(2xy)dy=0 > 2L -_ > Tyl = ly= -2 |y?
( +y) +( y) Y dx 2Xy der 2X Y 2 Y
dy 1 X ) dy 1), X 2
S - o = —— . 9 — _ - — U=
Y dx+(2x]y 4 [ ij Y Y der(ZxJy 2 Y
%ZZyd_y > yd_yzld_u > ld_u_|_ i u:_i > d_u+(£ju:_x
dx dx dx 2dx 2dx (2x 2 dx \x
Ip(x)dx :j(ljdx =In(x) el P _ gt _ oldugu  gorilir.  Dederler  vyerine
X

yazildiginda;

u(x) _ g e -Uejp(x)'dx ~q(x)-dx+c} olmalidir. Yani;
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Ux dx+c} > U:£-|:—X—3+C} > y2+x_32=§

Uc farkli usulle elde edilen neticeler birbirinin aynidir.

9.4 Misal:

(2xy —sec’(x))-dx+(x*+2y)-dy=0 ile verilen diferansiyel denklemin genel ¢6zimunu
hesaplayiniz.

Cozim: M(x,y)-dx+N(x,y)-dy=0 seklinde bulundugundan tam diferansiyel denklem olup
olmadigi test edilmelidir.

M, oN oM _oN

8y_2 5o 2 > o tam diferansiyeldir. f(x,y)=[M(xy)-dx+g(y)=
f(x,y):j(ny—secZ(x))-dx+g(y):c > f(x,y)={x2y—§(i)ns(():())}+g(y)

of(x.y) _ _sin(x) ) dg(y) 2oy w2, d9(Y)
& =N(x,y) =2 N(xy)_ay[xy cos(x)}r dy > X“+2y=X"+ dy

dg(y) ) 2 SIN(X) .
—2y > - > f(xy) =Xy~ -

oy Y a(y)=y (xy)=x%y cos(x)+y c

2 sin(x) , Q

Xy———~+y°=c¢C seklinde genel ¢6zim bulunur.
cos(x)

9.5 Misal:

[1+2-x-y2)dx+(2-x2-y—cos(y))-dyzo diferansiyel denklemini ¢6zliniz.
X

M(x,y)-dx+N(x,y)-dy =0 seklinde bulundugundan tam diferansiyel denklem olup olmadigi
test edilmelidir.

oM _ 9
o ylx

diferansiyeldir.

1 OoN 0O 5 oM ON o
+2X 4xy ve — =—| 2X“y—cos =4xy > — = oldugundan tam
( Y j Y OX 6x[ Y (y)] Y oy OX 9

f(x,y):J'(§+2.x.y2)dx+g(y) > fF(xy)=In(x)+x*¥* +g(y) > %z%[ln(x)+x2y2+g(y)]
%=2x2y+d%§y) %=EN oldugundan ;%/+ M—cos(y) > dgij—(yy):—cos(y)
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Idg(y)z—jcos(y)dy 2> g(y)=-sin(y) 2 |In(x)+x*y*—sin(y)=c| seklinde genel ¢6ziim
elde edilir.

9.6 Misal:

(3:X%+6-x-y?)-dx+(6-x*-y+4-y*)-dy =0 diferansiyel denklemini ¢oziiniz.
M(x,y)-dx+N(x,y)-dy=0 seklinde bulundugundan tam diferansiyel denklem olup olmadigi
test edilmelidir.

oM © oN O oM ON o
— =—(3-x*+6-x-y?*)=12-x-y ve =—|6-x*-y+4-y}|=12-x-y > —=-" oldugundan
5 ay( y’) y ve — =— 6 y+dy’] y 3 € g

ox X
tam diferansiyeldir.

f(x,y):I(B-x2+6-x-y2)-dx+g(y) > f(xy)=x"+3-x*-y* +g(y) > %=%[X3+3-X2-YZ+Q(Y)]

q:6-x2-y+dg—(y) > ﬂ:% oldugundan 6/«2-/y+d%—(yy)=6/é-/y+4-y3 > OIEil—(yy):4‘y3

Idg(y):f4-y3-dy > g(y)=y' 2> [ +3-x*-y* +y* =¢| seklinde genel ¢6zim elde edilir.

10. integrasyon Carpani ile Tam Diferansiyel Hale Getirilebilen Denklemler

Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem f(x,y)=c seklinde tanimli olsun. Diferansiyel
alindiginda;

df(x,y):zf—x-dx+%-dy=0 (10.1)

olur ve kisaca asagidaki gibi gosterilebilir.
M(x,y)-dx+N(x,y)-dy=0 (10.2)

Tam diferansiyel denklem, denklem (9.3) ile gdsterilen

oM _ W sartini saghyordu. a—M;ta—N oldugundan bu sart;
OX oy OX

ay
w(x,y)-M(xy)-dx+p(x,y)-N(x,y)-dy=0 (10.3)

denkleminde bulunan p(x,y) integrasyon garpani ile saglanmis olsun. Bu durumda tam
diferansiyellik sarti asagidaki gibi yazilabilir.

Ow-M)_o(k-N) (10.4)

oy OX

Bu sartin daha acgik yazilmasiyla;
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pﬂ Ma—uzpaN Na— olur. Buradan; pﬂ— @_Na“ MaM olur. Her iki tarafin p(x,y)
oy oy OX oX oy OX OX

ye bélinmesiyle;

LNE o) M N (10.5)

pl  ox oy oy oX

olur Burada bir ¢ok tir karsimiza gikar. Bunlardan 6 adedi asadida verilmistir.

u= ej¢(v).dv

Yukaridaki denklem ile ilgili integrasyon carpanini bulmak igin asagida verilen Tablo 1 den
faydalanilabilir.

Tablo 1: Integrasyon carpani ile ilgili hazir dederler

v X y X-y X-y 2 X* +y?
o(v) | My=N, [M-N, [M-N | M-N_ (M -N,)y (M, —N,)

Bu dederlerin nasil hesaplandigi asagida verilmistir.

10.1 u:u(x) integrasyon garpani sadece x e bagimh oldugu durum:

Burada yapilan tim g¢éziimler Denklem (10.5) den yararlanarak hesaplanmaktadir. p(x,y)
fonksiyonu sadece x e bagli oldugunda; p=p(x) seklinde yazilabilir. Dolayisiyla Z—;lzo

olacaktir. Bu deder yerine yazildiginda;

NG“ M O | _M_N > 1NOIM M_N olur. Buradan;
H OX oy  oX p dx oy ox
oM oN
ldu oy  ox . . 1 du du
=2 =p(x elde edilir. Boylece; —— =p(x > — =|p(x)dx
p dx N P(x) 4 u dx p(x) IH J.p()

In(w) = [p(x)ax > N

Dikkat: islemler sonucunda elde edilen p(x) integrasyon carpani, pu(x,y) seklinde gikarsa
yukaridaki denklem uygulanamaz ve asadidaki 2. yol izlenir.

M, - N,

Burada p(x)= ile tanimhidir ve sadece x in fonksiyonu olmahdir.

10.1.1 Misal:
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(x-y-1)-dx+(x’-x-y)-dy=0 seklinde verilen diferansiyel denklemin, ilk once tam
diferansiyel olup olmadigini test ediniz ve tam diferansiyel degilse, integrasyon carpanini
hesaplayip, ¢c6zimunU yapiniz.

m:x ve @:Zx—l ve @7&% oldugundan tam diferansiyel degildir.

oy OX oy OX

Co6zumdu: ilk dnce integrasyon carpani hesaplanmaldir.
M —N, x—(2x- ~X 1

p(x)=—* _ ( y) Ly =_(_j

N X% — Xy X(y—x) X
1

d —|| = |dx
H_ejp(X) X u=e I{XJ > p=e > M:é oldugundan;
1-(xy—l)-dx+1-(x2—xy)-dyzo > (y—ij-dxﬂx—y)‘dyzo
X X X
@:1 ve @=1 > M_N oldugundan tam diferansiyeldir
oy X oy  ox
df(x,y)zgf—x-dx+%-dy:0 olmalidir. > (y—%)dxﬂx—y)-dy:o

1
f(x,y)=jM(x,y)-dx+g(y) > f(x,y):j(y—;]dx+g(y)
of(x,y) 0 dg(y) g

f(X,y)=xy—In(x)+g(y > — = =—/| | M(X,y)-dXx [+ =N(x,y) oldugundan;
(xy) =xy=In(x)+g(y) vl [iary

dg(y) dg(y) y?
—X— > =2V, S ——[yd S .
X+ g =X 5 N g(y)=—|ydy 9(y)

f(x,y)= j M(x,y)-dx+g(y) oldugundan, yerine yazildiginda;

2 2

f(x,y):xy—ln(x)—y?zc > xy—In(x)—y?zc oldugu goruldr.

Integrasyon carpani icin 2.yol tercih edildiginde;

N,-M, (2x-y)-x x-y X-y
= X y = = 9 =
p(y) M xy—1 xy—1 p(y) xy -1

p=p(x,y) fonksiyonu hem x hem de y ye bagimh oldugundan, integrasyon katsayisi
gecerli degildir.

Bernoulli denklemine uygun olup olmadiginin test edilmesi icin, Bernoulli denklemi sekline
dénustirmek gereklidir.
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(xy—l)-dx+(x2—xy)-dy:0 > xy—1+(x2—xy)y’:0 > X(X-y)y' +xy=1

(x—y)-y'+y:£ > y'+ ! y= ! uygun dedildir. Asagida tam diferansiyel
X

X-y~ x(x-y)
hali denendi ve onun da uygun olmadigi goruldd.

1 1 dy dy 1
-=|-d —y)-dy=0 > -= -y)-2=0 > - == —
[y Xj X+(x—y)-dy (y X]-i‘(x y)OIX (x y)dx ’ y

(x —Y)ji 1 Xxy (x —y)g§=§—y uygun olmadigi gorilmektedir.

10.1.2 Misal:

Misal 6.4 te verilen (x—y?)-dx+(2xy)-dy=0 diferansiyel denklemin tam diferansiyel olup

olmadigini test ediniz ve tam diferansiyel degilse, integrasyon carpanini hesaplayip,
¢OzUumunu yapiniz.

oM oN oM ON

—=-2y ve —=2 ve —=#— oldugundan tam diferansiyel degildir.
oy y X y oy ox g Y g
Co6zumdu: ilk dnce integrasyon carpani hesaplanmalidir.
M,-N, -2y—(2y) -4y 2 [p(x)dx 2l @dx
p(X): Y X = = :—(—j > H:e -> M:e
N 2Xy 2Xxy X
=g =2l > “:Xiz oldugundan;
%-(x—yz)-dx+%-(2xy)-dy:0 > (1 y J dx + (Zyj dy=0 haline gelir ve
X X X X X

M_9o l_y_ -2 ve ON (ﬂ)?zlzeﬂ:@ oldugundan tam diferansiyeldir
6y ay X X X ox. ox oy 0Ox

X
ve ¢6zumi tam diferansiyel denklem gibi yapilir.

p . _((ioy
f(x,y)_IM(x,y) dx+g(y) > f(x,y)_J‘(X X2jdx+g(y)
f(x,y):ln(x)+y72+g(y) > af(a);’y):%UM(x,y)-dx}d%gy)=N(x,y) oldugundan;
oFxy) o y* |, daly) _ af(x,y)_[Z_y} dg(y) _
Y _ay{ln(x)+x}+ dy = N(X,y) 2> 5 | x + dy =N(x,y)

2 , 2 , 2 ,
;y+g(y)=N(x,y)9 ;y+g(y)=;y >  d(y)=0
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2

g(y)=c ve f(x,y)zln(x)+y;+g(y) oldugundan;

2

In(x)+ Y- +c=0 > y?+(In(x)+c)x=0 elde edilir.
X

10.1.3 Misal:

(2x+xj-dx+(xy—1)-dy=0 diferansiyel denkleminin p=p(x) integrasyon carpanini bularak
X

genel ¢6zimunl elde ediniz.

Cozim 1:

[2x+xj-dx+(xy—l)-dy:0 > M =§ > N =y
X

1 y 1-xy
M, - N « 1-xy 1
—_ Y X N _ X N __ X _ y N -
P(x) N p(x) xy -1 p(x) xy -1 X xy-1 p(x) X
1
d —|| = (dx
uzejp(x) * n=e J[X] > u=e > MZ% oldugundan;
1.(2x+z)~dx+1~(xy—1)~dy:0 > (2+lzj-dx+[y—ij-dy=0 > My:i2
X X X X X X
Nxzi2 > M_N oldugundan tam diferansiyeldir.
X oy oOX
df(x,y)zq-dx+ﬁ-dy=0 olmahdir. = (2+12j-dx+(y—1j-dy:0
OX oy X X
f(x,y)=IM(x,y)-dx+g(y) > f(x,y):.[(2+%jdx+g(y)
y of (x,y) 6[ y} dg(y) 4

f(x,y)=2x-= > — 2= — | 2X—= = N(X, oldugundan;
(xy) —+9(y) o oyl x|ty = Ne) g

1 dg(y) ., 1 dg(y) Y’

—= —y-= > =Xy > =[y-d > =L

wA i 25 0 =Y g(y)=[y-dy 9(y) =7

f(x,y) :IM (x,y)-dx +g(y) oldugundan, yerine yazildi§inda;

2

f(x,y)=2x—¥+y?=c seklinde genel ¢6zim elde edilir.

GCoézim 2: y=u-Xx > dy=du-x+u-dx déndsimi uygulansin.

0

[2x+¥j-dx+(xy—l)-dy:0 > [2x+%)-dx+(x-u-x—l)-(du-x+u-dx)

46




PAU, Miihendislik Fakiiltesi, Diferansiyel Denklemler Ders Notlari, Z.Girgin
(2x+u)-dx +(x*-u—1)-(du-x+u-dx) =0 (2x+u)-dx +(x*-u® —u)-dx+(x*-u—x)-du=0
(2x+x%-u?)-dx +(x°-u=x)-du=0 >  Her taraf x e bélindiginde (clnkd bitin
terimlerde x bulunmaktadir);

%-[(2x+x2-u2)~dx+(x3~u—x)-du]=0 > (2+x-u?)-dx+(x*-u-1)-du=0

ﬂ=£(2+x~u2)=2-x~uveﬁzi(xz-u—l):Zx-u 5> M_N oldujundan  tam
ou ou oX 0OX ou  oX
diferansiyeldir.
f(x,u):IM(x,u)-dx+g(u) > f(x,u):j(2+x-u2)dx+g(u)
f(x,y)=2-x+x—2-u2+g(u) > axu _ 9o 2-x+x—2-u2 +dg—(u):N(x,u) oldugundan;
2 ou ou 2 du
x2~u+dg—(u)=x2-u—1 > dg_(u):_l > J'—dg(u)z—ué g(u)=-u
du du du
NG x? y
f(x,u):2-x+?-u2+g(u) > f(x,u):2-x+?-u2—u > y=Uu-X > u==
X
X2 (yY y yey e
f(xy)=2-x+7=| -= > f(xy)=2-x+>=L=c genel ¢6zimddr.
2 \X X 2 X

10.1.4 Misal:
(2-x+y2+2)dx+2y-dy:0 diferansiyel denkleminin p=p(x) integrasyon carpanini
hesaplayarak genel ¢6zimunu elde ediniz.

Cézim: Ilk énce diferansiyel denklemin tam diferansiyel olup olmadi§i test edilmelidir.

oM 0 ON 0 oM ON o ) )
— =—(2-x+y*+2)=2y ve — =—[2y|=0 - —#— oldugundan tam diferansiyel

X
oy . o . [p(x)dx
degildir. O halde integrasyon carpani bulunmahdir. E§er p=p(x) ise p=¢

ve

M, —N
p(x)= VN ~ sadece X in fonksiyonu olmalidir.

0 ) 0
< —[2+y +2x]——[2y]
p(x)= M, =N, _ oy oX > p(x)= % =1 sart saglandi.

N 2y n

M:ejp(x)dx :ej'l.dx _ ¥

e -(2+y* +2x)dx+e*-2ydy =0 > (2" +e*y* +2xe”)-dx+(2ey)-dy =0

oM 0 oN 0O oM ©ON o
——=—|2e"+e*y* +2xe* |=2¢'y ve —=—|28"y|=2¢'y > —=—  oldujundan tam
oy ay[ y ] y OX 6x[ y} Y oy OX g

diferansiyeldir.
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x,y):I(Zex+exy2+2Xex)'dX+9(y) > f(x,y)=2e"+e*y* +2e* (x-1)+g(y)

(
%:%[eX.(2x+y2)+g(y)] > %:Zexy d%(yy)eg_% oldugundan;

Mer%_(yy):;,eﬁed%_y):o 9[ (;j—yg(Y)=C > g(y)=-c

f(x,y)=e*-(2x+y*)-c > |2-¢*-x+e" -y’ =¢| seklinde genel ¢6zim elde edilir.

Ayni denklem Bernoulli ile dnceki bélimlerde ¢ézilda.

10.1.5 Misal:

(x*+x-y)-dx—(x-y*~x*)-dy=0 diferansiyel denkleminin genel ¢6zimuni hesaplayiniz.

M(x,y)-dx+N(x,y)-dy=0 seklinde bulundugundan tam diferansiyel denklem olup olmadigi
test edilmelidir.

oM _ 0 oM oN

aN a 2 3 3 S
X+ X X ve —=—(X"=x-y’)=2-X— 2> —=#— oldugundan tam
8y ay( y) OX ax( y) Y oy -« oX g
diferansiyel dedildir. Tablo 1 den yararlanarak x e bagli olup olmadigi test edilmelidir.
M,-N, Xx-(2:x-y°) VX 1 foxjax — [Ldx  nxt) 1
W)= T e oy N U0

X (x4 xey)dx—x (XY = xP) - dy =0 (P +y)-dx+(x—y*)-dy =0

3 x* of o|x*
f(x,y)=I(x +y)-dx+g(y) > f(x,y)=7+x-y+g(y) > 5:5{—+x y+g(y)}

%:{x+—d%§y)} > % g’;l oldugundan X+ d(y) X-y' > —d%(yy):—yg‘

Idg(y):f—yf*-dy > g(y)=—I > X?+x~y—?=c seklinde genel ¢oziim elde edilir.

10.2 p:u(y) integrasyon ¢arpani sadece y ye bagimli oldugu durum:

u(x,y) fonksiyonun sadece y ye bagh oldugunda; p=p(y) seklinde yazilabilir. Dolayisiyla

=0 olacaktir. Bu deder yerine yazildiginda;

oy oOx uw dy ox oy p dy M
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. 1d d
elde edilir. Ed_;l: p(y) > IfZIp(Y)dy > In(u):jp(y)dy
d d -
e'“(u) :ejp(y) Y > M:ejp(y) Y burada p(y): N, —M, ile tanimhdir.
M

10.2.1 Misal:

y-dx+(y2—x)-dy:0 ile verilen diferansiyel denklemin, ilk 6énce p=p(y) ‘integrasyon
carpanini bulunuz ve daha sonra genel ¢6zimUnu elde ediniz

Cozim: M(x,y)-dx+N(x,y)-dy=0 seklinde bulundugundan tam diferansiyel denklem olup
olmadigi test edilmelidir.

ﬂzﬁ(y):l ve @:i(yz—x):—l > M. N oldugundan tam diferansiyel
oy oy oX OX oy Ox
degildir. Tablo 1 den yararlanarak y e bagh olup olmadigi test edilmelidir.

o(y) =M AW 2 o[ ety 1

M y y y

%-(y)-dx+%-(y2—x)-dy:0 > %-dw{l—%)dy:o

y

f(x,y):j(é]-dxjtg(y) > f(x,y):§+g(y) > %z%{gjtg(y)}
ﬂ:{—éfjg—(y)}:l—é > > N oldugundan %erg(y):l% > _dg(y):1
a [y dy y ay oy y dy y dy

.[dg(y):_[l-dy > g(y)=y > f(x,y)=§+y=c seklinde genel ¢dziim elde edilir.

10.3 Eger M ve N ayni dereceden homojen fonksiyonlar ve x-M+y-N=0 ise,
integrasyon carpani M:xiy seklindedir.

X-M+y:-N=0 olmak tzere M(x,y)-dx+N(x,y)-dy=0 diferansiyel denkleminin integrasyon

garpani; MZL seklindedir. Clinkd; x-M+y-N=0 - %:—X olur.
X-y X

p-M-dx+p-N-dy=0 -> x-%~dx+y-dy=0 > x-(—XJ-dx+y-dy:O
X

-y-dx+x-dy=0 diferansiyel denklemiyle aynidir. Dolayisiyla bu denklemin bulunan
integrasyon carpani, édnceki denklem icin de gecerlidir.
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~y-dx+x-dy=0 => p-(—y-dx+x-dy)=0

o(u-M) o(n-N)

Tam diferansiyel sartini saglamasi igin, 5 == olmalidir. Dolayisiyla;
X
i-(—y-dx+x-dy):0 > (—Ej-dx+(£]-dy:0
X-y X y
-M ‘N -M ‘N
a(“ ):ﬁ(_ljzo ve —a(“ )=3 _1 =0 > a(“ ):a(“ ) tam diferansiyel
oy oy\ X OX ox\ Yy oy OX

sartl saglanmaktadir. Boylece integrasyon carpaninin u:i oldugu goérulir.
X-y

Asadida verilen diferansiyel denklem bu tire bir misaldir.

10.3.1 Misal:

(xy)-dx—(x?)-dy=0 diferansiyel denklemin ilk 6énce tam diferansiyel olup olmadigini test
ediniz. Tam diferansiyel degil ise, integrasyon carpanini bularak ¢éziiniz.

Cozim: @zx, ve N_ ox> M N Ix-M+y-N=0| sarti test edilmelidir.
oy OX oy Ox
Xo(xy)—y-(x2)=0 > X*-y-x*-y=0 sart saglaniyor. Bu durumda integrasyon garpani
uzi oldugundan, diferansiyel denklem;
X-y

2
[ﬁde—[x—dezo > 1-dx—(§jdy:o > Xgy—ax o> W&
Xy Xy y y y X

Idvy:jd?x+c > n(y)=In(x)+c > "V=e"M.e& 5 y-e®x

c=e > seklinde genel ¢dziim bulunur.

10.3.2 Misal:

(xy*)-dx—(xy)-dy=0 seklinde verilen diferansiyel denklemin, tam diferansiyel olup

olmadigini test ediniz ve tam diferansiyel degilse, integrasyon carpanini hesaplayip,
¢OzUumunu yapiniz.
oM oN oM ON

——=2Xy ve — =-2Xy ve —#—  oldugundan tam diferansiyel dedildir.
Y y ox y oy ox g Yy g

[X-M+y-N=0] sarti test edilmelidir. > x-(xy?)-y-(x?y)=0

X—Z-[(xyz)-dx—(xzy)-dy]zo > (y)-dx—(x)-dy=0 > y—x-d—izo
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l.dy=£-dx > Id—yzj(ljdx+c > In(y)=In(x)+c > ) _ It ge
y X y X

C=¢e° > y=C-X genel ¢ozimdur.

10.3.3 Misal:

(12x%y)-dx +(12x%)-dy =0 diferansiyel denkleminin genel goziimiini hesaplayiniz.

GCo6zim:

w:12x2 ve @:36% ve a—M;ta—N oldugundan tam diferansiyel degildir

OX oy oXx

a) integrasyon garpani p=p(x) olarak alindiginda;

M, —N, 12x*—(36x (1-
p(x)= yN X = 125(3 ): J(Z%SXS):—E > p=p(x) oldugundan gegerlidir.
2
d —1| = |dx i
HIGIp(X) Y u=e I{XJ > p=e|n(x ) > u:% oldugundan;

1

2

(12xy)-dx + X—12(12x3) dy=0 >  (12y)-dx+(12x)-dy=0 > j(lZy) dx + I(12x)dy =c

x

12xy +12xy =c -> 24Xy =cC > x-y=C (C:%)

b) integrasyon garpanip=p(x,y) olarak alindiginda;

» 1
Xy

2

12x 12x2 '

dy

.(12x2y)-dx+i-(12x3)-dy =0 > (12x)-dx +(

1 ]-dy:O > —12x.dx=
Xy X-y

P ST I  SLIY VN VL S VN jd—y+jd—xzc In(y)+In(x)=c
y y y X

Xx-y=C > df(x,y)=y-dx+x-dy=0 => 12x*-[y-dx+x-dy]=0

Not: her iki c6zimde de diferansiyel denklemin aynisi elde edilmistir. Buradan farkl
integrasyon carpani kullanilsa bile ¢6zimin degismedigi goérilmektedir. Ayrica, bir
diferansiyel denklemin, tam diferansiyel hale getirilmesi igin farkl integrasyon
carpanlarinin olabildigi gérilmektedir.
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10.4 Eger M ve N ayni dereceden homojen fonksiyonlar ve x-M+y-N=0 ise,
. 1 . .
integrasyon garpani | =————— seklindedir.
grasyon carpani p XMty N $

X-M+y-N=0 olmak tzere M(x,y)-dx+N(x,y)-dy=0 diferansiyel denkleminin integrasyon

carpani; p=; seklindedir. Homojen olma sarti; Eger M(x,y)ve N(X,y) m.
X-M+y-N

mertebeden homojen ise M(x,y)=A"-M(x,y) ve N(x,y)=A"-N(x,y) olur. Homojen olma

sartindan dolayi;

x@+y@=mM ve X@er@:mN bagintilari gecerlidir. Misal olarak;
OX oy OX oy

(x*+xy+y?)-dx+(x*)-dy=0 diferansiyel denkleminde gériilebilir.

x%—M+y%:x-(2x+y)+y-(x+2y)=2x2+xy+xy+2y2:2-(x2+xy+y2):2-M
X

x%w%=x-(2x)+y-0=2-(x2):2- N Bu badintilar ispatlandi§inda, integrasyon garpani da

ispatlanmig olur. Cunkl integrasyon carpani alinan kabul Gzerine uygulanmaktadir.

M M
YY) | M(x,y)-d ,Y)-N(x,y)-dy |=0 > -d -dy=0 ol
n(x.y)-[M(xy)-dx+u(x,y)-N(x,y)-dy] Sl X+xM+yN y ur
Tam diferansiyel sartini saglamasi igin, a(t;;/M) :8(2-N) olacagindan;
X
ﬁ( M ]:2( N j sartl saglanmalidir. Bu sartin daha acgik yazilmasiyla;
oy\ XM+yN ) ox\ xM+yN
oM 0 oN d
— (XM +yN)—-—(XM+yN)-M =2 (xM+VN)=——(xM+VN)-N
oy )= ! ) o OMEyN) == (xM+yN)

(xM +yN)2 (xM +yN)2
veya %-(xM +yN)—%(xM +yN)-M =g—’)\(|-(xM +yN)—§X(xM +yN)-N yazilabilir.

oM oM 0 0 oN OoN 0 0

XMty N =M O M) =M (Y N) = XMy N o N (M) =N 2y N)
XM@_FyNﬂ_Mxﬁ_MN_My@:)(M@_FyN@_Ni(XM)_NQ(yN)
ay ay ay ay ox ox  ox ox
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oM oN oM
M//i'j+yNE—l\/l o - M-N - Myg_xMa—+y - M-N - Nx——N/y/@

oM OoN OoN oM oM oM oN

y-N-——M.y-—=xX-M-—-N-X— -> Nx—yN——xM—My—
oy oy OX OX OX oy OX oy
oM oM oN oN
N | X—+y-— |=M- — |2 N-(m-M)=M-(m-N
[ ox ayj ( ) ayj (meM)=M-(m-R)

m-(M-N)=m-(M-N) oldugu géralir. Boylece ispatlanmis olur.
Asagida verilen misal bu tirdendir.

10.4.1 Misal:

(x*+x-y+y?)-dx+(x*)-dy=0 ile verilen diferansiyel - denklemin  genel g8zimuni
hesaplayiniz.

@:x+2y, ve @:ZXQ aM;«taN
oy OX oy oXx

x-M+y-N=0 sartl test edilmelidir.

X-(x?+xy+y?)+y-(x*)=0 > X*+2-xX%-y+x-y*#0 sart saglaniyor. Bu durumda
. 1 1 1 o . .
integrasyon cgarpani = = = oldugundan diferansiyel
grasy Garp H X-M+y-N X3+ 2x%y +xy? x(x+y)2 g Y
denklem;
2
w X + X—z -dy=0 haline gelir ve tam diferansiyeldir. CoziUmid tam
(x+y) X(X+Y)

diferansiyel gibidir.
10.5 M(x,y)-dx+#N(x,y)-dy=0 diferansiyel denklemi M(x,y)=y-f.(x-y) ve

N(x,y)=x-f,(x-y) seklinde ifade edilebiliyor ve f (x-y)=f,(x-y)ise, integrasyon

1 . .
arpani u=——— seklindedir.
garpani p=-— 5 seklindedir

Asadida bununla ilgili misali inceleyiniz.

10.5.1 Misal:

y-(2xy+1)-dx+x-(2xy +1-x%°)-dy=0 ile verilen diferansiyel denklemin genel gézimunii
hesaplayiniz.
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Cozim: M(x,y)=y-f.(x-y) > M(xy)=y-(2xy+1) ve N(x,y):x-(ny+1—x3y3)
N(x,y)=x-f,(x,y) ve (2xy+1)=(2xy+1-x%°) > f,(x,y)=f,(xy) sarti saglandigindan dolay

integrasyon carpani, u:; seklinde alinabilir. Buradan,
X-M-y-N
1 1 1 1
H X-M=y-N  x:(2xy* +y)-y-(x+2x’y —x"y*) K 2X2y? + Xy — Xy — 2x2y% + x*y* a x‘y*

oldugu gorilir. Bu ifade verilen diferansiyel denklem ile carpildiginda,

x“ly“'y'(zxy”)d“x“iwx'(ny”—xsys)=° 2 x%ys'(Zle)dX+x3_1y4'(2><y+1—x3y3)=o

veya,
2xy 1 1 (2xy 1 x%° 2 1 2 1 1),
[x“_strx“_f'jdXer?'y“'[x3y4+x3y4_x3y4 dy=0 > x3_yz+x4_y3 dx + x2y3+x3y“_§ dy=0
elde edilir.
2 1 1 1 of
fxy)=|| 55+—5=1|d - f(x,y)== — - —=N
e[ Fr o) > - S
1 1
f(x’y):XZ_yZ_xs_y?’_ln(y):C
. , , oM ©ON : :
10.6 M(x,y)-dx+N(x,y)-dy =0diferansiyel denkleminde [E_G_XJ ifadesi
oM oN . . T . .
(E—a—szN.a(x)—M-b(y) seklinde ifade edilebiliyor ise, integrasyon carpani

u=e 1P I <o indedir.
Asadida verilen diferansiyel denklem bu tirdendir.

10.6.1 Misal:

X(x+2y—1)dy-y(2x+y+1)dx =0 seklinde verilen diferansiyel denklemin genel ¢6ziminu
bulunuz.

ozum: X(x+2y—-1)dy—-y(2x+y+1)dx=0 -> @:—Zx—Zy—l, @=2x+2y—1
oy 0
X

[Z—';'—%}szy—l—(—zx—Zy—l) > (Z—T—%J=4x+4y=4(x+y) > a)=2 ve
_4 _4
b(y):% > H:e_'[a(X)dx~e_'[b(y)dy > n=e 3In(x).e 3In(y) > M:(xy)%
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4 4
(xy) 3-x(x+2y—-1)dy—(xy) 3-y(2x+y+1)dx =0 denklemi tam diferansiyeldir. C6zimi tam
diferansiyel denklem gibidir.

10.6.2 Misal:

X

y
. .. - . . . .. OM ON
ifadesini hesaplayiniz. Cézim: tam diferansiyel olmasi icin Ezﬁ_ olmalidir. Denklemde
X

M(x,y)-dx+(sec2 (y) j-dyzo diferansiyel denkleminin tam diferansiyel olmasi igin M(x,y)
N(x,y) bilindiginden g6zime buradan baslamalidir.

1
cos’(y)

N(xy)= ~ _

N1 x) 1 oM 1
cos’(y) y)

< | X

f(x,y):jN(x,y).dy+g(x) > f(x,y):J‘Eﬁ(y)——de+g(x)

f(x,y):(s:ior;—((yy))—xln(y)+g(x) oldugu gorilir. Ayrica M:N(x,y) oldugundan;
R o e R Z%Ens((ﬁ g M(X’y)dx}
“gw_1+§;“;<(§>)+_wa,y>dx} 5 Cosg(y)_gzhzj)gi((y)+£wa,y)dx]
0 v dx ] X, sin’(y) Kl ) dx ] X sin’(y)
UM( ,y)d} cos’(y) .y = cos’(y) K UM( ,y)d} cos’(y) y ' cos’ (y)
jM(x,y)dx=i2—((yy))—xln(y)—tan(y) > M(x,y)=—In(y) olur. Buradan f(x,y)

fonksiyonunun, f(x,y)=%((yy))—x-ln(y)=c oldugu gorilir. Saglamasi yapilabilir.

df(x,y)zgf—x-dx+%-dy:0 olmalidir.

of (x,y) a{sm—(y)—x-ln(y)} 5 8f(x,y):_|n(y) N of (x,y) 1 X

ox ox| cos(y) OX oy :cosz(y) y
Diferansiyel denklem; —In(y)-dx+ 2;—5 dy=0 seklindedir.
cos’(y) y
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X-M-y-N=0 sarti saglaniyorsa integrasyon carpani uzi alinabilir. Ispati
X-y

asagidadir.
L ) M N (1 1) M N
n OX oy oy oX Xy Xy oy oX
=0
Ty Iy|-M N 5 xM-yN_oM _oN 0-M_ON
y X oy oOX Xy oy oOX oy oOXx

11. Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri (Linear Differential Equation

Systems)

Bazen birden fazla birinci mertebeden denklem sistemleri birbiri igerisinde denklem
sistemi seklinde verilebilir. x ve y, t nin fonksiyonu olmak lzere iki denklem verilsin

d-x
T+a11-x+a12-y:0

. . D-x+a,,-X+a,,-y=0
; D=% alindiginda > _ddtx > 5 all . alz y 0
. . + . + . =
d_ty+3_21.x_|_3_22.y:0 y 21 2"y
(D+a,)-x+a,-y=0 _ . v
Bu denklemler matris halinde yazildiginda;

8, X+(D+ay,) y=0

D+a a 0 o .

{( 1) 2 Hx}z{ } > elde edilir. Bu denklemde x ve y dederleri her zaman
dy (D+a22) y 0

sifir olmayacagindan dolayi, matrisin determinanti sifira esit olmahdir.

O o O N O o)

| a, (D+ay,)

=0 #0
(D+a,)-(D+ay)—a,-a,=0 >  Buradan elde edilen kok degerleri ile g6zim elde edilir.

D’ +a,,-D+a,,:D+ay-a, —a,-a,=0 > D’ +(a, +a,)-D+(ay-a,-a,-a,)=0 Bu karak-
teristik denklemin koklerinden genel ¢oziim elde edililir. Fakat x,=c,-e"" +c,-e?"' ve

y,=¢,-eT +c,e?" olacagindan 4 adet keyfi sabit olur. Bunlardan 2 tanesi digerinin

cinsinden yazilarak sadelestirilir ve sadece 2 adet keyfi sabit kalir. Ayni ¢é6zimler matris
Ozelliklerinden faydalanilarak da yapilabilir. Bu denklem sistemlerinin anlasiimasi igin
asadgida misaller verilmistir.
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11.1 Misal:

dx

——-3-Xx-6-y=0 1
™ y )

d olarak verilen diferansiyel denklem sisteminin genel ¢ézimunu
d—)t/+3-x+3-y:0 2)

elde ediniz. C6zim: Dz% operatori kullanarak (1) ve (2) denklemi tekrar yazildiginda;

(D-3)-x—-6-y=0 (3) ve 3-x+(D+3)-y=0 (4) sekli elde edilir. Bu iki denklem
matris seklinde yazildiginda;

(D+3)|ly] (0
esitlendiginde;

D-3 —6 0
{( 3 ) Hx}z{} (5) halini alir katsayilar matrisinin determinant sifira

¢(D)={(D;3) (D_fg)}o (6) > (D-3)(D+3)—(-18)=0 > D*+9=0 Buradan

Karakteristik denklemin koklerinin, r,, =+3-i olur. Buradan homojen kismin ¢6zimu Onceki
bélimlerde verildigi gibi (tamamlayici ¢6ziim) denklemin kdklerinden dolayi;

x,=c,-e""+c,-e?' ve y, =c,-e" +c,-e?" seklinde yazilmalidir. Béylece;
X, =C,-€0s(3-t)+c,-sin(3-t) (7)  ve |y, =c,-cos(3-t)+c,-sin(3-t) (8) olur.

Buradan goruldugi gibi 4 adet farkh keyfi sabit gelmektedir. Halbuki ¢(D) determinanti
(2x2) boyutunda oldugundan sadece 2 adet katsay! bulunmalidir. Bundan dolay! c,vec,

katsayilar c,vec, cinsinden ifade edilmelidir. Bu amacla |x, =c,-cos(3-t)+c,-sin(3-t)| ve

Y =C,-cos(3-t)+c,-sin(3-t) ile verilen géztimler ilk verilen (1) veya (2) denkleminde yerine
yazilidiginda ¢6zim elde edilir. Burada ilk olarak (1) denkleminde yerine yazildi.

dx
d—t“—3-xh—6-yh =0

[-3c,-sin(3-t)+3c,-cos(3-t) ]-3-[ c,-cos(3-t) +c,-sin(3-t) |-6-[ c,-cos(3-t) +¢, -sin(3-t) | =0

[-3-¢,~3:¢,~6-c,]- sinf37T) =0 ve [3-c,~3-¢,~6-C,]- cosf37T) =0 olur. Veya,

. c,—C —(c,+c¢
-¢,—¢,=2-¢,=0 ve ¢,—c,—2-¢c,=0 olur. Buradan c, ve c, yerine; |c,=-2—2| |c =M

yazilmahdir. Boylece y, =c,-cos(3-t)+c,-sin(3-t) yerine;
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Y, =%-cos(3-t)—@-sin(3-t) olur. Ayni ¢6zim (2) denkleminde yerine yazilmasiyla
da elde edilebilir. Wy, 3.0 130y, =0
dt

[3-¢,-sin(3-t)+3-c,-cos(3-1) |+3-[ c,-cos(3-t) +c, sin(3-1) |+ 3-[ c,-cos(3-t) +c, -sin(3-1) | =0

[—3-c3+3-02+3-c4]-M:0 ve [3-c4+3-c1+3-c3]-M:0 olur. Veya,

C;—C,=C, c,—C,
—C,+C,+c,=0 ve ¢,+c +c,=0 olur. > 2:.C;=C,—C, 2> [C;=
C;+C, =—C, 2
c,—C,=C, —(c,+¢,)
2> -2-¢c,=C,+C, 2 |, =——=
—C,—C, =C, 2

Gorlldugla gibi hangi denklem secilirse segilsin, sonug degismemektedir. Bu dederler
Y, =C;-cos(3-t)+c,-sin(3-t) denkleminde vyerine yazildiginda ayni sonuglar elde

edilmektedir. Yani,

yhZ%-COS(B-O—(Q;CZ)'S‘”(3't) olur,

11.2 Misal:
d—X—3-x—6-y:0 @)

Denklem 11.1 de verilen at q sistemin sag tarafi sifirdan
3-x+(J|—>t’+3~y=18-t-e-3‘t )

farklh oldugunda ¢6ziminU hesaplayiniz. Bunun anlasiimasi icin “Cramer Kurah” ni asagida
n adet cebirsel denklem verildiginde

ayX, FapX, ... 48X, = b
A, X, FapX, ... F3,X, =D,
a,X, +apX, ... +a,.X, = Db,

a‘ll a'12 A aln

21 a22 i a‘2n

A .. A . . . a .
Cozuma; x; =XI ile elde edilmektedir. Burada A=|: ile tanimlanan katsayilar

a, a, .. a

nn

determinantidir. Diger x; =% ise asagidaki gibi tanimlidir.
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a‘11 A al,i—l bl a1,i+l o0 a‘1n
a21 a2,i—1 b2 a‘2,i+1 a2n
A=l : .. :| Boylece ¢6zim kolaylikla elde edilir.
a‘nl a‘n,i—l bn a‘n,i+1 ann
i.kolon

D-3 -6
Bu 6zellik ( ) XL 0 . denklem takiminda uygulandiginda;
3 (D+3)|y] (18-t-e

A:[(D; ’ (D_f3)} AX(t):Ls.to.e?’-t (D_f3)} > A (t)=108-t-e”

At t-e™
(=2 5 _lsted (D?+9)-x=108-t-e™
A D°+9
(D2+9)-x=0 yazilarak homojen kisim elde edilir. Bu kisim daha édnce hesaplanmisti.

X, =C,-€0s(3-t)+c,-sin(3-t)

“Parametrelerin degisimi metodu” (Bakiniz: 13.2) kullanildiginda tamamlayici kisim elde
edilir.

X, =V,-€0s(3-t)+V,-sin(3-1)

v;-[cos(3-t)]+V,[sin(3-1)]=0 v;| [ cos(3t) sin(3t) | 0
v,-[-3-sin(3-t)]+ v, -[3-cos(3-t)]=108:t - < {V’z}{%'sin(?"t) 3'C05(3't)} {1084-(9’3‘}

VA -36-sin(3-t)-t-e*
{ 1}:{ in(3-1) } olur. Bu ifadelerin integralinin alinmasiyla;

!

A 36-cos(3-t)-te™
v, = —36(—£t—i)-e‘3" -c0s(3:t)+6-sin(3-t)te”™
' 6 18

v, =—6-cos(3-t)~t-e‘3‘—36(—%t—%)-e‘3‘-sin(3~t) olur. [x, =v,-cos(3-t)+v,-sin(3-1)| den dolay!

Xp

{—36-(—%@%)@3‘ -cos(3- t)+6-sin(3-t)te3‘}-003(3- t)
olur

+{—6-(:os(3~t)-t~e‘3't —36-(—%t—%)~e‘3‘ -sin(3-t)]sin(3- t)

Burada ifadelerin sadelestiriimesiyle;

-3t

X, =2-e7"-(3-t+1) oldugu gorilir. Genel ¢6zim x=x, +x, seklinde oldugundan;
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X =c,-cos(3-t)+c,-sin(3-t)+2-e° - (3-t+1)| seklinde elde edilir.

Benzer islemler y icin de uygulandiginda y nin genel ¢6zimu bulunur.
(D-3) 0 3 d 3 3
Ay(t){ T A,(t)=(D-3)-(18-t-e) Ay(t):a[l&t-e *]-3-(18-t-e)

A, (t)=18-e7'-108-t-e™

A, (1) 18- -108-t-e* S -,
y(t)= VA > y= s >  (D*+9)-y=18-¢*-108-t-e*

(D*+9)-y=0 > Yy, =¢,-cos(3-t)—c,sin(3-t)

V[ cos(3-t) [+, -[sin(3-1)]=0
V[ -3-sin(3-t)]+Vv;-[3:cos(3-1)] =18-e7*-108-t-e™

Vi | cos(3-t)  sin(3-t) N 0
V,| | -3-sin(3-t) 3-cos(3-t)| |18-e*'-108-t-e*

! 6-e3(=1+6-1)-si .
Yol eist( +6:1)-sin(3-1) olur. Bu ifadelerin integralinin alinmasiyla;
vy |-6-e7(-1+6-t)-cos(3-t)

Y, =V;-c0s(3-t)+v,-sin(3-t)| >

V, =6(—%—tje‘s‘cos(3-t)+6-(%—tj-e‘3‘sin(3-t)

v4:—6-[%—tJe3‘cos(3-t)+6-(—%—t}-e‘3‘sin(3-t) olur. |y, =v,-cos(3-t)+v,-sin(3-t)| den dolayi

Y, = {6-(—%4%3“ cos(3-t)+6-(%—tj-e3‘tsin(3-t)]cos(3-t)
{—6-(%4)?“ cos(3-t)+6~(—%—tj-e‘3‘sin(3- t)]sin(B-t)

olur

Burada da ifadelerin sadelestiriimesiyle;

y, =—€ ' (1+6-t) oldugu goérilir. Genel gdéziim y=y, +y, seklinde oldugundan;

y=c,-cos(3-t)+c,-sin(3-t)—e>'(1+6-t)| seklinde elde edilir. ¢, ve c, keyfi sabitlerinin yok

edilmesi icin soruda verilen (1) veya (2) denkleminin kullanilmasiyla yok edilir.

y= %cos(&t)— (c ;CZ) -sin(3-t)—e*'(1+6-t)| genel gézimddir.
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11.3 Misal:
dx dy A
E‘E‘ZX 3y () 5 (D-x-D-y)-2-x-3-y=0
2d_x+d_y:4.x+3'y @) (2-D-x+D-y)-4-x-3-y=0
dt  dt
dx
(D-x-D-y)-2-x-3-y=0 5 1 ]dgt| [2 -3][x
(2-D-x+D-y)-4-x-3-y=0 2 1||ldy[ |4 3]ly
dt
dx dx 1 1
1 1771 -1|ae| [T -1]72 -3](«x S dat| )3 32 -3](x
2 1] 12 1]ldy| |2 1] |4 3]|ly dy| | 2 1[4 3]y
dt dt 3 3
L
d [x]_[2 o]/x] 5 [2 o] d[x]|_[2 o]'[2 o][x 2 d [x]_[x
dt|y[ [0 3]|y 0 3| dtly|] |0 3| |0 3|y Oldty_y
3
1 dx dx
——=X —-2x=0 4 2t
2 dt N dt N r-2=0 N x_cle3t
ld_y:y d_y_3y:O r-3=0 y:C2e
3dt dt

Bu neviden denklemlerin ¢ozimi baslangig veya sinir kosullar verildigi takdirde, sayisal
olarak da vyapilabilmektedir. Sayisal c¢bézimler her tirden diferansiyel denkleme
uygulanabilir. Fakat her sayisal denklem, hepsini ¢ozemez. Bircogu sadece baslangig
deder problemlerini ¢gozebilmektedir (Euler metodu gibi). Sinir deder problemini ¢ézenler
daha da 6nem kazanmaktadir.

11.4 Misal:

Diger 6nemli bir misal de, ayni adada yasayan kurt-tavsan hikayesidir.

Tavsan ve kurtlarin, herhangi bir t anindaki sayisi sirasiyla, r ve f ile ifade edilsin.
Diferansiyel denklemi kurmak icin asagidaki kabuller yapilacaktir.

1  Kurtlarin yoklugunda tavsanlarin zamana badli artma miktari, mevcut tavsan

sayisiyla orantilidir. Bu durum: %=a~r, (a>0 f=0iken)

2  Tavsanlarin yoklugunda kurtlarin oOlip azalip kaybolup gidecektir. Bunu da

d—f=—b-f, (b>0 r=0iken) seklinde diferansiyel denklem ile ifade edebiliriz.

dt
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3  Kurt ve tavsanlarin karsilasma sayisi, (r-f) carpimi ile dogru orantilidir. Bdylece
Kurtlarin gelisme miktari [c-(r-f)] seklinde ifade edilir iken tavsanlarin azalma miktari
[—d-(r-f)] ile ifade edilir. Buradaki c ve d pozitif sabitlerdir.

Bu kabuller dogrultusunda;

%:—b-f+d-r-f:f-(—b+d-r)

Buradaki katsayilara bagh olarak r ve f nin zamana

dr
= —ar—c-r-f=r-(a—c-f
e r-(a—c-f)

bagl grafigi de dedismektedir. Herhangi bir r ve f dederine karsilik, faz diyagrami
cgizilebilir. Cunku;

6

T ey S R I e B N e T R e

e T N R R S R RO R OROR RO
R R RN BSOSO R RN R

‘3‘\
ff\}
11
Ll
Jlid,
7
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/
T T
AL

Z

.

A

Fox

AA AN SA

-
A AESSSASS
I AAAI IS

hhhk&%?&‘x‘u&&&
i
i /
/
/
?‘
o
yd
b
¢
/S
A ADTL LT

1Y)

"““f:%
/
gat
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f

1
—

_4.
O
-
%)
@
A
o
(o))

Sekil 1: Tavsan-Kurt diyagrami

df
izﬂ_ﬁzﬁzm Bunu sayisal degerlerle daha iyi gorebiliriz.
dr gt dr dr a-r—c-r-f

dt

a=10, b=10, c=1.0 ve d=0.9 alindiginda, (0<r<5) ve (0<f <5) bdlgesinde r ve f ye
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baglh olarak 3—foran| her noktada hesaplanabilir. Bu durum asadida belirtilmistir.
r

ﬁz—b-f+d-r-f:f'(—b+d~r) N g:f-(—1+0.9-r) elde edilir.
d a-r-crf r-(a—c-f) dr r-(1.0-1.0-f)
Tavsan-Kurt degisim diyagrami Sekil 1 de verilmistir. Bu grafigin elde edilisi yukaridaki
denklemde sayisal degerler kullanilarak hesaplanmistir. (a, b, c ve d) dederlerine bagli
olarak cok degisik grafikler elde edilmektedir.

Runga-kutta gibi sayisal metotlar kullanilarak Tavsan ve Kurtlarin zamana goére degisimi
de asadida verilmistir.(Matlab ile yazilan “rabbit_fox.m” dosyasi ile sonuglar hesaplandi.)

The Lotka-Volterra predator—-prey modeli ilk olarak Alfred J. Lotka tarafindan 1910 yilinda
ortaya atildi.

a =0.04, b = 0.0005, c=0.2,d = 0.00005 dederleri ve r=1.1, f=0.98 igin farkh grafikler
elde edildi.

Kritik deger %:%:o olan nokta koordinati (r,f) :E%} olan noktadir. Bu nokta basglangig

dederi olarak alindigi takdirde kurt ve tavsanlarin zamana goére degisim grafigi egimi
olmayan sabit bir gizgidir.

Sekil 2 de r=3.44 ve f=0.88 baslangic degerleri icin t=20 ye kadar grafigi cizildi.

25

Fox-Rabbit
N

0 2 4 5) 8 10 12 14 16 18 20
Time

Sekil 2: Tavsan ve Kurt sayisinin zamana gdre dedisimi

Birinci mertebeden diferansiyel denklemler baslangic deger problemi (Initial Value
Problem, IVP) oldugu takdirde, en basit olan tanjant cizgi metodu (tangent line method)
veya Euler metodu (1768 yilinda ilk olarak Euler tarafindan ortaya atildidi igin)ile
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sayisal ¢ozimi de yaplilabilir. Basit olarak y=m-x+n dogru denkleminden faydalanarak

yapilan ¢ozum gibi de algilanabilir. Bir fonksiyonun bir noktadaki degeri ve bu noktadaki
egimi (1. metreden tirevi bilindigi takdirde, bu noktadan kicglk bir h kadar uzaktaki diger
noktanin dederi;

dy
=Y. +h=2 9.1
y|+l y|+ dXX:i ( )

denklemi ile hesaplanabilir. Buna Euler metodu denir. Burada ©Onemli olan adim
blyUkliginu (h=step size) kliglik tutmak gerekir. x degeri arttikca, hata miktari da buna
baglh olarak artar

11.5 Misal:

3—{=3+e“ —%-y, y(0)=1 birinci mertebeden diferansiyel denklemin sayisal ¢6zimun

t=0.4 e kadar h=0.1 araliklarla Euler metodunu kullanarak hesaplayiniz ve sonuglari
analitik ¢6zim ile kiyaslayiniz.

t
Cozlim: verilen denklemin analitik géziimi; y(t)=6-2e" —-3-e 2 geklindedir. Euler formald
kullanildiginda; y(0)=1 ve h=01 bilinmektedir. t=0 icin fonksiyonun tirevi
hesaplandiginda;

d—y:3+e‘t—1-y > dy

_3iet -ty s W
dt

dt|,, 2 dt

=35

t=0

oldugu gorillr. Bu degerler Euler formilinde yerine yazildiginda;

d
Yia =Yi +h2Y

dy
> 0.1)=y(0)+0.1- =
i y(01)=y(0)+

dt

> y(0.1)=1+(0.1)-(3.5)

X=i t=0

y(0.1)=1.35 olarak elde edilir. ikinci adimda y(0.1)=1.35 alinir ve tiirevi igin

d—y=3+e‘t—%~y > dy

dt dt

=3+e‘°'1—%-y(0.1) 5 v

t=0.1

‘;'l—i’ :3+e‘°'1—%-(1.35):3.4048 > y(0.2):y(0.1)+0.1-d—y
t=0.1

y(0.2)=(1.35)+(0.1)-(3.4048) >  y(0.2)=13405

olarak elde edilir. Bu islemler bilgisayar programi yardimi ile kolayca hesaplananilir.

Yine bir sayisal ¢ozim teknigi olan, Diferansiyel Quadrature Metodu ile ayni problem
¢6zuldd. Sonuglarin daha hassas olarak elde edildigi gorilda.

Bu metodun avantaji, her tirden diferansiyel denkleme uygulanabilmesidir. Sinir deger
veya baslangic deger problemi olmasi fark etmez. Ayrica diferansiyel denklemin adi
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diferansiyel veya dogrusal olmayan olmasi da ¢o6zimi etkilemez. Sadece dogrusal
olmayanlarda tekrar (iterasyon) sayisinin artmasindan dolayi! hesaplama sliresi artar.

Kismi diferansiyel denklemlere de kolaylikla uygulanabilmektedir. Fakat bunlarda boyut
sayisi arttigindan dolayl hesaplama siresi de bunun orantili olarak artmaktadir.

Matlab lisaninda yazilan “euler.m” dosyasi, Euler metodu ile yapilan ¢éztime bir misaldir.

Tablo 2: Euler metodu ile sayisal ¢éziim
Euler Metodu ile C6zim

t Gergek Gozim | h=0.1 h=0.01 h=0.0000001

0 1 1.0000000 1.00000000 1.00000000
0.1 1.33663689 1.3500000 1.33792643 1.33663690
0.2 1.64802624 1.6729837 1.65043617 1.64802626
0.3 1.93623963 1.97120763 1.93961834 1.93623966
0.4 2.20316765 2.24672907 2.20737940 2.20316769
0.5 2.45053633 2.50142462 2.45545969 2.45053638

Yine matlab lisaninda yazilan “ode_dgm.m” dosyasi, Diferansiyel Quadrature Metodu ile
yapilan ¢6zime bir misaldir.

Goruldigu gibi t=0.5

gbstermektedir.

icin bile elde " edilen sonuglar oldukga yuksek uyumluluk

Tablo 3: Diferansiyel Quadrature metodu ile sayisal ¢dzim
Diferansiyel Quadrature Metodu ile
Cozim -
t Gergek Cozim
h=0.1 h=0.01
0.0 1.0000000 1.00000000 1
0.1 1.33663639 1.33663639 1.33663689
0.2 1.64802580 1.64802624 1.64802624
0.3 1.93623920 1.93623963 1.93623963
0.4 2.20316725 2.20316765 2.20316765
0.5 2.45053592 2.45053633 2.45053633
Matlab dilinde vyazilan “euler.m” programi asagida verilmistir. Bu programdan

faydalanarak baska problemler de ¢dzUlebilir.

o\°

5 y(0)

v O

(given initial wvalue)
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% h : Step size
% ts: Last point to be calculated

h=20.1;
if ((h > ts)
sprintf ('please enter correct value');

pause;
return;

end

t (O:th:ts) ';

n = size(t,1);

f = zeros(n,1);

g = zeros(n,1l);

% Initial condition is imposed here

y = 1;

£(1) = y;

for i=1:n-1,
dy = 3+exp (-t (1))-1/2*y;
f(i+1l) =y+h*dy;

y=f(i+l);
end
for i=1:n,

g(i) = 6-2*%exp(-t(i))-3*exp(-t(i)/2);
end

for 1=1:(1/h*0.1) :n,
display (sprintf ('$8.4f $12.8f %$12.8f'",t(1i),g(i),£(i)));
end

12. ikinci. MertebedenHomojen Diferansiyel Denklemler (Second Order

Homogeneous Differential Equations)

Simdiye kadar incelenen diferansiyel denklemler birinci mertebeden idi. Mihendislikteki
bircok problem yiksek mertebendir. Hatta bir codu, 3. ve 4. merteben diferansiyel
denklem ‘ile ifade edilebilmektedir. Homojen diferansiyel denklemin daha genel hali
Cauchy-Euler denklemidir ve asagidaki sekildedir.

2
a~x2-ﬂ+b-x-d—y+c-y=0 (12.1)

dx? dx

Cozum igin; y=¢** degdisken déniisimi uygulanir. Bu durumda;

2
S AP d—{zkz-e"‘X degerleri elde edilir. Buradan da;g—y:k-e"'X olur.
X

=e ,
y dx dx
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Bu dederler yukaridaki denklemde yerine yazildiginda;

a-x*-k*- e +b-x-k-e* +c.e*=0 > (a-xz-k2+b-x-k+c)-9%:0

2 2 2 2
(a:x?) ke +(b-x) -k +c=0 > k1,2=_b'Xi\/b2 : X_24'a'x N km:—b'Xi;avaz—“'a'C

K - ~b++b*-4-a-c
12

olarak elde edilir. Diéer bir donusum |g|n y=Xk alinir. Buradan;

2-a-X
dy Y k-2
=x*, L =k-x**, =2 =k-(k—-1)-x*? olur. Ayrica;
y dx dx® (k=1) Y
2

W x5 Wyl 5 Wy Benzer sekilde; d—¥=k-(k—1)-xk.i2
dx dx X dx dx X

2
xz-j—gzk-(k—l)-x" olur. Bu degerler asil denklemde yerine yazildiginda;

X

a-k-(k-1)-x“+b-k-x“+c-x*=0

Bu degerler asil denklemde yerine yazilidiginda;

a-k-(k=1)- X +b-k-xX+c-x=0 > a.k-(k-1)+b-k+c=0 olur. Buradan k degerleri
hesaplanir.

Iki farkli gercek kdk olmasi durumunda y fonksiyonunun ¢ozimi asagidaki gibidir.
y=c,-x +c,-x* (12.2)
Koklerin tekrarlanmasi durumunda;

y=u(x)-x"dénlsimi uygulanir. g—yzu-k-x“+g—u~x” ve
X

X

d’ ay v du S du My dz v )
=u-A-(A—1)-X L o -x* olur. Bu dederler (12.1) denkleminde
dx? dx dx dx

yerine yazildiginda;

2
a-x?-fu-he(A—1)-x"% + du A-xM du A-X d—lj-xA +b-x- u-k-x”’1+d—u-xX +cy=0 (12.3)
dx dx dx dx

a-X- dugs )22 +b-d—u-x“1+b-u-x-xk+a-u-7»-(k—l)-xx+c-y:0

dx® dx dx

2

axd—+2ad—ux+bd—ux+[bkx+ak(x1 x*]-u+c-y=0

dx? dx dx
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Olur. y=c,-x“+c,-x“:In(x) denkleminin tirevleri alinip denklem (12.1) de yerine
yazildiginda;

2
a-x2-%+(1—2-k)-x-g—i+k2-y:0 (12.4)

elde edilir.

Fakat basit incelenmesi bakimindan lisans seviyesinde verilenler asagdidaki gibi genel
olarak sabit katsayilardan olugsmaktadir.

a-—+b-—=+c-y=0 > a-y+b-y+c-y=0 ile gosterilebilir.

d’y . dy
dt? dt

2
y=Yy(x) ise a-d—¥+b-d—y+c.y:0 > a-y'+b-y'+c-y=0
dx dx

olur. Denklemin ¢dziimiini elde etmek icin y=e"" bir ¢6zim olsun. Bu deger, denklem
(12.3) de yerine yazildiginda;

y=er.t 9 y: I,.erf[ 9 y= r2 .er.t
a-y+b-y+c-y=0 > a.rz.er't+b.r.er't+C.er't:O

(a-r’+b-r+c)-e™ =0 (12.5)

elde edilir. Denklemde e"' 0 oldu§undan;
a-r’+b-r+c=0 (12.6)

olmalidir ve buna denklem (12.3) Un, “karakteristik denklemi” denir. Denklem (12.6) nin
kdkleri r1 ve r2 olsun. Bu durumda ¢6zim;

y=c,-e"+c,-e?" (12.7)
1 2

seklindedir. Burada Ug farkli kok hali vardir.

1 Kékler gercek ve birbirinden farkl olmasi hali: r

2-a
) _tb-+b?’-4-a-c
? 2-a
2 Kokler gercek ve birbirine egit olmasi hali: L=r=r :—2L
-a
3 Koklerin sanal olmasi hali:r,=m+i-n ve r,=m-i-n

Bu Uic durumda homojen denklemin ¢6zimu asagidaki gibidir.

1. Hal: y=c,-e"+c,-e?"
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. rt rt
2. Hal: y=c,-e +¢C,-t-e

(m+in)t +C,- e(m—i-n)-t

3. Hal: y=c,-e1 +c,-e?' =, -e
y=¢,- em.t X e|.n.t +c,- em.t _e—|.n.t S y = em.t . [Cl ) e|.n.t +c,- e_lln't]

Euler denkleminden [e“'a :cos(e)ii-sin(e)] faydalanarak tekrar yazildiginda;

y=e"{c,-[cos(n-t)+i-sin(n-t)]+c,-[cos(n-t)—i-sin(n-t)]}

y:em.t '[(Cl"'cz)'cos(n't)""(cl_CZ)'i'Sin(n't)]

c,=a+i-b,c,=a—i-b oldugunda ancak; C,=(c,+c,) ve C,=(c,—c,)-i alinabilir ve
ifadede sanal terim bulunmaz. Bdylece genel ¢b6zim;

y=e™.[C,-cos(n-t)+C,-sin(n-t)]

seklindedir. Gorildigu gibi diferansiyel denklem ikinci mertebeden oldugundan iki tane
sabit katsayi bulunmaktadir.

12.1 Misal:

2

2-x2-%+3-x-j—y—y=0 diferansiyel denklemin genel ¢6zUmUinU hesaplayiniz.
X X

d_y:k.xk’l ﬂ

Gozum: ilk olarak y =x*, i v =k-(k-1)-x*? ¢6zUmU denensin.

a-k-(k-1)+b-k+c=0 > 2-k:(k-1)+3:k-1=0 > 2-k*—~2-k+3-k-1=0

— 2 . . — T
2.k +k-1=0 > 2.Ki1k-1=0 > k== 12;4 21 1:3=—1,%

Ve buradan genel cozimin; y=c,-x“+c,-x* 2> |y=c,-x'+c,-x?
y=¢ 2 y=¢ 2

oldugu goralir.

12.2 Misal:
, d%y dy . . . e
X -w+3-x-d—x+y=0 diferansiyel denklemin genel ¢6zUmUunU hesaplayiniz.
GCozum: ilk olarak y=x* B _per, 4V —1)-x*? ¢bzumd i
. y=x' =k-x“7, e =k-(k-1)-x“* ¢6zimu denensin.

a-k-(k-1)+b-k+c=0 > 1.k-(k-1)+3-k+1=0 > k*+2-k+1=0

k,, =-1-1 olur Buradan genel ¢6ziimiin; y=c,-x“+c,-x“-In(x)
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y=c, X" +c,-x " -In(x)| oldugu gérulir.

12.3 Misal:
d’y _ dy o . . . e
ﬁ+5-d—x—6-y:0 ikinci mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢6zimunid hesaplayiniz.
— 2— . .
Cozim: r’+5.r-6=0 > = b+‘2 4ac
-a

5+25+4.1.6 -5++/49 -5+7

r = : == —=——> =l
— —_— 2— . .
ve r, = b-vb —4-a-c oldugundan;
2-a

5-J25+4.1.6 -5-49 -5-7
r2: 2 = 2 = 2 > r2:_6
y=c,-e"¥+c,-e?* >  y=c,eX+c,-e %

seklinde genel ¢ézim elde edilir.

12.4 Misal:
d’y _ dy o . . . e
F—G-E+9-y:0 ikinci mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢6zimunid hesaplayiniz.
— 2— . .
Coézim:  r2-6.r+9=0 > = b”z 4ac
-a
rl=6+\i36—4~1-9=6+0 N (=3
2 2
rl:6_‘362_4'1'9=6;o > R,=3°> r=r=r

Kokler tekrarlamalh oldugundan genel ¢6zim;
y=c,-e4c,-t-e>  y=c e +c,-t-e* seklindedir.
12.5 Misal:

2
OI—y+2-ﬂ+2-y=0 ikinci mertebeden diferansiyel denklemin genel g6zimunid hesaplayiniz.

dt® dt
_—b+yb’-4.a-c

2-a

Cozum: r’+2-r+2=0 >
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r:—2+\/4—4-1-2:—2+«/—_4 N r:_2+2'i > rh=—1+i
1 2 2 ! 2 '
L_2-\4-412 —2-J4 o _-2-2i .
2= - 2 2

2 2 2

Kokler sanal oldugundan;

—1+i)t

y=c-et+c,e?' > y=c e ™ic, e veya y=e"[C -cos(t)+C, sin(t)] seklinde

genel ¢o6zim elde edilir. Saglamasini yapmak igin iki defa tlrevini alip diferansiyel
denklemde yerine yazmak gerekir. Sonug sifir giktigi takdirde ¢6zimin dogru oldugu
anlasilhir.

2—3{ =—e*(C,cos(t)+C,sin(t))+e ™ (—C,sin(t)+C,cos(t))

% =e"'(C,cos(t) +C,sin(t)) -2e™* (~C,sin(t) + C, cos(t)) + € (~C, cos(t) - C,sin(t))

% +2- (3—1/ +2-y=0
e™*(C,cos(t)+C,sin(t))—2e™*(-C,sin(t)+C,cos(t))+e " (~C,cos(t) - C,sin(t))
+2-[ - (C,cos(t) +C,sin(t)) +e ™ (=C,sin(t)+ C, cos(1)) |

+2-¢7'(C,cos(t)+C,sin(t))=0

e (C.c ZSin(1)) - 2-¢ " (=C,sint)=C,00s(1)) + ' (-C.cosft)=C;sm(1))
-2-e'(C ,sin(t)) + 2-e*(=C,si ,c0s(t))

+2-e7'(C ,sin(t)) =0

0=0 > ciktigindan diferansiyel denklemi sagladigi gortlmektedir.

baslangic¢ veya sinir dederleri verildigi takdirde 6zel ¢oziim elde edilir. Yani genel ¢c6zimde
verilen cl1 ve c2 katsayilarin yerini sabit sayilar alir.

12.6 Misal:
d’y dy . . : . . o
—+-—=-2.y=0, y(0)=1 y(0)=1 seklinde baslangi¢ sartlari ile birlikte verilen ikinci

mertebeden diferansiyel denklemin 6zel ¢6zUmuna hesaplayiniz.

_ —b++b*—4-.a-c

Cozim: rr+r-2=0 > I
2-a
rl:—1+x/12+4-1-2:—12+3 N rlzge =1
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rz:—l—'\/12+4-1-2:—12—3 S rl:_g > r2:—2

Kokler gercek ve birbirinden farkl oldugundan;
y=c,-ev'+c,-e?" >  y=c el+c, e
seklinde genel ¢6zim elde edilir. y(0)=1 sarti genel ¢éziimde yerine yazildiginda;

c,-e’+c,-e?®=1 > ¢ +c,=1 elde edilir. ikinci sartin uygulanmasi icin genel
¢6zUmuan tarevi alinmalidir.

(;_}tlzcl-et—Z'Cg'e_z.t 9 Cl'eO—Z'CQ‘e_Z.OZJ- 9 C1_2.C2=1

3.¢,=0 > ¢,=0> ¢=1> y=e' dzel cozimdir.

d’y dy t, .t t a
F+E—2-y=0 > e+e —-2-e =0 > 0=0 - sonug dogrudur.

13. ikinci Mertebeden Homojen olmayan Diferansiyel'Denklemler (Second Order

Nonhomogeneous Differential Equations)

Simdiye kadar incelenen ikinci mertebeden diferansiyel denklemler sifira esitleniyordu.

d’y" dy
a-—+b-—+c-y=g(t 13.1
dt? dt y=9(} ( )

seklindeki denklemlerin genel gozimleri 2 tane ¢6zUmin toplami seklindedir. y=y, +y,
Simdiye kadar yapilan g¢ozimler y=y, seklinde idi. yani kismi (veya tamamlayici)
g6zimler (y,) yok idi.

13.1 Belirsiz Katsayilar Metodu ile Homojen Olmayan Diferansiyel Denklemin Cozumii
(Undetermined Coefficients Method)

Bu usulde y, (t) fonksiyonu, g(t) ye bagh olarak asagida verilen tablodaki gibi kabul edilir.
(Not: Eder fonksiyon x e bagh ise vy, (t) yerine y (x) ve g(t) yerine g(x) yazhr.)

Diferansiyel denkleme bagl olarak tlirevler alinir ve yerine yazilarak katsayilar hesaplanir.
Boylece y, (t) sayisal olarak elde edilir. y=y, +y, denkleminde yerine yazilarak genel

cozum elde edilir.

Tablo 4: Belirsiz katsayilar metodunda, kismi (tamamlayici) fonksiyonun
belirlenmesi

g(t) Y, ()
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A-e” a-e”
A-cos(n-t) a-cos(n-t)+b-sin(n-t)
A-sin(n-t) a-cos(n-t)+b-sin(n-t)

A-cos(n-t)+C-sin(n-t) a-cos(n-t)+b-sin(n-t)

A, -t? a,+a,-t+a,-t’

A, +A, -t a,+a,-t+a,-t?
A, +A t+A, -t a,+a,-t+a,-t?
A, 2™ (a,+a,-t+a, )"

y,(t) ¢d6zimi, y,(t) de aynen bulundugu takdirde t ile carpim yapilir. yani yeni kismi
¢c6zim; y, =t-y,(t) seklinde alinir. Burum devam ederse; y, =t*-y,(t) alinir.
Bdylece islem devam eder.

13.1.1 Misal

2
%—4-2—{—12-y=3-e5't, y(O):g, y(o):-% baslangic kosullari ile verilen diferansiyel

denklemin 6zel ¢6zimund hesaplayiniz.

Go6zim: Ilk dnce genel ¢dzim bilinmelidir. Daha sonra buradan 6zel ¢éziime gecilir.
Genel ¢ozim homojen ve kismi ¢ézimun toplami oldugundan; y=y,+y, > yn Ve
2

yp hesaplanmalidir. d—¥—4-:—¥—12-y=0 denkleminden yn asadidaki gibi hesaplanir.

— T 2_ . . —_— . . —_—
?_4r-1220 > 1,- bV’ —4-a-c I J16+41-12 _4-8

2-a 2 2

(=2 N r2=4+x/16;r4-1-12=4jzt8 N =6

Kokler gergcek ve birbirinden farklh oldugundan homojen kismin ¢ézimda;

y,=c, e 4ce?' >y =c e +c,-e¥ seklinde genel ¢éziim elde edilir.

y,=c et 4c, e > g(t)=3-¢"' oldugundan dolay y,=a-e”"
d d? d? d

Do _5a.65t > Yo _ 955 .65t Yo 4. e _1p.y —3.¢5
dt dt dt dt P

25a-¢”' - 4-(5a-e>")-12-(a-e")=3-¢"" >  [25a-20a-12a]-e>' =3-€"'

73




PAU, Miihendislik Fakiiltesi, Diferansiyel Denklemler Ders Notlari, Z.Girgin

3 : 3 5

Ta=3 > a=— > y,=a-e” > yp:—?-e5t
=y, + > PSS L eklinde genel c¢6zim elde edilir. Bu
Y=YntY, y==¢ 2 7 S g G .
denklemde baslangig sartlar yerine yazilarak 6zel ¢ozim elde edilir. y(0)=%, y(o):-%
y=cl~e‘2't+cz~e6't—§-e5't > cl~e‘0+c2~e°—§~e°:§ > cl+c2=§+—
7 7 7
c,+c,=3 > )‘/:—ch-e‘z't+6c2-ee't—g-é‘t > —2c1-e‘°+6c2-e°—§-e0:—%
1 15
—201+6c2:—7+7 > —-2¢,+6C, =2 > -c,+3¢c,=1 > c,=2¢,=1
Bu dederler genel ¢oziimde yerine yazildiginda, 6zel ¢cozim elde edilir.
y=2-e‘2‘t+eG‘t—§-e5‘t istenilen cevaptir.
13.1.2 Misal
d’y  dy : . . . e
pree -E—lz-y:sm(z-t) diferansiyel denklemin genel ¢ézimUnU hesaplayiniz.
Go6zim: Bir dnceki misalde homojen kisim, karakteristik denklemden ¢oézildiginden
Yo Yy=C-e " +c, e seklindedir. g(t)=sin(2-t) oldugundan dolayi;
. d’y, dy, .

y, =a-sin(2-t)+b-cos(2-t) olmahdir.. > e —4-E—12-yp:sm(2-t)
dy : d’y .
d—tp:2a-cos(2-t)—2b-sm(2-t) > dt2p =—4a-sin(2-t)—4b-cos(2-t)

—4a-sin(2-t)—4b-cos(2-t)—4-[ 2a-cos(2-t)—2b-sin(2-t) |-12-[a-sin(2-t)+b-cos(2-t) |=sin(2-t)

[-4a+8b—12:a]-sin(2:t) =sin(2-t) >  8-b-16-a=1 >  [-4b—-8a-12b]-cos(2-t)=0
-16b—-8a=0 > -8-b—-4-a=0 > a——i b—i > =y, +

- - © 20" 40 Y=In Y

£ st 1 1 e
y=c_-€“ +c,-e —%-S|n(2-t)+5-cos(2-t) genel ¢ézimddar.

Agiklama: Bu problemde y, =a-sin(2-t)+b-cos(2-t) yerine y, =a-sin(2-t) kismi ¢6zim olarak
2

y G d d .
alinsaydi, ¢6zimun saglamadigr gérulardd. %=2a~cos(2-t) dt{p =—4a-sin(2-t)
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—4a-sin(2-t)—4-2a-cos(2-t)—12-a-sin(2-t)=sin(2-t)

[-4-a-12-a]-sin(2-t)=sin(2-t) >  -16-a=1 ayrica —8-a=0 olur. Dolayisiyla a igin
dogru bir deger hesaplanamaz.

13.1.3 Misal

d? d

g (t)—4-ay(t)+4-y(t)=2-e2‘t ikinci mertebeden homojen olmayan _diferansiyel

denklemin genel ¢6zimund bulunuz.

r’—4.r+4=0 > n=r,=2 > vy, =c-e*4c,-t-e? > g(t)=2¢*
oldugundan y =a-e*' olarak goérundr. Fakat bu terim homojen kisimda
p

y, =|c,-e%!|+c, -t-e?" mevcuttur. Bu ylzden t ile garpilarak alinir. y =a-t-e*' ve tekrar

homojen ¢dziimde bdyle bir terim olup olmadigi kontrol edilir. y, =c,-e*'+|c,-t-e

Bu terim de mevcuttur. Dolayisiyla tekrar t ile garpilmahdir. > Yo =a-t?.e”
d d?

Yo pateti2.a-1e > {"=2-a-e2"+8-a-t-e2"+4.a-t2.e2't

dt dt

d’y

dy
P_4.2P244.y =2.*
dt? dt Yo

[Z-a-ez"+8-a-t-e2‘+4-a-t2-e“]—4-[2-a-ez"+2-a-t2-e“]+4-a-t2-e“:2-e2"
2-a-e*'+8-a-t-e*'+4.a-t*-e*' <8-a-e*'-8-a-t*-e*' +4-a-t*-e*' =2.¢*
2.2-62 + 88216 +4-at" 6 —8a€ -8at 6 +4at el =26
Zag# =72 > a=1 > y, =t*-e*' oldugu géraldr.
y=c,-e?t+c,:t-e?t +1?. e genel ¢dzimddr.

13.1.4 Misal

o2

Fy(t)—4~%y(t)+5.y(t) =2-e*"sin(t) ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel

denklemin genel ¢c6zimuUuni bulunuz.
r’=4.r+5=0 > rn,=2Fi >y, =e""[c cos(t)+c,-sin(t)]

g(t)=2-e*"-sin(t) > Ik bakista kismi ¢6zim g(t) ye bagli olarak;
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y, =€**-[a-sin(t)+b-cos(t)] seklinde secilir ve homojen kisimda benzer terimlerin

olup olmadigi kontrol edilir. >y, =e”".c,-cos(t)+[e?! ¢, -sin(t) >  Benzer

terim bulunmaktadir. Bu yiizden t ile carpiimalidir. >y, =t-e*"-[a-sin(t)+b-cos(t) ]

%=e2"~[a~sin(t)+b-cos(t)+2~t~a-sin(t)+2-t~b-cos(t)+t~a~sin(t)—t-b~cos(t)]

ﬂ:.ezt. 4-a-sin(t)+4-b-cos(t)+2-acos(t)—2-b-sin(t)+3t-a-sin(t)

dt’ +3-t-bcos(t)+4-t-acos(t)—4-t-b-sin(t)

dy, . dy, s ) . .
e —4-E+5-yp:2-e sin(t) Hesaplanan degerler-  yerine yazilip gerekli
sadelestirmeler yapildiginda; 2. -[a-cos(t)—b-sin(t)] =2-e* -sin(t)
—2-b-e*-sin(t)=2-¢*"-sin(t) >  b=-1 >  2-e*-a-cos(t)=0 > a=0

y,=-t-e’.cos(t) >  y=e*":[c,-cos(t)+c,sin(t)]-t-e*'-cos(t)  Genel ¢oziimdiir.

13.1.5 Misal

x-d—y—z-y:x3 birinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemin genel

dx
¢6zUmUunu bulunuz.
Cozim: Genel ¢6zim homojen ve kismi ¢cézimin toplami oldugundan;

Y=Yy ty, Yh ve yp hesaplanmalidir.

Homojen ¢ozim; x-j—y—Z-y:O diferansiyel denkleminden elde edilir.
X

X.d_y_z.yzo > X.ﬂ:z.y > d_y:d_x > ljd_y:J.d_X

dx dx 2.y X 27y X
1 In[y%] |
EIn(y):ln(x)+C > e J=e"™.eC > y, =x-e¢ > y =c-x
d d
Yo =8, +aXx+a,x’ +ax’ > %=a14r2a2x+3a3x2 > x-%—Z-yp:x3
X X

x-[a, +2a,x+3ax* |-2-[a, +ax+a X’ +ax’ |=x* >  ax’-ax-2.a,=x’

a,=0,8=02a,=0a,=1 > y, =X’ > y=c-x*+x% genel ¢6zimdr.

Ayni problem 6nceki metotlarla da ¢oézllebilir. her taraf x e bélindtglnde;
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dy 2 dy _ [ p(x)ax [ p(x)ax
R At > &+p(x)-y—g(x) > y(x)=e : Ie -g(x)-dx+c

_ ff'dx ‘Jé'dx 2 __21In(x) —2In(x) 2
y=ex . Ie -X“-dx+cC > y=e ~Ue - X -dx+c}

y=x2-Ux‘2-x2-dx+c] > y=x"-[x+c] > y=c-X*+X°

13.1.6 Misal

3
dy  dy
dx®  dx
denklemin genel ¢6zimund bulunuz.

=sin(x)+x-cos(x) Uglinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel

Cozim: Genel ¢6zim homojen ve kismi ¢ozimin toplami oldugundan;

y=y,+y, Yh ve yp hesaplanmalidir.

(D°+D)-y=0 > D-(D*+1)=0 > =0 ve r,,=+i,—i oldugundan dolayi homojen kismin
¢Ozumu;

Y, =C, +C,-cos(X)+c,-sin(x) seklindedir. Tamamlayici ¢ozim ilk etapta g(x) fonksiyonuna
bagl olarak;

Y, =&, -c0s(x)+a,-sin(x)+(a, +a, - x)-cos(x)+(a; +a,-x)-sin(x) seklinde yazilir ve bu degerlerin
homojen kisimda olup olmadigi test edilir. Benzer terimler varsa x ile garpilir.

Y, =@, -c0s(X)+a, -sin(x)+a, - X-€0s(X)+a, - X-sin(x)+a, -cos(x)+a; -sin(x)
Yy, =(a,+a,)-cos(x)+(a, +as)-sin(x)+a,-X:cos(x) +ag - X-sin(x)

y, =(a;)-cos(x)+(a,)-sin(x)+a,-x-cos(x)+a,-x-sin(x)

y, =(a;)-cos(x)+|(a,)-sin(x)|+|a; - x-cos(x)|+a, - X -sin(x)

y, =[ (a,)-cos(x)+(a,)-sin(x) |- x+[a;-x-cos(x)+a,-x-sin(x) ]-x , tekrar diizenlendiginde;

Y, =|a-X?-€os(x)+b-x?-sin(x)+c-x-cos(x)+d-x-sin(x)| olarak elde edilir. Turevleri alinip

yerine yazildiginda;

%_{Z-a-xcos(x)—a-xz sin(x)+2-b-x-sin(x)+b-x -cos(x)

dx |+c-cos(x)—c-x-sin(x)+d-sin(x)+dxcos(x)

dy, {Za cos(x) —4axsin(x) —ax? cos(x) + 2bsin (x) + 4bx cos ()
dx?

—bx?sin(x) — 2csin(x) —cxcos(x) + 2d cos (x) — dxsin(x)
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olur.

d’y, {—6asin (x)—6axcos(x)+ax’sin(x)+6bcos(x) — 6bxsin(x)
dx®

—bx?* cos(x) —3ccos(x) +cxsin(x) —3dsin(x) — dx cos(x)
dy,  dy,

= sin(x)+x-cos(x) veya,

(6b—2c—4ax)cos(x) +(—6a—2d —4bx)sin(x) = sin(x) + X - cos(x)
—6a—2d=1, -4b=0, 6b—2c=0, -4a=1 > a=—%,b=0,c=0,d=% olarak hesaplanir.

y, =a-x*-cos(x)+b-x*-sin(x)+c-x-cos(x)+d-x-sin(x) oldugundan degerler yerine

yazildiginda; y, = —%-xz-cos(x)+%‘x-sin(x) olarak elde edilir. Boylece;

y=Yy,+Yy, yzcl+cz-cos(x)+cs'sin(x)—%-x2-cos(x)+%-x-sin(x)

Seklinde genel ¢b6zim bulunur.

13.2 Parametrelerin Degisimi Metodu ile Homojen Olmayan Diferansiyel Denklemin
Cozumiu (The Method of Variation of Parameters)

Ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemlerin ¢déziiminde, kismi ¢ézim
y, (t) yi bulmak igin kullanilan farkli bir tarz ve usuldir. Bunun igin;

2

%y(t)+p(t)-%y(t)+q(t)-y(t)=g(t) diferansiyel denklemi g6z énine alinsin. Bunun
ile ilgili misaller asagida verilmistir.

13.2.1 Misal

2 X
%—Zj—y+y:e— ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemin genel
X X X
¢6zUmUnU parametrelerin dedisimi metoduyla hesaplayiniz.

2
dy _,d

+y=0 karakteristik denkleminden hesaplanacadgindan;
dx>  dx

G6zuim: Homojen ¢ozim

rF-2r+1=0> r=r=r=1 > vy, =c-e°+c,-x-€ olur. Kismi ¢6zim homojen
¢0zlime benzetilerek yazildigindan dolayi;

e
y, =V,-e*+v,-x-e*Burada; y, =e*, y, =x-€*, ¢(x)=?

' x ’ x7_ ~
vi-[e]+v, [x-e]=0 T, 0 vl et v T O
> Holals o :
X =35e = e
vi-[eevy[erexer]=S et etexe’ (Vo] | Vi e efaxer| | =
X X X




PAU, Miihendislik Fakiiltesi, Diferansiyel Denklemler Ders Notlari, Z.Girgin

Buradan; v;=-1, v, == olarak hesaplanir. Veya matris tersi yerine v, ifadesi énce
X

yok edilerek Vv, hesaplanir ve hesaplanan bu deger denklemlerden birinde
yerine yazilarak v, hesaplanir. Islem asagidadir.;

—v 7!

TV TV, o[ x-€] = 0 Fvi[er]  Fvy[xe] = 0
e* e”

+  +V +v’2-[ex+x-ex} = — 2> + +v;-[ex} +v’2-[ex+x-ex] = —
X X

e” e”

0 vy e ex-etoxet] = = 0 vyl €] “Q

X X

v;-[;ﬂ:% > v;=§ > v v x =0

> Vi'[ﬁx}+%'|:)(/.ﬁx}=o > vi+§-x:0 > |vi=-1

Boylece; v, =|[vi-dx=[(-1)-dx=—x ve v,=[v} dx :J‘(l)-dx:ln(x) olur. Bu degerler kismi
X
¢6zimde yerine yazildiginda; y, = —x-e* +In(x)-x-e* olur. Buradan genel ¢ézimdin;

X

y=c,-e"+cC,-x-e*—x-e*+In(x)-x-e* geklinde oldugu gorulir.

13.2.2 Misal

d® dy . dy 1
@ dx " cos(X)
¢6zUmUunu bulunuz.

ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemin genel

Cozim: Genel ¢dzim homojen ve kismi ¢ozimin toplami oldugundan;
r+r=0 > r(r+1)=0> =0, r,=Fi > ¥, =C,+C,-cos(X)+c,-sin(x)
Y, =V, +V,-C0S(X)+V,-sin(x) Burada; y, =1, y,=cos(x), y,=sin(x), ¢(x)=sec(x)

vy -[1]+ V4 [ cos(x) ]+ v; - [sin(x)] =0 @
v -[0]+ v, [ =sin(x) ]+ V;-[ cos(x)]=0 )
vy [0]+ V5[ —cos(x) ]+ vy -[ —sin(x) | =sec(x)  (3)

(1) ve (3) nolu denklemlerin taraf tarafa toplanmasiyla;
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+vi-[1]  +vy[eos(x)]  +vi[sin(x)] = 0

+v;-[0] +vy:[=sin(x)] +vi-[cos(x)] = O

+v;-[0] +v;-[—cos(x)] +vi-[-sin(x)] = cos,l(x) > Vi:COSl(X) elde edilir. (2) ve (3) nolu
T + + = !

v; -[1] 0 0 205 (%)

denklemlerin sirasiyla sinx ve cosx terimleriyle carpilasiyla;

+Vvy-[=sin(x)-sin(x)]  +vj-[cos(x)-sin(x)] = 0
+Vj [ —cos(x)-cos(x) | +v;-[=sin(x)-cos(x)] = ESZE):(; v, =-1
~V), -[sin2 5 x)} +0 = 1

Benzer islemler Vv; igin de yapildiginda; Vé:_&((x)) olarak bulunur. Ayni sonuglar matris
cos(x

islemleri ile de elde edilebilir. Asagida verilmistir.

. -1
1 cosx sin X 0

1 cosx sinx |[v; 0 Vv
0 —sinx cosx [sv,p=4 0 { > 3Vv,e=|0" —sinX  cosx 0
0 —cosx —sinXx ||V} secx % 0 —cosx =-sinx| |[secx
1
A 1 0 1 0 A cos(x)
V,+=|0 —sinx —cosx 0 2> 3V, = -1
vy |0 cosx —sinx 1 A sin(x)
cos(x) cos(x)
Buradan; v; = L , V5 =—1, v'3=—sm(x) olarak hesaplanir.
cos(x) cos(x)
vlzfvi-dx:j -dx =In[sec(x)+tan(x)] , v2=J.v'2~dx=J'(—1 dx =—

cos(x)

v, - dx —j—& dx =In[cos(x) | bu dederler kismi ¢6ziimde yerine yazildiinda;

cos(x
= In[ sec(x) +tan(x) |—x-cos(x)+In[ cos(x) | -sin(x) Genel ¢6ziim; y=y, +y, oldugundan
y =€, +C,-€08(X)+C;-sin(x) +In[ sec(x) +tan (x) |- x-cos(x) +In[ cos (x) ]-sin seklinde  genel

¢6zim elde edilir. Parametrelerin degisimi metodunda matrisin ter5| yerine asagidaki
sekilde de ayni sonuglari bulabilirsiniz. Asadidaki 2 misali dikkatlice inceleyiniz.
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13.2.3 Misal

j)zl—j—y—z y=e¥ ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemin genel

X X

¢6zUmUnd parametrelerin degisimi metoduyla hesaplayiniz.

e : e d’y dy s . :

C6zim: Homojen ¢bzim; F—d——Zyze karakteristik denkleminden
X X

hesaplanacagindan;

r’-r-2=0 = n=-1,r=2-> Yy, =C,-e*+c,-e” olur. Kismi ¢6zim homojen gdziime
benzetilerek yazildigindan dolayi;

y,=V,-e*+v,-e” Burada; y,=e™, y,=e*, ¢(x)=
+vi-[e] v, [e] =0
> + —vi-[e’X] +v'2-[2ezx} = ¥ > v’2~[3~e2X]=e3X
0 +v,:[8.e™] = ¥

vi-[e"]+v;-[e™]=0
vi-[ e ]+ v, [ 26 =™

v, =— > vileX]+vy[e¥]=0 > v [e’x]+ [eZX] 0

3x 3x
v;-[eX]+%:o > v;-[eX]z—QS > =

veya;
TN
vi-[—e |+ vy [ 267 | =€ e 2e” e

2 1
Vi e*  3e*|[0 e™ e
= o - Buradan; v;=- ,V'2=§ olarak

=

w

1 1 e
3e2x 3e2x

4 e , ex ex
hesaplanir. Boylece; v, =[v;-dx= dx——E ve VZ:J'vz-dx:j(Ej-dx:3 olur. Bu
4x X
degerler kismi g6zimde yerine yazildidinda; y, =v,-e*+v,-e* >y, :_32 e +%-e2X

3x

L on, 1 > Y, =%-e olur. Bu degerler yerine yazildiginda;

_ 1 - ..
y=c,-€e X+cz-e2X+Z-e3X genel ¢ozimddr.

13.2.4 Misal
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2
%+5-j—y+4-y:18-x-ex ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemin
X X

genel ¢6zUmUunlU parametrelerin dedisimi metoduyla hesaplayiniz.

2

C6zim: Homojen kisim; OI—32/+5-d—y+4-y:0 > D’+5.-D+4=0 > D,=-1-4 olarak
dx dx ’

karakteristik denklemin kokleri bulunur. Buradan homojen ¢6ziim; vy, =c,-e®+c,-e™
seklinde bulunur. Kismi ¢6zim homojen ¢d6zliime benzetilerek yazildigindan dolayi;

Y, =V, e +v, e Burada; y,=e™, y, =™, ¢(x)=18-x-e
+vi[e™] vy [e*] 0
>+ —vi[e] +vy[-4e*] = 18:x-e”
0 +Vv,-[-3€® ] = 18-x-e*

vi-[e7]+v,-[e*]=0
v;-[—e’X]+v’2 -[—4-e"‘x]:18-x-e’X

, 18-x-e7*
V="

2 —3'6_4‘)( > V'2=—6-X,e3-x N Vi'[eix]ﬂ‘V'Z'[eiA'X:I:O > Vi.[efx1_6.x'eg.x'[e,4,x:|=0

N

v;=6-X| Buradan; jdvl=j6~x-dx -> |v,=3-x°|olarak hesaplanir. Benzer sekilde;

Idvzzj.(—G-X-e“)-dx vzzé-(l—B-x)-@X ve olur. Bu degerler kismi ¢béziimde yerine

yazildiginda; y,=v,-e*+v,-e™* > y,=3-x%-e" +§~(1—3~x)~e3‘x e

yp=3-x2-e‘x+§-(1—3-x)-e‘X > yp=(3-x2+§—2-xj-ex olur. Bu degerler yerine
yazildiginda;

y=cl~eX+cz-e“‘XJr(IB-szrg—Z-x)-e‘X > y=c-e¥+c, e +(3-x*-2:x)-e*genel ¢bzim

bulunur.

13.2.5 Misal

2

%+4y=sin2(x) ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemin genel
X

¢0zUmUnl parametrelerin degisimi metoduyla hesaplayiniz.

2
G6zim: Homojen ¢6zim %+4y=0 karakteristik denkleminden hesaplanacadindan;
rr+4=0 > =42, ,=-2i > y, =c, -cos(2x)+c, sin(2x) olur. Kismi g¢éziim

homojen ¢oziime benzetilerek yazildigindan dolayi;

Y, =V, -€0s(2x)+V, -sin(2x) Burada; y, =cos(2x), y, =sin(2x), ¢(x)=sin*(x)
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o e wel (o |

v; -[=2sin(2x) ]+ v} [ 2cos(2x) | =sin’ (x) ~2sin(2x) 2cos(2x)

{Vi}:[ cos(2x) sin(ZX))T{ 0 } Buradan; v;:-%sin3(2x),v;=—%sin2(2x)cos(2x)

V,] | -2sin(2x) 2cos(2x sin?(x)

olarak hesaplanir. Boylece; v1='fv1-dx =I(—%sin3(2x)j-dx=%cos(2x)—%cos3(2x)

ve v, :Iv; -dx :J(—%sinz(ZX)cos(ZX)j-dx :%sin3(2x) olur. Bu degerler kismi ¢cozimde yerine

yazildiginda y, =v, -cos(2x)+v, -sin(2x) veya

y, = Ecos(Zx) — %cos3 (2X)} -c0s(2x) + %sin3 (2x)-sin(2x)

Y, =%cosz(2x)—écos“(2x)+%sin4(2x) >y, =%cosz(2x)—%[cos“(2x)—sin4(2x)]

y, = %cos2 (2x)—%[(c032 (2x)—sin (2x))-(cos2 (2x)+sin® (2x))} >
y, = %cos2 (2x)—é[cos2 (2x)—sin?(2x) | > Ly, :%cos2 (2x)+%sin2 (2x) olur,

y =¢,-cos(2x)+c, -sin(2x) +%cos2 (2x)+ésin2 (2x) genel gézuimdur.

13.2.6 Misal

dy  dy
—=-2.—=
dt dt
genel ¢c6zUmUnl parametrelerin dedisimi metoduyla hesaplayiniz.

+y=7-¢"sin(t) ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemin

2
GC6zim: Homojen kisim d—y—2~d—y

+y=0 karakteristik denkleminden hesaplanacagindan;
dt? dt

rF-2r+1=0-> ' r,=1-> vy, =c-e+c,-t-e" olur. Kismi ¢6ziim homojen g¢oziime
benzetilerek yazildigindan dolayi; 'y, =v,-y,+v,-y,

y,=V,-e‘+v, -t-e" Burada; y,=e', y,=t-e', ¢(t)=7-¢"-sin(t)
v;-[et]+v [ t-et]=0 N —v;-[e']-v,-[t-e']=0

vi-[et vy (et +tet[=T7-e"sin(t)  vie[e'|+v, [et+t-et =T e sin(t)
vy [e+tet]-vy[te]=T7-e"sin(t) > vye'=T7-etsin(t) > v, =T-sin(t)

>
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fdv,=[7-sin(t)-dt > |v,=—T-cos(t)] >  vi-[e']+V}-[t-e']=0

v;-[,e(‘/}+7-sin(t)-[t~,eq=0 > Vi'ﬁ((:—Tt-Sin(t)-ﬁ/ > Idv1=—7‘J.t-sin(t)-dt
v, =—7-sin(t)+7-t-cos(t)

Y, =V,-e' +v,-t-et >y =[-7-sin(t)+7-t-cos(t)]-e'~7-cos(t)-t-e'

> |y, =—7-sin(t)-e'| olarak elde edilir. Veya;

et tee' [[vi]| 0 N vi| [e'  tee N 0
et et+t-et ||V, |7-e"-sin(t) vy et et+t-et] |7-e%sin(t)

/ 7-sin(t
{Vl}={ sm( ) } olarak hesaplanir. Buradan genel ¢c6zim;

v, |=7-t-sin(t)

y=Y,+Y, @ y=¢,-e' +¢,-t-e'=7-sin(t)-e' olarak hesaplanir.

13.3 D Operator Metodu (The Method of Operators)

Ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde, kismi ¢ozimi
y, (t) bulmak igin kullanilan farkh bir tarz ve usuldir. Bunun igin Diferansiyel operator D;
D(-)Ew veya D(-)z? gibi tanimhdir. D nin tersi (inversi) D™ ile gosterilir ve;

X

(D-D*)-y=y ozellijine sahiptir. Ayrica;

Dl(-)=%(-)zj(-)-dx yani D' integral operatérudir. Benzer sekilde diferansiyel denklemler
¢(D)-y =F(x) seklinde tanimlandiginda;

[q)’l(D)-q)(D)]-y:y veya {ﬁ«b(D)}-y:y yazilabilir. ¢(D)-y=F(x) formu
¢(D)=a,D"+a,,D"" +---+a,D+a, (a,,a,,, 2,8, :sabit) seklinde oldugunda;

¢(D)-y=F(x) > y=——-F(x) olur. ¢*(D) degeri asagidaki 6zelliklere sahiptir.

¢(D)

1 1 1 1 1
! ¢1(D>-¢2<D)'F(X):@(D){%(D)'F(X)}W{MD)'F(X)}
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1 1 1

—— R (X)+F (X)|=—— -F(X)+—— F, (X
d)(D) I:l( ) 2( ):I ¢(D) 1( ) (I)(D) 2( )
Ayrica 2 adet Teoremin de bilinmesi lazimdir.
o .. 1 1 - Lo . -
Teorem 1: ¢(a)=0 oldugu slrece |——-e** =——-¢**| yazilabilir. Yani D ile a degisebilir.
) TR0
1 1 . . .
Teorem 2: |——-| ¥ -f(x)|=e**- f(x)| (e* ifadesini ¢*(D) nin disina gikariniz.)
o0 L= 0= Gy T ®)
Daha genel bir ifade ile yapilacak islemler su sekilde tanimlanabilir.
L, (D)
t)=—" 1
y(t) L. (D) (1)

seklinde tanimli ve burada;

L.(D)=b,+b,-D+b,-D*+:--+b, ,-D"*+D" (2)
Ve;
L,(D)=a,+a,-D+a,-D*+---+a,,-D"*+D" (3)

seklinde tanimli ise; tamamlayici ¢6zimi bulmak igin karakteristik denklem asagidaki gibi
yazilabilir.

L,(D)=(D-r)-(D-r,)-(D-r)-...(D-r,,)-(D-r,) (4)
Lo (D) _ K, + K, 4. ¥ K ...+ K, (5)
L,(D) (D-r) (D-r)- (B-r) = (D-r)

Buradaki K; sabitlerinin-hesaplanmasi igin, (5) denkleminin her iki tarafi (D-r,) ile garpilir.
Yani;

n(D) (D=, (D-r) (D-r) (D-r)
(D-r,) n(D)_(D—rl K1+(D—r2) K2+..+(D_ri)-Ki+...+(D_rn)~Kn (6)

Bunun sonucu D =r, oldugunda K, yalniz kalmaktadir ve bdylece;

: L. (D)
K=lim{(D-r) ———% 7
! D—)ri|:( I) Ln(D)j| ( )
Koklerin tekrarlamali olmasi durumunda;
K K o
Ly (D) = — SR U seklinde oldugunda;

L.(D) (D-r,)’ (D_rq)‘H (D—rq)2 (D-r,)
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K. = lim| (D—r.)'- = (P)
o0

q
D-ry

1 d q . . . . i
Kok :.ID'Q {E-W{(D—rq) T (D) H seklinde yazilabilir. Kdklerin sanal olmasi durumu:

L..(D) K K

C —C

L,(D) " (D-(a+i-b))  (D-(a-ib))

Bunun ile ilgili misaller asagida verilmistir.

13.3.1 Misal

(D*+3-D+2)-y=4-t denkleminin genel ¢6zimini operatér metodunu kullanarak ¢6ziniiz.
D*+3-D+2=0 > r,, =—1,—2 oldugundan dolayl homojen kismin ¢6zimu;
y,=c,-e"+c,-e*" seklindedir. Veya bu deger asagidaki sekilde de hesaplanabilir.

1 K, K,

1
Y= (D2+3-D+2)'(4't){(D+1)-(D+2)](4't){(D+1)+(D+2)}'(4't)

1 K, N K, _(D+2)-Kl (D+l)-K2_(K1+K2)-D+(2-K1+K2)

(D+1)-(D+2) (D+1) (D+2)_ (D+1) i (D+2) (D+1)-(D+2)

K,+K,=0 ve 2-K, +K;=1 > K,=—K, ve 2.K,—-K, =1 > [K,=1] ve [K,=-1

2

olarak hesaplanir. Ayni K. degerleri asagidaki gibi de hesaplanabilir.

Klzlim{(D—rl)-"‘—

D—n

—
—
)
~
| I

. 1 . |
_D"—[nl[M'gij.(sz K Kl:éﬁnl{(mz) =TT

. L.(D)| . 1 _ 1 | 1
K2n'»'»"l{(D_rZ)'m}ngzlw'(Du).M] 9Kz:c'»'sz{(r)ﬂ) ot

degerleri elde edilir. Buradan;

4.1

(D+2)

(D+1)-y,=4-t > %+yl=4-t > yl(t)=e_fp(t)'dt~Dejp(t)'dt-q(t)~dt+c}

4.t
Y. = ve y, =

olmak uzere; y=y, +y, denkleminden hesaplanir.
(D+1) y yl y2 p
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yl(t):eIl'dt-“ejl‘dt-(4-t)-dt+c} >y, =—4+4-t+c, e
(D+2)-y, =41 9%+2-y2:4-t > y,(t)=e g Jowe U el dt+c}

Y, (1) gl -Uejm ~(4~t)~dt+c} > y,=-1+2-t+c,-e*

y=y,+y, 2y=-1+2-t+c,-e > —4+4-t+c-e" > |y=c,-e'+c,-e ' -5+6-1
%/—/ v

Y Yp

seklinde genel ¢c6zim elde edilir.

13.3.2 Misal

(D3—3-D)-y:9-t denkleminin genel ¢6zimund operatér metodunu kullanarak ¢ozinuz.
D-(D*-3)=0 > r,=0,r,=r, =3 oldugundan dolayi homojen kismin ¢éziimii;
Y, :cl+cz-eﬁ"+c3-t-eﬁ't seklindedir. Veya bu deder asagidaki sekilde de hesaplanabilir.

1 K, K, Ks

ym'“"‘){D.(m@l).(o@)}'(g't){(D—OV(mﬁ) (o f)} Y

1 1

K, =Ilim

0 o R

= lim . L im 1 :1
ot (00 | o

1 1
K, = lim

Jim R~ MDJ ek D'L\/—[D(mf)} (B

1
6

1 K, K, K,

e R e T R N R e O

1 1 1
yzl_s.D+6.(D+\/§)+6.(D—\/§)]'(9't)

y1=—3't, y2=L =L,9Genel Cozim: 2> y=y, +Y,+Y,

D 2-(D+J§)’ Vs 2-(D—J§)
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2
N 11
=C,-eV" ———=—. J3-t
y3 3 2 2
3 . _ Bt N 1 /
y=cl—§-t +C, e -2+ 2.3 t+c, e -2 -2 3-t

N

y=C,+C, g3 +c3-eﬁ't —g.t

seklinde genel ¢6zim elde edilir.

13.3.3 Misal

(D*+5-D+4)-y=e"+x’-e** denkleminin genel ¢6ziimUnii operatér metodunu kullanarak
gozunuaz.

D?+5-D+4=0 - r,=-4,—1 oldugundan dolayi-homojen kismin ¢6zimu;

y,=C¢, -e**+c,-e* seklindedir. Kismi ¢dzlim ise; yp:(D2+51~D+4)'(e2.x+X2'ez'x) veya
l 2.X 1 2 —2.X . g v
= e + “X°-e eklinde yazilabilir. Bu da 2 kisma ayrildiginda;
Ve (D*+5-D+4) (D*+5-D+4) ; Y yridig
Y., = 1 .ez‘x—;—i.ez'x
" (D*+5-D+4) (2245-2+4) 18
1 2 2 _2x 1 5
Y., = XDy, = - X
" (D*+5-D+4) " (D-2)° +5-(D-2)+4
—e‘“-;-x2 > __&” 2gerekli  islemlerin apllmasiyla;
yp2_ D2+D—2 ypz__ 2 : D > X" g S yap yla;
1-—_=
2 2
e—2~X ) 3
Yoo = AX FX+5 2 Yo=YtV
—2.x
yp:%-ez'wez -(x2+x+§j elde edilir. y=y, +y, oldugundan;

—2:X

2

y,=C e +c,-e +%-ez'X + -(xz +x+gj seklinde genel ¢6zim bulunur.
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13.3.4 Misal

(D*+6-D+9)-y=(x*+2-x)-e** denkleminin kismi ¢6zimUni operatér metodunu kullanarak
hesaplayiniz.
y. = 1

" (D?+6-D+9)
(Kaydirma teoremi kullanildi a=-3)

1
(x3+2-x)- e > —e3x. JIx®+2.
(x 2 x) e y,=¢ ( )2 6.( 19 [X X]

ooax 1 3 L 3x 3 _-3x x* 2 Coax (1 s 01 g
y,=¢ F[x +2-x] -> y,=¢e ”x +2-x-dx=e j ?+x -dx=e -2—0-x +§-x

D’+6-D+9=0 2 r, =33 oldugundan dolayi homojen kismin ¢6zimu;

-3X

y,=C, -6 +c,-x-e* geklindedir. Kismi ¢dzim ise; yp=e‘3'x-(i‘x5+%~x3j veya

20

Y, =C e +c, - x-e 4o -(%-x%%-xﬂ seklinde elde edilir.

13.3.5 Misal

(D*+2-D+1)-y=4-t denkleminin genel ¢oz{imiinl operator metodunu kullanarak ¢6ziniz.

1

1 K, K,
y= (D2+2'D+1).(4.t):{(D+1)-(D+1)](4't):LD+1)2 +(D+1)](4.t) olur.

Buradaki katsayilari hesaplamak igin asagidaki formilden yararlanilir.

1 g a,L,(D)
qu:éﬂ{ﬁdﬁ{(mr‘*) ¢ '—n(D)H

il

M= él”%{%'%{([’”)z ' (D+1)%(D+1)}:|: o {%-%{1}}:0

1 0

K2 Kl _ _
y{(ml)2 i (D+1)}(4't) {(DH)Z ’ (D+1)2](4't) ~(D+1) (&)

Goruldiga gibi bu tir problemlere pek uygun goérilmuyor. Clinkl ayni sonug elde edildi
ve bir kolaylik saglamadi.
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2'(4't)

1
(D+1)

K, K, _ 1 0 1
yz{(ml)2 ’ (D+1)](4't) {(ml)z " (D+1)2](4't) (D+1) (4

14. Tekrarlama Sorular (Review Problems)

Burada bazi diferansiyel denklemler ve ¢6zimleri verilmistir. Bir diferansiyel denklemin
birden fazla ¢6zim metodu (usull) olabilir. Fakat sonuglar hep ayni ¢ikar. Yani sonuglar
degismez. Bu durum asadidaki problemlerde daha acik goérilmektedir.

14.1 Problems:

Asadida verilen 1-4 diferansiyel denklemlerinin genel gézimini “belirsiz katsayilar” veya
“parametrelerin degisimi” yontemini kullanarak hesaplayiniz

1 WY e Cevap: |y=x:(c+e*) (14.1)
dx x

Cozum: Parametrelerin degisimi metodu kullanilarak ¢ozim yapilabilir. Bu durumda,

y=Y,+Y, seklinde yazilabilir. Homojen kismin ¢ozimu igin,

d—y—Xzoed—yzxejdy j +C > In(y)=In(x)+c
dx x dx x

") —ghlre 5 ghl) _ghtdre 5 gty _ g ge .y c—e® > y =c-x elde edilir. Tamamlayici
¢6zUm, homojen kismin yazilisi ile elde edildiginden dolayi,

y,=v-x > VX=X V= D>v=e Dy =vxDy=e-XDy=y+y,
y=Cc-X+e"-x 2> y=x-(c+ex) halinde genel ¢6zim elde edilir. Belirsiz katsayllar metodu
kullanildiginda;

d d d
i=b~ex+(a+b-x)~eX > ﬁz(b+a+b-x)-ex > D Y
dx dx dx X

X

y, =(a+b-x)-e* > —x-p

(b+a+b-x)-;e’(—(b+a+:'x)'£/:x-;e/ > (b+a+b-x)—w=x

B+a+b.x~(b+a)-x'- g =x >b-x—(b+a)-x +a-x*=1-x*+0-x"+0-x*
b=1 a=0, b+a=0 > y,=(a+b-x)-e* > Y, =X-€

y=c-x+e*-x > y=x-(c+e) seklinde ayni genel géziim elde edilir.
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2 —+—y=3-x-2 Cevap: |y==x"—=X+—

GC6zim: Bu denklem, 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem olarak ¢ozllebilir. Bu
durumda,

y'+p(x)-y=q(x) sekline benzetilerek ¢dzilebilir. Fakat burada Belirsiz Katsayilar Metodu
kullanilacaktir. Genel ¢ézim; y=y,+y, seklinde oldugundan ilk 6énce homojen kismin
¢6zUmu elde edilmelidir.

OI—y+§-y:0 > d—y:—g-y > d—y:—Bd—X > J.l'dyZ—B'J.i'dX-i-C > In(y)=-8-In(x)+c
dx x dx X y X y X

In(y)=In(x?)+c > e =" > 0 e 5y L STy %

d d
g(x)=3x-2 > y =a-xX*+b-x+c > Do _.a.x4b > —P =y =3-x=2
P dx dx x °°

[2-a~x+b]+§-[a-x2+b~x+c]=3~x—2 > 2.a-Xx+b+3-a-x+3b+3Cc-x*t=3-x-2
X
(2-a+3-a)-xl+4-b-x°+3-c-x’1:3-x1—2-x0
1

5.a=3, 4-b=-2, 3.¢c=0~> a:g, b:_E' c=0

oldugu gorilir. Bu degerler yerine yazildiginda,

y,=a-x*+b-x+c > yngxz—%-x > Y=y, +y, > y:—+g-x — =X

seklinde genel ¢ozim elde edilir. Ayni sonug “Parametrelerin Degisimi Metodu” ile de
bulunabilir.

S

c 1
3 3

yh=F 9 yp=v

VZS.X5_§.X2 > yp:\/.i3 > y :(§.X5_1.X2j.i > y =(§.X2_1.Xj
X

-> Vv

=3:x-2 > v'=x*-(3x-2) > v'=3-x"-2.x°
X X

5 2 x® P {5 2
Y=Yy +Y, 2 y=%+g-x2—%-x olarak bulunur.
: dy : sin(x)—x-cos(x)+C
3 sin(x)-——+Yy-cos(x)=x-sin Cevap: |y =
in(x)- S +y-cos(x) =x-sin(x) vap: |y i

Asadida verilen (4-7) diferansiyel denklemlerinin genel ¢6zim{nU hesaplayiniz.
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4 ¢ y+6 W, 10. y=3-x-e-2-e¥.cos(x)
dx’ dx

Cevap: |y=c, -e*sin(x)+c, e cos(x)— 6—10(sin (x)+3-cos(x))-e - +3xe ™

sdy o Y

vt abva A o (x+e*)-sin(x)

Cevap: |y=c,-sin(x)e* +c,-e* cos(x)+5—10(20x+28—25-x-ex)-cos(x)+%- (10x +4)-sin(x)

d3y dy

o o =sin(x)+x-cos(x)

Cevap: |y =—c,-cos(Xx)+c, -sin(x)+%-cos(x)+%-x -sin(x)—%-x2 -C0S(X) +C,

4
ay, dy_ =7-x—3-cos(x)
dx*  dx?

Cevap: |y=—c,-sin(x)-c, -cos(x)+%-x3 +§-cos(x)+§~x Sin(X)+Cy-X+C,

3
8 % jy 9-x* denkleminin tamamlayici ¢6zUmunl hesaplayiniz.
X X

Cevap: |y, =—x’—2-X

9 dy+3 dy

g Y= sin(e”) Cevap: y=(C,-e*+C,-e ™ —e ™ sin(e)

10 x~y2-£x~%+yj=5 Bernoulli diferansiyel denkleminin ¢gézimunt bulunuz.
X y

Cevap: |y* —1—%=0

11 (1+x)-(:—y+y2]—y:0 Bernoulli diferansiyel denkleminin sifirdan farkli ¢6zimu nedir?
X

2
Cevap: l:i-(x—+x+CJ
y 1+x \ 2

12 d_y+£ y=¢e*¥ diferansiyel denkleminin genel ¢6ziUmund hesaplayiniz.

dx X
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Cevap: [x“+ =C

ey

15. Diferansiyel Denklemlerin Muhendislik Uygulamalar (Engineeering

Applications of Differential Equations)

Mlhendisligin bircok alaninda, fiziksel problemin matematik modeli ¢ikartilirken karsimiza
diferansiyel denklem olarak cikar. Bu denklemler, dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklem takimi da olabilir. (Burgers, Navier-Stokes, Lid-driven cavity gibi). Bazilari da
lineer olmayan diferansiyel denklem seklindedir. Fakat kabuller yapilarak, adi diferansiyel
denklem haline getirilirler. (Kirislerin c6kme denklemi gibi)

15.1 Misal

Katlesi m=75kg olan bir parasttci, 4000m yukseklikten yere athyor ve parasutund 1
dakika sonra aciyor. yer cekimi ivmesi sabit ve g=9.81m/s? aliniyor. Parasit kapali iken
hava direnci bi=15N.s/m ve parastt acildiginda hava direnci b=150N.s/m dir. Parasitgl
yere atladiginda ininceye kadar gecen slireyi hesaplayiniz. Ayrica yere ayadl dokundugu
anda disme hizini hesaplayiniz.

GCozum:

my
Sekil 3: Parasltciiye etkiyen ic¢c ve dis kuvvetler

Newton prensibine gore sisteme etkiyen dis kuvvetler, i¢c kuvvetler esit olacagindan, Sekil
3 den faydalanarak kuvvetler dengesi asagidaki gibi yazilir.

dy d’y d’y dy d’y b, dy
m-g—-b,.—=m-—- > m-—-+b,-—=m- > Rl AR Rt A 15.1
97 g dt? di> ' odt J @ mod ( )
r2+&-r=0 > r~(r+&j:0 > =0, rzz—ﬁ
m m m

b
: : : . —t
Buradan diferansiyel denklemin homojen kismi bulunur. vy, =c,+c,-e ™

Kismi ¢6zUmd icin belirsiz katsayilar metodu (usull) kullanildidinda;

dy d’y, b, dy
=a-t > —L =3 > =0 > —F+ 2. L=
Yo dt dt? dt? m dt g
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b m-g m-g
0+—+-a=g - a= > = ‘t > =
m g bl yp bl y yh+yp
_ﬂ.t mg _ﬁ.o mg
y=c, +cC,-e ™ + b t > y(0)=0 > y=c,+C,-e ™ + " -0
1 1
dy o dy b -2t m.g
c,+¢c, =y, ve —=| =v, sarti uygulandiginda; = —“=—"l.c.em™ ¢+
1T €2 =Yo dtl,., 0o 3 Y9 g at o G b,
_b . . 2,
b c,-enm +mg:V0 > E-czzmg—v0 > c, ng vom
m b, m b, b; b,
m*-g m m®-g m
C.=Ye—C, > C,=Yo— b12 _Vb_l C,=Yo— b12 "‘Vob_l

Vo— [-e ™ +

_mg . om (mg m) -ht mg .
b? b,

sayisal degerler yerine yazildiginda;

y=0

75°.9.81 75 (75°-9.81 _75) 9ot 75-9.81
- +0—+| ——-0—|-e +E&— -t
225 15 225 15 15

y =—245.25+245.25.¢ 02t 1 49,05t t=60 alindiginda; y(60) = 2697.751507m

?j—{=—49.05-e‘°'2't+49.05 ve parasiit agildigr andaki hizi v(60)=49.04969863m/s dir.

Ikinci durum igin (parasit acili vaziyette yere inene kadar) konum denklemi;

m?-g m (m’.g m) -2t m-g
=Y, 2V, —+ —v,— |-e ™ + -t
yon- T ff S e

4000 = 2697.751507 — 2.4525 + 24.52484932 + (2.4525— 24.52484932 ) - ¢ 2! 14,905 - t

1304.700993 = 24.52484932-22.07234932- ¢ > + 4.905- t
Buradan Newton-Rapson metodu yardimiyla; t=260.994s olarak kalan sire bulunur.
t=260.994 +60 = 320.994s toplam suredir.
15.2 Misal
4
E-I -%:q(x) Diferansiyel denklemiyle verilen kirisin dlizglin yayil yik altinda ve iki tarafi
X

ankastre baglantili iken ¢okmesi, egilme momenti ve kesme kuvveti diyagramlarini elde
ediniz.(E: Elastisite modull, I: kesit atalet momenti ve q(x) yayili yaktdr)

Cozum: denklemin integrali alindiginda, ¢cokme fonksiyonu ve digerleri bulunabilir.
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d'y d’y d’y d’y
EIWZO -> E‘I-J.W-dX:Cl -> E'I'ﬁzcl -> E-I-W201X+CZ
dy x° x° x? . e g
E-I~d—x=c1?+c2x+c3 > E-I-y=clE+02?+c3x+c49 Homojen kismin ¢éztmauaddar.

Kismi ¢6zim homojen ¢oziime benzetilerek yazildigindan dolayi;

X3 2 X3 XZ
Yo =V, —+V, 5 —+vx+v,Burada; vy, = i y2=?, Ys=X, yY,=1, ve ¢(x)=q(x) olur.

Vi{} {} o[+ vi- 1] =0 v;-[x]+v’2-[1]+v’3-[0]+v'-[0]=0

V(11 + V-0 + VL |0+ V, |0l =q(X
% . 0 0o 0 1] q(x)
6 2 vi] [0 vi] o Lo [0 Vil | —xeq(0)
o V'2 0 V'2 x2 0 V'2 1
X x 1 0]{2l= > = X = BREd
2 A 0 vt ™ Ve v 240
1 0 0] i 2 6 °

Boylece; v, =J.v;~dx =J'(—1)-dx:—x, v, =Iv’2 -dx :.[(—x.(—l))-dx=?

3

, x? x° , X x* o .
>v,=[v-dx=| S fdx= (> e vy = [vg-dx=[ & |9x==35, olur. Bu degerler kismi

x® x? x* x* x* X x*
6zUmde yerine yazildiginda; y, =V, —+V, —+V.X+V =X —t———— X+—
G Yy Y g Yo=Vi 6 Ve Ve 4 Yo 675 56 2

—4-x* 6x* 4x* X _4.%x* BX* 4x* X* 4
Yy, = + — +— > Yy, = + — +— -> Y,=—7
24 24 24 24 24 24 24 24 24
E-l.y=c X—3+c X—2+c X+C X > N c X—3+c X—2+c X+C _x genel
e t2 Tt 24 YoEa| B T T T Ty

¢6zimdur. Sinir sartlarinin yerine yazilmasiyla 6zel ¢6zim elde edilir. Iki tarafi ankastre
olunca uglarda c¢cokme ve edim sifir olur. Bu sartlar yerine yazildiginda c¢okme
denklemindeki bilinmeyen katsaylilar yerine 6zel ¢ozim elde edilir. Cozim asagidadir.

dy 1 x? x°
L= —+CX+Cy+——
dx  E-l 2 6

1

1. 0)=0, 0=
y(0) =

(clg+czg+c3-0+c4—2%j > c,=0
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2. dy =0, = 0:c19+cz-0+c3+—9 > c,=0
dx|,_, 2 6
3 ay =0, = 0=c Lz+c -L—E > O—JZ-(C 1+c -l—kj C 1+c AL
' x|, to 72 6 a 2 2L 6) "2 L 6
L I L 1 L 11
4 L)=0, = 0=c,—+C,——— 0= C,—+C,——— c,—+C,—=—
y(L) ‘6 ‘2 24 [16 22 24 ! 22 24
1 17'(L (L L
c 5 1Ll |6 c 6 -—||6 c 2 .
{ 1}= 2 L 62 { 1}_ L 62 > { l} 22 Elde edilen
) L 1L G 2L 6 || & ) L=
6 2 24 24 12

bu dederler genel ¢dziimde yerine yazildiginda, kirisin gokme denklemi elde edilmis olur.

1 x3 x? x* 1 (L 2, x*
Y=g Gty teXFC oy > y=2, x® X

6 2 24 127 247 24
2 3
@y _ 1 L Ly X > (Egim denklemi)
dx E-I\ 4 12 6
2 2
d_)z/:i e Ly b >  (Moment denklemi)
dx® E-I{ 2 2 12
3
d_{:i(k—x] > (Kesme kuvveti denklemi)
dx> E-1{2

x=0 da ankastre ve x=L de basit mesnetli kirisin, g=-1 yuki altinda ¢dkme denklemi;

? 4
y:i EL.X3_iL2.X__X_
E-1148 16 224

x=0 ve x=L de basit mesnetli kirisin, g=-1 yukl altinda ¢dkme denklemi;

15.3 Misal:

Yay, sénimleme ve Fsin(w-t) zorlama kuvveti altinda salinim (titresim) hareketi yapan

m kutlesinin hareket denklemini elde ediniz ve koklerin farkli durumuna karsilik hareketi
inceleyiniz.(m: katle, c: sdnimleme katsayisi, k: yay katsayisi)

- L e e d’x cdx Kk F o : .
Cozim: her taraf m kitlesine bélindiginde; —5+——+—-x=-Csin(w-t) haline gelir.
dt® mdt m m

Sistemde zorlayici kuvvet bulunmadigi takdirde dinamik kuvvet analizi asagidaki gibidir.
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Newton prensibi uygulandidinda (Dis kuvvetler = I¢ kuvvetler) hareket denklemi elde
edilir. Yay ve sonumleyici harekete zit ydnde kuvvet olusturur.

2 2 2
—c-d—x—k-x:md—)z( > md—)2(+c-d—x+k-x:0 > d—2_,(+£O|—X+£-x:0
dt dt dt dt dt® mdt m
c . c? 4 k
. C. k mm2 m c ¢c k
X+—X+—-Xx=0 = X, = > X, =——T3 -
m- m 12 2 127 om T\ am?
2 2 2
A= Cz_h S C2_£:0 > CZZE S cc=4-k-m
Am° m dm° m 4m° m
c, =2vk-m (kritik séniimleme katsayisi)
C C (@ cX
== == i ¥
< 2 'y
7 v '.-
o ? ng m.X
b 4 «:'::;‘7 b ; b
' l < - ' d)
'x W \ Y (X.).{,X)
i W
a) Z’lgll"l'lgl o Y W=me
asitlmadan onceki hali g =
v W=mg

b) agirhik asih hali )
C) asa@i dogru x

kadar ¢ekiliyor
Sekil 4: Yay ve soOnUmleme etkisi altindaki kiitlenin hareket denkleminin elde

edilmesi

Kisaltma amaciyla; o, =\/% (dogal frekans), ve gzi (sénimleme orani = damping ratio)

cr

alindiginda hareket denklemi; X+ 2w, X+ - X =0 halini alir.

2tm. FA(2Cw. ) — ba?
C = (ZCJ n) : ~> )(1,2:_Q'(Dn$ szﬁ_(’oi > Xl,ZZ_Q'wn$(’0n\AC2_1

olur. «/Qz—l dederine bagl olarak (g farkh kék durumu olabilir.

X2 =

I. JQZ —1>0 ise iki tane gergek kdk vardir ve homojen kismin ¢é6zimu;
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— 2 . - v - I s - v .
X, =—C o, +c0na\/§ -1 seklindedir. Bu degerler homojen ¢éziimde yerine yazildiginda;

(—(;»u)n -, (;2—1)~t (71;-00” +o, ﬁ)t

X, =C,-€ +cC,-e elde edilir. baslangig sartlari verildigi takdirde;
x(0) =X, (baslangigkonumu) ve x(0)= v, (baslangighizt) 6zel ¢6zim elde edilir.

(—gwn +op 22 —1)-0

(—cmn o, gz—l)»o
+cC,-e =X,

C e

C,+C, =X,

(C(D—(DF) coven i) (Cm+c0\/7) L

(Qco co\jii) ~Son-on(E-1)0 (C(o +®F) > :V0
(Coo 0)\/_)+C(Coo+w\/_)

- o, - X, -1-X,+V, 0)X+c0«/ —1-X,+V,
5o C vec_C olur.

C, =

2 \/g 2w/ -1
, = L0, X, — O, ¢ —1-X,+V, ‘e(—Zan—mn §2_1).t N
2-0,4/¢? -1
C- 0, Ko+ 0,4JE7 =1 X, +V, f-2ton o E-Lt
2-0,4C7 1

Dis kuvvet olmadan sonimli titresim hareketinin 6zel ¢c6zimudir. Kokler gercek oldugu
icin salinim olmaz. Bu durum grafik cizildigi takdirde acikca gorulir. Bu duruma sénim
ustt (over damped) durum denir.

IT1. «KZ—l:O ise iki tane gercek kok vardir ve bu kdkler birbirine esittir. Bu durumda
da titresim hareketi gerceklesmez ve kdkler;

X, =X, =—2Cm, seklindedir. Bu degerler homojen ¢ézimde yerine yazildiginda;
x, =c,-eZ Lo t.e(*) elde edilir. baglangic sartlari verildigi takdirde;
x(0) = x, (baslangi¢ konumu) ve %(0)=v, (baslangichiz1) dzel ¢6ziim elde edilir.

ITI. \/QZZ—1<O ise iki tane sanal kdk vardir ve homojen kismin ¢6zimu;

X, =-C o, Fo, i-|1-¢ seklindedir. o;=w,y1-¢* s6nimlt dodal frekans olarak
tanimlandiginda; X, =—C-o, Fo,-i olur. Bu dederler homojen g¢béziimde yerine
yazildiginda;
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x, =e " [c, -cos(a,-t)+¢,-sin(w,-t)]| elde edilir. Dis kuvvet olmadigi takdirde kismi g6zim
sifir olacagindan x=x, olur. Baslangig sartlari verildigi takdirde;

x(0) = x, (baslangig konumu) ve x(0)=v, (baslangichiz1) 6zel ¢6zim elde edilir.

@ &0 'I:Cl . COS((Dd 0) +C, -sin ((Dd . O):I =X, -> C, - COS(O) +C, Sln(O)

Xo

¢, = X,0ldugu gorulir. Hiz sarti uygulandiginda;

dx _to.- ;
E:_C.w” .eoont .I:Cl.cos(g)d -t)+c2 -sm(oad t)]
+e ot '[_Cl ~ @+ Sin (@, 1) +C, - @ - cos (e t)]
—-,-[c, +0]+[0+cC,-w )=V, > —C- @, - Xy +Cp -y =V
c, _ Vot G m, Xy oldugu gérular. Bu dederler yerine yazildiginda;

Wy

Vo+C-o, -X

x:eg“’"'t-{xo-cos(md-t)+ O-Sin(cod-t)} olur ve sénimld titresim meydana gelir.

Wy

Sayisal degerler girilerek bu durum denenebilir.

Ayrica degisik bir ¢6ziim olarak x=A-e*™"sin(w,-t+¢) denklemi de alinabilir. Clnk
sin(a.+pB) =sin(a)-cos(B)+cos(e)-sin(B) oldugundan;
x=A-e“".[sin(¢)-cos(w,-t)+sin(w,-t)-cos(¢)] yazilabilir. Yukarida verilen g6ziimle

karsilastirildiginda;

X=A-e*".|sin(¢) cos(myt)+cos(d)-sin(w,-t)| olur. Buradan;

S~—— N—
Cl CZ
c, sin X X, o et
tang=—21= (¢)= 2 = ¢4 oldugu goralar.
C, COS(¢) M Vo +G-o, - X,
Wy

2
A=\/x§+[vo+m} ve ¢:tan‘1[&J seklindedir.

Wy VO+C'0)n'XO

2
. - X R
X = \/xf, +{v0 +&J e~ tsin(wy - t+¢)

sOnumll serbest titresimin hareket denklemidir.
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16. Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklem Problemleri (First Order

Differential Equation Problems)

Bu bdlimde 1. Mertebeden diferansiyel denklemler ile ilgili sorular ve cevaplari verilmistir.

16.1 Misal:

3—)(: e_xl ile diferansiyel denklemin genel ¢6zimUunU elde ediniz.
Yy -y

oo dx 1 dy dy . )
0zim: —= >—==e"-y > —+y=e" 2> p(x)=Lq(x)=€"
¢ dy e”-y dx y dx y p( )=La(x)

ef(i)dx.pe—f(i)dx.NHC} > y(0 - [l e o]

y(X)=eX,|:je*X.e*X.dX+C] > Y(X)=eX-Ue’Z'x~dx+c} > y(x):ex.|:_%.e_z.x+c:|

Seklinde genel hesaplanir.

16.2 Misal:

Asadida verilen baslangic deder problemini ¢ézliniz.

4
—2X——, 1,2
d_y_ﬁy: X X XE[ ), y(]_):]_ (161)

dx X x? x e(2,4]

Cozim: Parcali fonksiyon oldugundan 2 farkli bélge icin, 2 farkh ¢6zim elde edilir.

d_y—ﬂy_—ZX—ﬂ ve 2f ﬂy=X2
dx X X dx x

16.3 Misal:

Bir Kkisi bir bankadan m=55000TL ev kredisi aliyor ve bunun 6demesi 10 sene ve her ay
ddenmesi gereken miktar v=750TL olduguna gore bankanin kisiye uyguladigi aylik kar
miktan yldzde kactir, hesaplayiniz.

Gozum:

OI—yzk-y > Ol—y:k-dt > Id—y:Ik-dt+C > In(y)=k-t+C > y=e""¢ > y=¢.e"
dt y y

y=c-e*' oldugu goérulir. Baslangigta (t=0 iken) para miktari m oldugundan;

y(0)=m=55000 sartindan, y=c-e > m=c-e” > c=m oldugu gérilir. Bu deger
denklemde yerine yazildiginda,

y=m-e*' olur. 1 ay sonra (t=1 icin) y degeri,
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y,=m-e“*—v > 2 ay sonra yeni m dederi, y, =y,-¢“' —v olacaktir.
-t
In(e“")=1In V—j
(e)=1n[

In[ J
k-t-In(e):In(V—'tj > k:fm formdld ile hesaplanir. Bilinen degerler yerine
m
=1

yazildiginda;

V-t 750-120
In (J In ( J
K= m)_ 55000 N

ot 120

16.4 Misal:

Bir bakteri Kkudltlird sayisi artmasinin, mevcut' miktariyla dogru orantii oldugu
bilinmektedir. 1 saat sonra sayildiginda 1000 ve bundan 3 saat sonra sayildiginda 3000
bakteri klltird oldugu gortlmustir. Buna gore;

a)bakteri klltlrin sayisini zamana goére veren formull elde ediniz.

b) 10,000,000 bakteri Gremesi icin ne kadar zaman gereklidir?
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