DIFERANSIYEL DENKLEMLER

2011-2012 Guz- Bahar Donemi
Diferansiyel Denklemlerin Siniflandiriimasi

Bircok muhendislik, fizik ve sosyal kokenli problemler matematik terimleri ile ifade
edildigi zaman bu problemler, bilinmeyen fonksiyonun bir veya daha ylksek
mertebeden tilrevlerini iceren bir denklemi saglayan fonksiyonun bulunmasi
problemine donisir. Bu mantikla olusturulmus denklemlere ‘Diferansiyel Denklemler’
denir. Buna 6rnek olarak F= ma newton kanunu verilebilir.

Eger u(t), F kuvveti altinda m kitleli bir parcacigin t anindaki konumu veren bir
fonksiyon ise

2
m d 2{ = F{t,u,%}
dt dt

Burada F kuvveti t,u,du/dt hizinin bir fonksiyonudur.
Adi ve Kismi Diferansiyel Denklemler

t bagimsiz degiskeni, bilinmeyen y=f(t) fonksiyonu ve bu fonksiyonun y', y" ......... y
turevleri arasindaki bir bagintiya ‘diferansiyel denklem ’'denir. Bu denklem

F(t, ¥, Y, Y e y")=0
seklinde gosterilir.

y=f(t) fonksiyonu tek degiskenli bir fonksiyon ise denkleme ‘adi diferansiyel’ denklem
ismi verilir. Bilinmeyen y=f(t) fonksiyonu birden fazla degiskene bagli ise tiirevlerine
kismi tiirev , denkleme ise kismi diferansiyel denklem ya da kismi tiirevli denklem
denir.

dy .

—— —y=s8In 1
dx Y *

T2 by E = 0ey) 2
Ox0y Y ox Y

(1) ve (2) denklemlerden 1 nolu denklem adi dif. Denklem, 2nolu denklem ise kismi
dif. Denkleme 6rnek olarak verilebilir. Adi diferansiyel denklemlere kisaca
diferansiyel denklem denir.
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Diferansiyel denklemin mertebesi ve derecesi

Bir diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde var olan yiksek mertebeli tirevin
mertebesidir. En ylksek mertebeli tlirevin lssi denklemin derecesidir.

2y -4y -6y=0 ikinci mertebeden
y'—6y=0 birinci mertebeden diferansiyel denklemlerdir.

Genel halde F[t,u(t), u'(t),u"(t), ....... u"(t)]=0 denklemi n. mertebeden adi diferansiyel
denklemdir. u(t) yerine y koyarsak

F(t, ¥, Y, Y e y")=0
olur.

Ornegin

yln+2etyn+yyl=t4 (1)
diferansiyel denklemi y=u(t) i¢in 3. mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Verilen bir
adi diferansiyel denklemi ¢6zmek igin en yiksek mertebeli tiirevden yararlanilir.

VACE { ( RYAVZR VA v (2)
Coziim:
(2) nolu adi diferansiyel denklemin o<t<p araligindaki ¢6ziimii ¢ dir ve tiirevleri ¢ ,
O e & M vardir

6 "t)= £ It o(t), ¢ (8), e 9" (0)] (3)
(3) Un a<t<p arahigindaki her t igin saglandigi kabul edilmektedir.

Dogrudan yerine koyma metodu ile y;(t)=cost ve y,(t)=sint fonksiyonlari y”’+y=0
diferansiyel denkleminin ¢éziimleridir(¢dziimlerin tiirevleri alinip diferansiyel
denklemde yerlerine kondugunda diferansiyel denklemi saglamalari gerekir.)

y1=(Cost)'=-sint (sint)'=-cost cost-cost=0
y>=(sint) =cost cost =-sint -sint+sint=0

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri

Bir diferansiyel denklemi 6zdes olarak saglayan her y=f(t) fonksiyonuna diferansiyel
denklemin ¢éziimii veya integrali denir. Bir diferansiyel denklemi ¢6zmek demek,
turevleri ile birlikte verilen diferansiyel denklemde yerlerine konuldugu zaman,
denklemi 6zdes olarak saglayan bitin fonksiyonlari bulmak demektir. Diferansiyel
denklemlerin ¢c6zim genel, 6zel ve tekil olmak Gzere (g tirdir.

n. mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢6z(iimd, sayica daha asagi
diisuriilemeyen n tane keyfi sabiti icerir. Ozel ¢oziimler, genel ¢dziimlerden s6zii edilen
sabitlere 6zel degerler vermek suretiyle elde edilir. Bunlardan baska bazi diferansiyel
denklemlerin, bu denklemi saglayan, fakat genel ¢6ziimlerden bulunamayan bir veya
birkag ¢6zimui olabilir ki bu ¢oziimlere tekil ¢oziimler denir.
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Dogrusal ve dogrusal olmayan Denklemler (Lineer ve Non-Lineer Denklemler)

Diferansiyel denklemlerin bir diger siniflandirmasi lineer ve non-lineer olmalarina gére
yapilabilir. Eger F( t, y, y', y" ......... y("))=0 adi diferansiyel denkleminde F fonksiyonu 'y,
IR y" degiskenlerinin lineer bir fonksiyonu ise F(t, Y, Y, ¥ eeeeeen. v")=0
denklemine lineerdir denir. Boylece n. mertebeden en genel lineer adi diferansiyel
denklem

ao(t)y M +ar ()Y P, +an(t)y=g(t) 4

dir. (4) formunda olmayan denkleme ise ‘non-lineerdir’ denir. (1) nolu denklem non
lineerdir. (1) de non- lineerliligi yy’ terimi yapar.

ao(t)(y(”))5 5 varsa non-lineer yalnizca 1 varsa lineerdir.
Dogrultu Alani
Diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin geometrik olarak yorumlanmasina

y'=dy/dt= f(t,y) 5
seklindeki 1. mertebeden diferansiyel denklem yardimci olur. Bu denklemin ¢6ziimi
y= ¢(t) seklinde oldugundan, ¢éziimiin geometrik yorumu ,bu fonksiyonun grafigi ile
olur. Geometrik olarak (5) denklemi, keyfi bir (t,y) noktasinda ,¢6zimun dy/dt egimi
f(t,y) ile verildigini ifade eder. Bunu (t,y) noktasindan gecen egimi f(t,y) olacak sekilde
kisa bir dogru parcasi cizerek gosterebiliriz. Bu sekilde cizilmis tim dogru parcalarina

(5) denkleminin dogrultu alani denir.

Dogrultu alani kisaca t-y diizleminde ele alinan noktalarda ¢izilen dogru parcalarinin
toplulugundan olusur.

Ornek : y'=dy/dt=(3-y)/2 denkleminin dogrultu alanini gésteriniz
Burada f(t,y) sadece y ye baglidir y'= f(t,y)=f(y) (t=0)
y<3 icin dy/dt>0 dy/dt (+) egim artar, tirev yukari dogru

y>3 icin dy/dt<0 dy/dt (-) egim azalir, tiirev asagi dogrudur
y=3 igin, dy/dt=0

y
~ |
------------ B I
S
i ——\- J_ ______________________
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BOLUM 2
2.1. 1. Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

Birinci mertebeden her diferansiyel denklem

F(t,y,y)=0

veya
M(t,y)dx + N(t,y)dy =0

seklindedir. Bu denklem y' tlrevine gore ¢ozilebilirse
dy/dt = y=f(t,y) 1

sekline girer. Burada f fonksiyonu iki degiskene baglidir. Eger (1) deki 1.fonksiyonuny
degiskeni lineer olarak bulunabiliyorsa verilen denklem

d
% +p(t)y =g(1) 2
seklinde yazilabilir. Bu denkleme ‘1.mertebeden lineer diferansiyel denklem’ denir
Diferansiyel denklemi saglayan ve c keyfi sabitine bagli

y=¢(t,c)

seklindeki bir fonksiyona birinci mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii
denir. y=0(t,c) genel ¢6ziimiinde c=cq konursa elde edilecek her

y= 0(t,co)
fonksiyonuna 6zel ¢6ziim denir.
Ornek

y'=dy/dt=-(y-3)/2 denkleminin ¢éziimiinu bulunuz. Ayrica bu ¢é6ziimlerden (0,2)
noktasindan gegenini grafikle belirtiniz.

dy/(y-3)=-1/2dt (u=y-3 du=dy [du/u=Injul=In|y-3|)

[ dy/(y-3)=-J 1/2dt

Ln| (y-3)l =-(1/2)t+Inc (y-3)/c=e M2 y=3+ ce M2t

(0,2) noktasindan gecen ¢6ziim eksenini bulmak icin t=0ve y=2 (y=3+ ce ™) de yerine

konursa c=-1 bulunur.
y=3—e"t/2 ¢6zlimi (0,2) noktasindan gegen egridir.

(t=0icin y=2; t=1icin y=2.4; t=-1icin y=1.4 t—>o igin y=3)

c=1igin y=3+e't/2 (t=0igin y=4; t=1igin y=3.6; t=-1icin y=4.6 t—> igin y=3)
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i

t—o0 icin tlm ¢ozliimler y= 3 e yaklasir.
integral Carpani
Burada amag y'+p(t)y=g(t) diferansiyel denklemini uygun bir integrasyon ¢arpani pu(t)

ile carpmak sureti ile integrali alinabilir duruma getirmektir. p(t) belli degil, u(t) ile
denklemin her iki tarafi ¢arpilirsa;

p(t)y"+u(t)p(t)y=p(t)s(t) 3
(3) nolu denklemin sol yanini bir fonksiyonun tiirevi olarak tanimlamak istersek, p(t)

w (t)=p(t) u(t) 4

kosulunu saglamak zorundadir. p(t)’'nin (+) oldugunu kabul edersek (4) ten
, d
p(t)/ u(t)=p(t) veya ZL”,UU) = p(1)

olur. Her iki tarafin integrali alinarak
Inp(t)={p(t)dt+k

keyfi sabit k=0 secilirse integrasyon carpani

u(t)=e fp(t)dt 5
yardimiyla hesaplanir. Bulunan p(t), u'(t)=p(t) p(t) kosulunu sagladigindan (3)
denklemi

[ultly T=p(t)g(t) 6
olur. (6) nolu esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa

p(t)y=lp(t)g(t)dt+c.
Genel ¢oziim ise

Juwewai+e ,
Ygenel= /J(l)
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esitligi yardimiyla bulunur. (7) denkleminde c keyfi bir sabit oldugundan bu ifade
egrilerin sonsuz bir ailesine karsi gelir. Bunlara genelde integral egrileri olarak
isimlendirilir.

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii olan ve integral egrileri olarak isimlendirilen egriler
dogrultu alaninin dogrularina tegettir.( Kisaca, y’=f(t,y) denkleminin F(t,y)=c formunda
ifade edebilecegimiz integral egrileri, dogrultu alaninin dogrularina teget olacaktir.)

Eger bu egrilerden birini yani bir (to,yo) noktasindan gegenini ararsak, y(to)=yo baslangi¢
kosulu verilmelidir. y’+p(t)y=g(t) seklinde verilmis 1. Mertebeden diferansiyel
denklemle y(to)=yo baslangi¢ kosulu da verilirse bu probleme ‘baslangi¢ deger
problemi ‘denir

Ornek

y'-y/2=e" y(0)=-1 baslangic deger probleminin ¢éziimiini bulunuz.

y'+p(t)y=g(t) seklinde p(t)=-1/2  q(t)=¢"
integrasyon carpani

fp(t)dt fe1/2)dt_ /2

u(t)=e den p(t)=e
[u(tly T=p(t)e(t) ()= e"%e" (e?y)=e?"

integral alinarak

e'?y =-2/3 e3¢

ygene|= '2/3 e-t+C et/z
c=0 ise y=-2/3¢e", (x=0—y=-2/3; x=1—>y~-1/4; x—> igin y=0)
c=1ise y=-2/3 e'+e 2 (x=0—y=1/3; x=1—>y~-1.4; x—>o igin y=o0)
c=-1ise y=-2/3 e™-e"? (x=0—y=-5/3; x—>0 igin y=-00)

ile integral egrileri gizilir.

Diferansiyel denklemin ¢dziimii olan ve integral egrileri olarak isimlendirilen egriler
dogrultu alaninin dogrularina tegettir.

y(0)=-1 t=0,y=-1icin -1=-2/3+c c=-1/3 bulunur. verilen baslangi¢c deger
probleminin ¢6zimii

y=-2/3 et1/3 e"?

olur. y’-y/2=e™ nin ¢6ziimii sekilde kalin gizgi ile cizilmistir.
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-1/3
-2/3
(0,-1) -1

-5/3 y'-y/2=e" nin ¢6ziimii

/

Odev:

1) y'+2ty=t, y(0)=0 baslangi¢ deger probleminin ¢dzimini bulunuz
2) y+2y=te™ y(1)=0 baslangic deger probleminin ¢éziimiinii bulunuz

2.2. Lineer Denklemler

Teorem 2.2.1

y'+p(t)y=g(t) diferansiyel denkleminde p(t) ve g(t) fonksiyonlari t=t; noktasini iceren
iceren bir I: a<t<f agik arahigi lizerinde stirekli ise bu takdirde bir t € I'igin y(to)=yo
baslangi¢ kosulunu ve y’+p(t)y=g(t) diferansiyel denklemini saglayan bir y=¢(t)
fonksiyonu vardir.

Ornek:
ty’ +2y=4t>- y(1)=2 baslangi¢c deger problemini ¢oziintz.( ;,t(t)=t2 y=t>+c/t?)
y(1)=2igin c=1 y=t’+1/t> t>0

2.3. DEGISKENLERE AYRILABILIR TiPTE DIFERANSIYEL DENKLEMLER
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0
(t=x degiskeni icin M(t,y)dt+N(t,y)dy=0)
seklindeki bir diferansiyel denklem
f(x)dx +op(y) dy=0
sekline donustirilebiliyorsa ‘degiskenlere ayrilabilir tipte diferansiyel denklem’ adini
alir.

f(x)dx +@(y) dy=0 denkleminin her terimi yalniz bir degisken ve bu degiskenin
diferansiyelini icerdiginden terim terim integral alinabilir. Bu durumda

[ rGdx+[o(r)dy =c

F(x) + dly)=c
¢6ziimii elde edilir.
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ORNEK 1:

y= y2/3 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz. c=0 igin 6zel ¢6ziimii
bulunuz.

¢cOz0Mm:
dy/dx=y**
dy/ y*/3 =dx

[ dy/y*? =] dx

vy (-2/3+1)=x 3y3=x+cy

Béylece genel ¢cdzim  y¥3= 1/3(x+c1) olarak elde edilir.

Ozel ¢dziim c1=0 konularak y*3=x/3 olur.
ORNEK 2:

2) y'+ycosx= 0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:
Verilen diferansiyel denklemin her iki tarafini dx ile carpip y ye bolersek
dy/y +cosx dx=0
denklemi elde edilir. Bu denklemin integrali alinarak istenen genel ¢6ziime ulasihr.

Lny +sinx = Inc Lny-an_ = -sinx
Ln(y/c) =-sinx y/c =™
y=c e-sinx
elde edilir.
Odev: 1- dy/dx =(x-1)/y =0 y=vx’ —2x+2¢
2-dy+ytanxdx=0 y=C COSX

2.4. HOMOIJEN TiPTE DIFERANSIYEL DENKLEMLER

M(x,y) icin a skaler olmak (izere M(ax,ay)=a" M(x,y) bu fonksiyona “r inci dereceden
homojen bir fonksiyondur” denir.

Eger M(x,y) ile N(x,y) ayni mertebeden homojen fonksiyonlarsa buna “homojen 1.
mertebeden diferansiyel denklem "’denir. y=vx donisiimi bu denklemi degiskenlere
ayrilabilir hale getirir.

Eger dy/dx=y’=f(x,y) seklindeki bir diferansiyel denklemde f fonksiyonu sadece x’e

veya sadece y’e degil de, onlarin x/y veya y/x oranlarina bagl ise bu diferansiyel
denklem homojendir denir ve
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dy _ oy
=P (1)

seklinde tanimlanir. Asagidaki 6rnekleri incelersek:

2
1) ﬂ = LZny =(l)2 + 21 homojen
dx X X X

Z)d—y:lnx—lny+x+y:1ni+M homojen

dx X—y Yy 1-(y/x)

X
3

3)d_y = L}xy =y(1)2 +22 homojen degil

dx X X X
NOT:

Verilen diferansiyel denklemin homojen olup olmadigi asagidaki gibi bir yolla da
aragstirilabilir (y=tx yazilarak)

% = f(x.y) ) = £(1,0)
X

Bunu

2
+2
j—y = y—zxy diferansiyel denklemine uygularsak yani (y=tx yazalim)
X X

Flom) = (tx)* + 2x(tx) B t*x” +2x%t B x> (17 +21) B 1> +2t

2 2 2 1 = /(.0

X X

oldugundan homojendir.

D nx—tny+ Y o L O e a1y
dx xX—y Yy 1-(y/x)
X
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Ornek:

(x*-3y’)dx + 2xydy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Cozim:

y=VvX dy=vdx+xdv verilen denklemde yerlerine konularak

(x2-3v?x?)dx+2x vx( vdx+xdv)=0 x*(1-3v?)dx+2v? x*dx+2x°vdv 1/x’ ile carp

dx[(1—3v2)+2v2]+dv2xv=0 dx(1-v?)+2vxdv=0  dx(1-v?)=-2vxdv
% = —I 1 f‘;z dv  u=1-v* du=-2vdv dv=-du/2v

Inx=In(1-v?)+c v=y/x konursa
Inx=In(1-(y*/x%))+c
Inx-In(1-(y*/x%))=c c=In(x%/( x*- y?))

ec= x3/( xZ_ y2)

Ornek 2:
2
m = 4 y(1)=1 igin 6zel ¢6zimi bulunuz.
2xy+x dx
( c=In(/(xy+y?)), e=x’/(xy+y?)  c=In(1/2))
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1.MERTEBEDEN LINEER DIFERANSIYEL DENKLEMLER

(Homojen ¢6zim, ikinci tarafli denklemin ¢6zim)

y'+p(x)y=g(x)
seklindeki denkleme ‘birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem’ denir. g(x)=0 ise
lineer 1.mertebeden homojen denklem denir. Bu takdirde denklem degiskenlere
ayrilabilir tipte olur. Once
dy/dx+p(x)y=0homojen ¢6ziim bulunur.

[dy/y=- [p(x)dx

Iny =- [p(x)dx+Inc y=ce Totox

bulunur. Bu ifadenin ikinci tarafli denklemin ¢6ziimu olabilmesi igin, ¢ nin nasil bir ¢c(x)
fonksiyonu olmasi gerektigini arastiralim. Bunun igin de c=c(x) olduguna goére
y= c(x) e -Jp(x)dx ;

in ikinci tarafli denklemi saglama sartini yazalim Buradan

y'=-p(x) c(x) @ PHX 4 @ P ge /ey elde edilir

y'+p(x)y=g(x) de y ve y’ yerlerine konularak genel ¢6ziim elde edilir.

y/c(x)e Totaae o Tobadx g ey +p(x) ?)4(& -Ip(x)dx=g(x)
dc/dx =g(x) e Jpx)ax

c=l g(x) e Jpx)ax dx+c;

c nin bu degeri y=ce Totdx e yerine konursa ikinci tarafli denklemin genel
¢6zUmu olarak

y=e -IP(X)dX[I g(x) e Ip(x)dx dx+c; ]

elde edilir. (Bkz: B6lUm 2 (7) no lu esitlikle aynidir.)
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ORNEK
y’'+y=3 diferansiyel denklemini ¢6zliniiz
Gozim:
Once y’+y=0 ile homojen ¢dziim elde edilir, yani
y'+y=0 esitlenerek
dy/dx=-y dy/y=-dx
Iny=-x+c
Iny-Inc=-x

In(y/c)= -x y/c=e™
y=ce™

ile homojen ¢éziim elde edilir. Ozel ¢6ziim icin c=c(x) ile verilen denkleme bagl olarak

turev alinarak yerlerine konur, yani

y'=c’'(x) e™ - c(x)e™ ve y=c(x) ™ ifadeleri verilen y’+y=3 esitliginde yerlerine
konularak

c’(x) e™ - c(y)é'x+ c(x)//x =3 c’(x) e™ =3 elde edilir c’(x)=dc/dx ile
dc/dx e™ =3 yazilarak
dc/dx =3 e*
dc=3 " dx

c=3 e*+¢;

elde edilir, bulunan bu deger (c) homojen ¢6ziim sonucu bulunan y=c e™ esitliginde
yerine konularak ikinci tarafli denklemin genel ¢6ziimu elde edilir.

genel ¢6ziim:

y=(3 e*+cy)* ™ y=3+c; ™ olur
odev:

ds/d6=3s+7  s(0)=15 6zel ¢6zimi bulunuz.

sonug= s=[c; e3e-7/3]
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XClnx y'+xy=1 diferansiyel denklemini ¢ézlinliz.
¢ozim:

Denklem

dy y 1
@&,y - 1
dx xInx x*Inx (1)

seklinde yazilirsa lineer ve ikinci tarafli bir denklem haline gelir. Once homojen ¢éziim

yapilir, yani
Q + L — O
dx xInx
Q+ dx =0 hatirlatma: J- = In(In ax)
y  xlnx xInax
Iny+In(Inx)=Inc
In(yInx)=Inc ylnx=c y=c/Inx

homojen ¢6ziim bulunur. ikinci tarafli denklemin ¢éziimii icin y=c(x)/Inx den c ve x e
gore tiirev alinarak y ve y’ niin karsiliklari

y=c/Inx
y’=c’(x)/Inx-c(x)/x(In’x) (1) de yerlerine konulursa,

c’(x)/lnx-c(x%zx)+c(xy{(Inzx)=1/lenx
elde edilir.

c'(x)/Inx=1/x'Inx  c’(x)=1/x" dc/dx=1/x" ile
dc=(1/x")dx
Jdc =f1/x*)dx c=-1/x+c;
elde edilir c nin bu degeri homojen ¢6ziim sonunda bulunan( y=c/Inx) de yerine
konularak ikinci tarafli denklemin ¢éziimiine ulasihr
y=(-1/x+c1)Inx

Jin(Inx)dx

veya (integral ¢arpani p(x)=e =Inx yardimiyla da ¢o6ziiliir)
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(a;x+b,y+c,)dx+(a,x+b,y+c,)dy=0 diferansiyel denklemi

c1= ¢,=0 ise denklem homogen tipde bir denklem olur. c;ve ¢, nin her ikisinin de sifir
olmadiklarini kabul edelim. Bu durumda denklemde

x=xi+h, y=y;+k
donustirmelerini yapalim. Bu halde
dx=dx dy=dy;

olarak denklem
(aix1+byy1+ aih+bik+ci)dxi+(azx1+boy1+ ash+b; k +¢,)dy,=0
seklini alir. Simdi de h ve k yi

a;h+bik+c;=0

azh+b; k+c,=0
secersek,denklem

(aix1+b1y1)dx;+(azx1+byy1)dy;=0
seklini alir ki bu da homogen tipte bir denklemdir.
Not: Eger a1b;-a;b;1=0 ise x=x;+h, y=y;+k doniistiirmesini yapamayiz. Bu durumda
aib, =a,b; a/a; =b,/b;=m ve a;=m a;, b,=mb; olarak diferansiyel denklem
[(aix+b;y)+ci]dx+[m(aix+b,y )+c,]dy=0

seklini alir. Burada a;x+b1y =u déniisiimii yapilirsa denklem, degiskenlere ayrilabilen
tipte bir denklem haline gelir.

ORNEK
1) dy/dx= (x-y+1)/ (x+y-3) denklemini ¢oziiniiz.
x=x1+h dx=dx; (a;b, -a;b;#0, 1*1-(-1)1=2+0)

y=y1+k dy=dy; (x; +h- y;-k+1)dx;-( x; +h+ y;+k-3)dy;=0

h-k+1=0

-h-k+3=0 -2k=-4, k=2, h=1,

h=x-x; X=X1+1

k=y-y1 y=y1+2

(x1-y1)dx1-(x1+y1)dy;=0 homojen tipte diferansiyel denklem
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Y1=VX1 dyi=vdx;+x;dv
(x1- vX1)dX1-(X1+VX1)(vdx1+x1dv)=0
dxa[( X3- vX1- vx1-v2x1)]+dv[(- X1 2-vxlz)]=0
xdx3[( 1-v- v-v?)]#x:.2dv[(- 1-v)]=0 /1/x,’ ile garpalim

%_'_ dv(-1-v)

— = u=-v:-2v+1 du=-2v-2 dv
X (=" =2v+])

dv=du/2(-1-v)

Inx;ﬁ%ln(—v2 -2v+1l)=c=1Inc

o e et e 0D 20-2)
v=yy/x, idi v=(y-2)/(x-1) idi (x-1)( PRI +D)=c

2) (x-y-1)dx +(x+4y-1)dy=0 denklemini ¢oziiniiz.

3) 2y—4x—1)dx - (y - 2x+ 1)dy =0 denklemini ¢6zinuz.
by = 4 b—4; o2 1 =—Za, : by=—28
oy = 4 fgidy =%; al_bl_z ) = fy U1 = 2

1

2y —4x) = d k zd"'r 4—dﬁ El!"'r—z 1du
V—4xl=u erse d.t_ _d.'lt_' d.t_ +2dx

(w—Ddx+ (G u-1)dy =0

dy w—1 5 1 due

ax— 17" v
ldu -3 du —6 1
——=3 — = —}(—u-l— 1) du= —6dx
2 dx §u+1 dx —u+1 P

uZ

—+u=—-6x+c
4 2y —4x)=u idi.

(2y - 4x)*®

1 ‘|‘(2}r—4x) = —bx+c

4y* — 16xy + 16x* + 8y + 8x = 4c
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2.5. BERNOULLI DIFERANSIYEL DENKLEMI

p(x), g(x) xin siirekli fonksiyonlari ve n=0 , n#1 olarak

y+p(x)y = g(x)y"
seklindeki denkleme ‘Bernoulli diferansiyel denklemi’ denir. Bu denklemi ¢6zmek icin
u=y"™" degisken dénustirmesi yapilarak u yu bilinmeyen kabul eden bir lineer
diferansiyel denkleme ulasilir.
Ornek:

1- y'+ y=y’e*  bernoulli diferansiyel denklemini ¢éziinz.

u=y"™" degisken déniistiirmesi ile u=y*?=y’=1/y olur

du_ _ ody
dx 4 dx
olarak dy/dx cekilerek
y = ﬂ =—y° % verilen diferansiyel denklemde yerlerine konursa
dx dx

—ZQ'F _ Zex
ydx y=Yy

olur. Burada esitligin her iki tarafini (—1/y2) ile carparsak yani

du .
1/y3(- )’ oty= yie®)

d
du_1_ —e" u=1/y idi
dx y
du . . . -
o u=—e" lineer diferansiyel denklem elde edilir
X

once u-u=0 homojen ¢6zliim elde edilir,

du =u du = Idx
dx u
Inu=x+Inc , Inu-Inc=x  In(u/c)=x

X

u/c=e* u=ce
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. d
homojen ¢éziim elde edilir. (u=c(x)e™) ile verilen denkleme bagli olarak (d—u—u =—e")
X
tlrev alinarak yerlerine konur
u = c(x)e”
u = c(x)e"+c (x)e*
c(//fe"+c' (x)e*- c(x)e"7/e" c(x)=-1 dc/dx=-1 dc =-dx
C=-X+C;
bulunan sabitin (c nin) degeri homojen ¢dziim sonucunda elde edilen esitlikte (u=ce”)
yerine konularak ikinci tarafli denklemin genel ¢c6zimu (u=1/y konularak ) y ye bagli
olarak elde edilir.
u=(-x+ci)e*  u=-xe*+cie” 1/y=-xe*+c,e”

ODEV

Asagida verilen bernoulli dif denklemlerini ¢6ziiniiz.

1- y-y=xy’ (1/y=1-x+c.e™)

2- xdy+ydx=x’y°dx (1/y*=-5x>/2+c.x°)
3- yy- xy’+x=0 (y’=1+cie )

4- (2xy’-y)dx+2xdy=0 (3x2=(4x3+c1)y4)
5- 4y’+ysinx=y >sinx (y=1+c,e)*

2

xy-dy/dx=y3€_x " diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
y’+p(x)y=g(x)y" bernoulli (n=0n=I)
Coziim:

u=y™™" degisken déniisiimiiile u=y? olur.

du__, y~ @ @__1 y? du cekilerek verilen dif. denklemde yerine
dx dx dx 27 dx
konur.
xy+l y? au_ yie™ [-2y* ile carpalim
27 dx
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2xu + % =2¢" (1) 1.mertebeden lineer dif. denklem elde edilir.
X

Once

2xu + % =0 ile homaojen ¢6ziim bulunur.
X

du =-2xu

dx
-2xdx=du/u -2/xdx=/du/u
-’+Inc=Inu

Inu-Inc=-x*

In(u/c)=-x* ufc=©

2
=X

u=c® (2)
bulunur.
ikinci tarafli denklemin ¢éziimii igin ¢ nin nasil bir c(x) fonksiyonu olmasi gerektigini

arastiralim.( yani c=c(x) koyalim). Bu durumda homojen ¢éziim sonucu bulunan

2

ifadede ( u=c(x) e’ ) tiirevler alinarak (1) de yerlerine konur.

2

u=c(x) e’

! dc 2 _x2
du/dx="" = ae —2xc(x)e

ﬁe_’“2 - 2)60(7/6_"2 + 2/)cz{x)e_’62 =2¢™"
dx

Ee_x =2e” dc=2dx

c=2x+¢; (3)

(3) nolu ifade (2) de yerine konulursa
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7.X2

u=(2x+c;) ¢
elde edilir. y ye bagh ¢6ziim igin u=y'2 idi

y=(2xve) ¢

elde edilir.
RiCCATi DIFERANSIYEL DENKLEMI

p(x), r(x) ve g(x) integre edilebilir fonksiyonlar ve r(x)#0 olmak lizere
y'=p(x)y+r(x)y*+g(x)
tipindeki diferansiyel denkleme ‘Riccati Diferansiyel Denklemi’ denir.

Eger r(x)=0 ise lineer diferansiyel denklem,
g(x)=0 ise bernoulli diferansiyel denklemi seklini alir.

Bu iki halin disinda denklemin genel halde ¢6zilemeyecegi Bernoulli tarafindan
gosterilmistir. Ancak denklemin bir 6zel ¢6zimu biliniyorsa

denklemin genel ¢6ziimiine ulasilir. Denklemin bir 6zel ¢6zimu y; olsun Bu halde
Riccati Diferansiyel Denkleminin genel ¢6zimdi olarak y=y;+1/u dontsimu yapilir ve

u’+[p(x)+2y1r(x)]u= -r(x) (1)
sonucuna ulasilir.
Ornek 1:

y'=-y*+2x%y+2x-x" diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6zimi y,=x> dir genel ¢6ziimii
bulunuz.

y'=p(X)y+r(x)y*+g(x) tipinde

y=y1+1/u donusimu kullanilarak tirevler alinip verilen diferansiyel denkleminde
yerlerine konursa, yani;

y=x"+(1/u)
y'=2x-u Ju?

2x- U Ju’= -(P+1/u)?+2x3( x*+1/u) +2x-x*
2x- u Ju’= -(x4+2x2/u+1/u2)+2x4+2 X2 Ju+ 2x-x*
2%- U Jul=-x*-2x%/u-1/u+2x*+2 x*/u +2x-x*

-ufu’=-1/u? u=1 U=x+c
u nun degeri (y= x>+(1/u) ) de yerine konarak genel ¢6ziim:
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Ygenel= x>+ 1/(x+c)

olur. (1) de P(x)=2x%, R(x)=-1 konularak da u=1 ulagilabilir.

Ornek 2:
y'+y*-1=0 diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii y;=1 dir genel ¢6ziimi bulunuz.

Denklemi y’=1-y* formunda yazalim g(x)=1, r(x)=-1, p(x)=0 olmak tizere denklem
Riccati tipi diferansiyel denklemdir.

Co6zim igin :

y=y1+1/u donistimi kullanilarak trevler alinip verilen diferansiyel denkleminde (y’=1-
y2 ) yerlerine konursa, yani;

y=1+1/u
y=-u /Wt ile

- u'/u2=1-(1+1/u)2 - u'/u2=7/{/u-1/u2

denklemi -u® ile carpalim

u' =2u+1 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem
u'—2u=1 (u'+ p(x)u = g(x) tipi)
u(x)= ejp(x)dx = ejfzdx S

[u(x)u] = p(x)g(x)

' i : : x 1 be 1 —2x
[e“u} =e”*(1)=e*" her iki tarafin integrali alinarak e*u = Eez’ te u=ce >

1 1
y=1+— idi. Genel ¢céziim; y=1+
u (1+ ce™)
2
Ornek 3:

y’=2tanxsecx-y’sinx diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii y;=secx dir genel
¢6zumi bulunuz.

q(x)= 2tanxsecx, r(x)=-sinx p(x)=0 olmak lzere riccati tipi diferansiyel denklemdir.
(y'=p(x)y+r(x)y*+q(x) tipi)
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y=y1+1/u donisiimi kullanilarak turevler alinip verilen diferansiyel denkleminde
(y’=2tanxsecx-yzsinx)yerIerine konursa, yani;

y=secx+1/u
y’=sinx/cos’x- u /u’= tanxsecx- u /u’

tanxsecx- u /u’=2tanxsecx- (secx+1/u) %sinx

tanxsecx- u /u’=2tanxsecx-sec’xsinx-2secx(1/u)sinx-1/u’sinx

tan)yeéx- u'/u2=2tanxsecx-ta/néecxdsecx(1/u)sinx-(1/u2)sinx
-u'/u’=(-2/u ) tanx-(1/u?)sinx

u’=2utanx+sinx
u’-2utanx=sinx 1.mertrebeden lineer dif denklem haline gelir.

u=c/cos’x

¢’=cos>xsinx

c=- cos’x /3 +¢;

u=(- cos’x /3 +c1)1/coszx=(-1/3)cosx+c1/coszx

u= (-cos3x+c1 )/ 3cos’x
bulunur y=secx+1/u de yerine konarak genel ¢6zim
Ygenel =secx+1/(—c053x+c1 )/ 3cos’x veya

Ygenel = secx+3cos’x / (-cosg’x+c1 )
elde edilir.

Odev

2 1
y'= x3+—y ——y? diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢coziimii y1= -x* dir. Genel ¢dzimiini
X X

2
, 2x’e”
bulunuz. (ygene= X"+ = )
e’ +c

2.6. y+p(x)=g(x)e"™ (n=0)TiPiINDEKi DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Diferansiyel denklemin her iki tarafi €™ carpilir, denklem
e™y+e™ p(x) = glx) *

formunu alir. Burada u=e™ degisken déniisiimii yapilir ve
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u =-ne™y oldugu gézoniine alinip (**) da yerine konursa
L p(x)u=g(x) veya u —np(x)u=-ng(x) bulunur. u ya gére 1.mertebeden
—n

diferansiyel denklem elde edilir.

Ornek:

1 - . . e e
y'-—=xe* diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.

X

y+P(x)=Q(x)e™ tipi (n=0) verilen diferansiyel denklemi e*?'=e?
ile garpalim

, 1
ZVy_.eZ\/_:)C *

X
olur. Burada u= e” degisken déniisiimii yapilarak tiirev alinir

e

uw'=2e”y ve (*)da yerine konursa

u' 1
——U—=Xx
2 X
veya

o2
u ——u=2x bulunur *k ¥

X
(u’+p(x)u=g(x)) tipi 1.mertebeden lineer diferansiyel denklem.

integrasyon carpani

-2
Zax

M(X)= eIp(x)dx = eI rza -2Inx =X-2=1/X2

bulunur. [p(x)u ]'=u(x)g(x) de yerine konur ve integral alinarak

[ x%u ]'= 2!

x2u= 2Inx+c u=2x2Inx+cx>

u=e” idi genel ¢6ziim

e¥=2)2Inx+cx?
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2.7. TAM DIFERANSIYEL DENKLEMLER
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0
denklemindeki M(x,y), N(x,y) fonksiyonlari

v _on
oy  Ox

bagintisini sagliyorsa bu denkleme ‘tam diferansiyel denklem’ denir.

M(x,y) nin x e gore integrali alinir
N(x,y) nin y e gore integrali alinir ve F’e esitlenir yani

oF oF
—:M(X,y) —:N(X,y)
ox oy

dF=a—Fdx + a—de
ox oY

dF=0 F=c ile bulunan sonuglar ,ortak ifadeler bir kez ve ortak olmayanlar
alinarak c’ye esitlenir.

Ornek 1:
3x%dx +2xydx+xzdy=0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiini bulunuz.

(3x%+2xy)dx+ x*dy=0

M(x,y)= (3x*+2xy) N(xy)=x*
M
8_ = 8—N 2x=2x% Tam Diferansiyel
oy  Ox
oF _ _au2 _u3,.2 b e
P M (x,y) =3x"+2xy F=x+x"y+g(y) x’e gore integral
X
0
/a
8_ =N(x,y)= X F= x’y+m(x) y’e gore integral
oy
m(x)= x> e esit olmalidir
F= x>+x%y dF=0 Genel ¢bziim: _c= x>+x’y

Odev:
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1) (x*+y’+x)dx+2xydy=0 diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.

Sonug: c=xy’+(x*/2)+(x%/3)

2) (1+e*°)dp+2p e*°d0=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

genel ¢oziim c=p e?+p

2.8. TAM DIFERANSIYEL VE INTEGRASYON CARPANLARI
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0
denklemindeki M(x,y), N(x,y) fonksiyonlari
oM ON
—_ 7& —_
dy  Ox
ise verilen diferansiyel denklem tam diferansiyel denklem degildir
Tam diferansiyel olmayan bir denklemi integrasyon c¢arpani p(x,y) kullanarak

¢Ozebiliriz.(belirlenen integrasyon carpani ile verilen diferansiyel denklem carpilarak
tam diferansiyel denklem bicimine getirilir ve denklem ¢6zulir.)

w(x,y) M(x,y)dx+u(x,y) N(x,y)dy=0

o(u. M) _ d(u,N)
oy ox
x'e bagl integrasyon carpani (u(x)):

J. M,-N, v

(
Alnp/ox =( My- Ny) / N(x,y) veya p(x)=e "

y’e bagli integrasyon carpani(u(y)):

5 Mﬁ’)dy
Olnu/0y =( Ny - My) / M(x,y) veya u(y)=e x5

esitlikleri yardimiyla bulunabilir.

(N, —M )/(xM (x,y)—yN(x,y)) =R,
(M, =N )/(yN(x,y)—xM(x,y)) =R,

xy ye bagli integrasyon carpanlari(u(x,y))
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ORNEK 1:

(y+xy2)dx— xdy=0 denklemini ¢ozliniz.

M(x,y)= (y+xy’)

N (x,y)=-x olup
M =142xy,
oy

y’e bagli integrasyon ¢arpani:

yardimiyla

N __,

ox
8& # 8_N tam dif.degil.
oy  Ox

olnp/oy =( Ng- My) /M

olnu/dy = -1-1-2xy / y(1+xy) =-2/y elde edilir

fdlnu= [-2/y dy

ile integral alinarak

Inu=-2Iny p=y’

integrasyon ¢arpani pu= 1/y2 elde edilir, verilen dif denklemle ¢arpilarak

1 M(x,y)dx+u N(x,y)dy=0

tam diferansiyel denklem sekline dénusdr.

(l%rxjdx—izdy =0
y y

a—F=z\4(x,y)=(i+xJ
ox y

oF
—— = N(x,y) =x/y’
Oy

m(x)= x*/2 olmalidir
F=x/y +x/2 dF=0

DIFERANSIYEL DENKLEMLER

8(/”9M) — a(;ua N) =_1/y2
oy ox

F=x/y +x°/2+g(y) x'e gore integral
A
0

F= x/y+m(x) y'ye gore integral

Genel coziim: c= x/y +x°/2

UFUK OZERMAN 2011-2012

25



Ornek 2:

2
(3x+é)dx+ (x—+3l)dy =0 xy’ e bagh integrasyon carpani kullanarak ¢6zliniz.
y y X

M(x,y)= (3x+ é)
y

2

N (x,y)= (x—+3l) olup
y x
oM__6 ON_2x 3y
oy y? x oy X
aﬂ # 8_N tam dif.degil.
oy Ox

xy’e bagli integrasyon carpani:
1
(M,-N)/yN(x,y)—xM(x,y)) =R, =— ile xy=u ile
Xy

(e "

1
#(x,y) —e YN (x,y)—xM (x,y) :e.'.u :elnu — xy

2

xy((3x+ é)dx + (x_ +3 Z)a’y =0) Tam diferansiyel denklem ( 3x°=3x")
y y X

Yy+3x*+y =c

M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0 denklem homojen ise

1
u:
xM(x,y)+ yN(x,y)
denklemi u ile ¢carpalim.

seklinde bir integrasyon ¢arpani olup olmadigina bakalim. ve

M N
dx +
xM + yN xM + yN

dy =0 tam diferansiyel olma sarti
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0 M _ 0 N
oy xM+yN~ Ox xM + yN

gerekli diizenlemeler yapilarsa

oM oM ON

ON
Nx—+y—)=M(x—+y—
(xax yay) (xax yay)

olur. Ote yandan homoijenlikten Euler teoremine gére

xM, +yM, =mM (x,y)
xN,+yN, =mN(x,y)

olacagindan yukaridaki esitlik kendiliginden gergeklesir. Dolayisiyla homojen

denklemler icin

1
xM(x,y)+ yN(x,y)

daima bir integrasyon garpanidir.

ydy-(2y-x)dx=0 homojen oldugundan

1 1 1

= ile u= =
M)t NGLy) T 2ty (- )

1 1
ydy — (2y—-x)dx=0
(x=»)’ (x=y)*
oF 1 OF
Ty, e
ox  (x—y) y (x-y)
F=ln|x—y|+L+g(y) c=ln|x—y|+ Y
xX=y xX=y
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(y—xy")dx+xdy =0 denklemini 1= x(xy) seklinde bir integrasyon ¢arpani bularak

¢oziinuz.

M(xy)= (y—x°)
N(x,y)= x M, =1-3xy’ , N =1

xy= u diyelim.

o _omou_ o _omou_

M T owax O ’ ﬂy_@y_ﬁu@y_

Tam diferansiyel olma sarti:
0 0
— (UM (x,y))=—(uN(x,y))
oy ox

uM(x,y)+puM = u N(x,y)+ uN,
wx(y—xp* )+ u(1=3xy*) = p'yx+ u(1)
—,u'xzy3 :3ﬂxy2

!

’ _ H _ 3 _ _ .3 _ 1
—u'xy=3u —>———; > Inpy=-3lnu >u=u> > u=——

Xy

Bulunan integrasyon ¢arpani ile verilen dif denklem carpilir
1

[(y—xy3)dx+xdy=0]

x3y3
1 1 1
(x3—y2—7)dx+x2—y3dy =0
M, =N ,=—-—— tam diferansiyel
’ 2x7y
LR
2x*y* x

Nyp—My

ulx.y) = g'l-l'-'ﬂ'l-f-}';"}'-"-':-f-}'} ile de direk olarak integral ¢arpani bulunabilir.

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2011-2012

28



ulx — v

—_— W

SEKLINDE BiR INTEGRASYON CARPANI :

=x- i “Budu_ o “dndu__
u=x-y denirse =l o
Tam diferansiyel olma sarti:

I

§<uM(x, W =2 (uN(x, )
y Ox

u,M(x,y)+uM = p N(x,y)+ uN,
_.FI'M‘FM}' = F‘rN‘i‘.I“Nx

p(My — Ny} — ' (N + M)
:MJ.' - N_x:] _ F_r
N+M
_I-::Hv_: x)
“I:x —_ Jr:] =g (N+M)

3) (2y-x)dx-ydy=0 ulx —y) seklinde bir integrasyon ¢arpani bularak ¢dziiniiz.

M, =2, N,=0

M(x,y)= 2y-x

N(x,y)=-y
u=x-y denirse ==yl p};:_: E=__ur
Tam diferansiyel olma sarti:

§<uM(x, W =2 (uN(x, )
y Ox

ﬂyM(x’y)—l_lLlMy = ﬂxN(x’y)J’_/'le
_F'M"'.I“*F'!}' = FrN'I'.F‘Nx

p(My — Ny =p' (N + M)

:M}' —N;) _ 7

N+M
2 I
(—y+2Zy—x - H
-2 I’ -2 u
x—y) p° u p
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_u'::l: —}'j = —2lnu = Inpu, u=uc=

1
(x-y7*

((2y-x)dx-ydy=0 )

Iy —x y B
@2 Ty T
2y
L ,
y |
M. = N_=——— tamoir
Y o (x—y)?
_ ¥
MoV = 2
2y—x Yy X N
M T ey (e—y)2
[ M(x, y)dx =In(x—y)+ Gy TEY)
Y Y +In(x—y)=c
[ NG, )y = +m(x) (=)
(x—y

ulx + v) SEKLINDE BiR INTEGRASYON CARPANI :

. opon_ fpdu_
u=x+y denirse == ==
y Hx An Ay K FJ' dudy

Tam diferansiyel olma sarti:
0 0
_(IUM(-X: J’)) = _(IUN(-X: J’))
oy ox

uM(x,y)+puM = pu N(x,y)+ uN,

M+ pM, = py'N+ pN,

H(My — N = @' (M —N)
M, —N) W

M—N) u

J.::M,, -N.3
plx +y) = M-W)
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ulx? + y¥) SEKLINDE BiR INTEGRASYON CARPANI :

2,2 . fudu ' o du ¥
= == == r
u=x +y de| \irse Hy Amdr pr‘- .F’[J.' By 2_‘; o

Tam diferansiyel olma sarti:
0 0
— (UM (x,y)) =—(uN(x,y))
oy ox

u,M(x,p)+puM = pu N(x,y)+ uN,

2yp'M+ pM, = Zxpu'N + uhN,
p(My — Ny) — p' (2yM — 2xN)

{M}_Nx:] _E
(2yM —2xN)

CLAIRAUT DIFERANSIYEL DENKLEMI

et
dx

seklindeki denkleme ‘clairaut denklemi’ denir. Clairaut denkleminin genel ¢6zimi bu
denklemdeki y'=dy/dx ler yerine bir ¢ keyfi sabiti koymak suretiyle elde edilir. Yani
genel ¢6zlim:
Ygenel= XC+((C)
dir.
ORNEK
y=xy'+y'-y'2 clairaut dif denklemini ¢éziiniiz.
¢6ziim:genel ¢6ziim
Ygenel=XC+C-C

dir. Tekil ¢6ziim ise, genel ¢6ziimiin c ye gére tiirevini almak suretiyle elde edilecek
denklemde c yi ¢cekip ygene de yerine konmasiyla elde edilir. c ye gore tiirev:

x+1-2¢=0 ile c=1/2(x+1)
y=x(1/2(x+1))+ 1/2(x+1)-( 1/2(x+1))?

y=1/4 (x+1)* elde edilir.
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2.9. Varlik ve Teklik Teoremi

Ardisik Yaklagimlar Yontemi (Picard Yontemi)

y’= dy/dx=f(x,y) Yo=Y(Xo) (1)
diferansiyel denkleminin x=xgq icin y=yo , bir baska deyisle yo=y(xo) baslangic kosulunu

gercekleyen ¢o6zimiini bulmak icin baslangi¢c kosulunu da dikkate alarak(1) i xo dan x e
integre edelim:

Jav= [ fe.r)ds = v =y, + | £ 0)ds @)

Amacimiz: x=xq igin y=yo baslangi¢ kosulunu ve (1) gercekleyen y fonksiyonunu
bulmaktir.

y=Yo I olusturmaya c¢alistigimiz ¢6ziim igin baslangi¢ noktasi olarak ele alalim ve bunu
(2) de yerine koyarak yaklagimin birinci adimini olusturalim:

Y=o+ [ S, 3)

Buradan elde edilen y; degerini (2) de yerine koyarak yaklasimin ikinci adimini
olusturalim

Vo= F jf(x:%)dx

o

devam ederek

V3=)y t If(x,yz)dx

Yo

Vo = Yo+ [ SO6p,0)dx

Xy

elde edilir ve “Picard Yéntemi”’ olarak bilinir.(Cevdet Cerit 1997)

Varlik ve teklik Teoremi:
f(x,y) ve f,(x,y) fonksiyonlar f,=df/dy

lixp-a <x<x,+a,y,—-b<y<y,+b 4

ile belirlenen kapali bir | bélgesinde siirekli, dolayisiyla sinirli olsunlar, bir baska deyisle
Sy <M 5
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TRCRESY 6

esitsizliklerini gercekleyen pozitif M ve N sayilari var olsun.

[ = min(a,i) 7
M

olmak Uzere
Xo =1 {x (x,+1 8

ile belirlenen bir aralikta

od
y=2= f(x,) 9
dx

diferansiyel denkleminin yg=y(xo) baslangi¢ kosulunu gercekleyen bir ve yalniz bir
¢6zUmdi vardir. Bu ¢6ziim Picard iterasyonu(yaklasimi) ile bulunur.

yn :yO + J.f(xﬂyn—l)dx

X0

Yo,YLY2eeeennnt vn fonksiyonlar dizisi olusturulur. Bu dizinin her terimi baslangi¢c kosulunu
saglar. Fakat bunlar diferansiyel denklemi saglamazlar. Belli bir iterasyondan sonra
ornegin n=k

Yns1=Y noOluyorsa y, =y, + If(x, ¥, )dx a denklemin bir ¢6zimdur denir.

Yo

Ornek

f(x,y)= (1+y)/(1+x*+y?) ve I: |x|<2,

y| <4 olmak tzere

y'=1(x,y), y(0)=0 baslangic deger probleminin bir tek ¢dziime sahip oldugunu
gosteriniz. Ayrica ¢cozimiin tanimli oldugu xo= 0 merkezli bir aralik bulunuz.

CHziim

Varlik ve teklik teoreminden | bolgesi icindeki her t igin |f(x, y)| <M ve ‘fy (x,y)‘ <N
o

veya ( < N ) oldugu gosterilirse diferansiyel denklemin |x —x0| <[ araliginda tek

¢O6zUmu vardir.

1+ 1+ y] g 1+]y] L 1+4 5

‘1+x2+y2‘_1+x2+y2 T1402+0% 1

@<

‘1+x2+y

2‘:
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(paya x ve y nin alabilecegi en bliylk degerler, paydaya ise alabilecekleri en kiiglk
degerler konursa kesir en biyik degerini alir) Burada a=2 , b=4 tir.

b
! =min| a,— |=min(2,4/5) Ayrica
(a M] (2,4/5) Ay

f, (e y)| <N =
L 2y (ext ey -2y [0 0+ 61
1+x>+y* (+x>+y?)? (1+x> +y%)? = ‘(l+x +y)‘ : 1
o ol ... . . .
oldugundan 8_ | icindeki her noktada sinirhdir. Baslangic deger problemi | X | <4/5

araligi icindeki her x icin bir tek y(x) ¢c6zimine sahiptir.
Ornek1:

1) y= x>y diferansiyel denkleminin ¢coézimuni yo(xs)=y(1)=2 baslangic kosulu altinda
Picard yontemi ile ikinci yaklasima kadar ¢6ziiniz.

Y'=f(x,y)=x’-y yo=2, xo=1 f(x,yo)=x*-yo= x*-2 dir

yl(x):y0+j£f(x,y0)dx 2+J.(x —2)dx_?3_2 .,.13_1

bulunan ifade verilen dif. denklemde (f(x, y1)= X -y1) olarak y yerine konularak;

x x* , 11 53
X + X, p,(x)jdx =2+ | (x ——+2x—— dx =———+x" ——x+—
¥, () =y, jf( () j( : e = At

Ornek 2

1) y’=-y+x+1 diferansiyel denkleminin ¢6zimiini yo(xo)=y(0)=1 baslangi¢ kosulu altinda
Picard yontemi ile ¢6zlinlz.

y'=f(x,y)= -y+x+1 Yo=1, Xo=0 f(x,yo)=-yo+x+1=x dir

2

y(x)=y, + If(x,yo)dx=1+jxdx=1+x7

Xo 0

f(x,y1)=-y1+x+1

2 3
X

Yy (x) = yo+jf(x y, (%) |dx = 1+J-( 1—7+x+1)dx—1+7—?

Xo

f(x,y2)=-y2+x+1
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I i xr X x X Xt
X)=y,+ Xy, ()dx=1+|(-1-—+—+x+Ddx =1+ ——-——+—
y3(0) =y, onf[( 7, ()] !( e ) Ry
X X X2 x3
Va0 = 3o + [ £106, 3, (0dx =14 [ (-1 s
X 0
(x) = +j‘f[(x (x))dx = 1+£_ﬁ+£+ +(—1)"x—n
yn—l yo 2 > yn_z 2 6 24 ........ n'
oldugunu varsayalim ve
x2 x3 x4 | xn+l
X)=1+——"—+"—+..... +(-1)" — 1
Y. () 2 6 24 =D (n+1)! @)
oldugunu gosterelim
X X X2 x3 xn
yn(x)zyo+jf[(x,yn_l(x)]dx=1+J. (e — e+ ()" ) x4 1
. 0 2 6 n!
= 1-x-X° /64X /284, +(-1)" X" (n+1) 14x%/2+x
2 3 4 n+l
P (-1 2
2 6 24 (n+1)!
2 4 n+l
TP S P | VTR S Y 2)
2 6 24 (n+1)!

bulunur ve 1 nolu ifade gerceklenmis olur. (2) nolu ifadeden n—0 icin limit alinirsa
koseli parantez icindeki sonlu ifade her x icin e™ e yakinsayacagindan

liMn—oyn= € +x olur
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Ornek 3

y(1)=1 ve y’=4+x%y dir. Picard ydntemi ile y»(1/2) yi bulunuz.

v’ =f(x,y)= 4+x°y vo=1, Xo=1 f(x,¥0)= 4+x°yo =4+x* dir
2 X’ 10

X)=y,+ X, ¥, )dx =1+ | (4 + x7)dx = 4x + =4x+—-—
7 ()=, xfof( Yo) !( ) ) T

’ x*10x°

V,(x)=y, + If[(x,yl(x)]dx=1+j4+x2(4x+%—?)dx =4x+x* +
X 1

v2(1/2)=-1.019965

Odev

1) y’=2xy-2x diferansiyel denkleminin ¢éziimiini yo=y(0)=2 baslangi¢ kosulu altinda

Picard yontemi ile ¢6zlinlz.

y’=f(x,y)= 2xy-2x Yo=2, Xo=0 f(x,yo)= 2xyo-2x =2x(2)-2x dir

X

Y (x) =y, + ]if(x, Vo )dx =2+j(2x(2) -2X )dx =2+ x°

X 0

4
X

¥, (xX) =y, + ff[(x,y1 (x)]dx=z+f(2x(2+x2)-2x Ydx =2+x7 + :

X 0

x x 4 4 6
y;(x) =y, + '[f[(x,yz (x)]dx =1+J‘(2x(2+x2 +x7) —2x)dx =2+x" +%+%
Xo 0
4 6 2(n-1)
yn.1=2+x2+x—+x—+ ........ + X (1)
2 6 (n-1)!
oldugunu kabul edelim.
4 6 2n
=2y + 2 2
Y 26 nl 2)

oldugunu gosterecegiz.
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2, ()= yo + [ F10ey, 0 e = = yo + [[2x, - 2xJax =

X0

yn(x)=
X 4 6 2(n-1) 4 6 2n
2+I QxQ2+x>+ 2+ 42 Y=2x |dv =2+ + -+ + 2=
0 2 6 (n—1)! 2 6 n!
4 6 2n
I+ +x+—+"—+........ +=)
n.

bulunur ve 1 nolu ifade gergeklenmis olur. (2) nolu ifadeden n— igin limit alinirsa

koseli parantez icindeki ifade her x igin e’ e yakinsayacagindan

2
limnoyn= 1+ e olur

Eger belli bir adimdan sonra yn.1=ys=yn+1 olursa bu durumda y, e (2) denkleminin
¢ozlimidir denir. Ayni zamanda y, (1) baslangi¢ deger probleminin de ¢ozimudir ve
dizi bu noktada biter.
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DEGiISKENLERDEN BiRiNi iCERMEYEN iKiNCi MERTEBEDEN DiFERANSIYEL

DENKLEMLER

= f(x) y”=f(x)

Bu tipteki diferansiyel denklemi ¢ozmek icin ard arda iki integral almak yeterlidir.

a’zy
dx?

=()f()

in her iki tarafini dx ile garpalim

d( )=/ ()
[ d( )= [ f(xdx

% = j F(x)dx+c, = F(x)+¢

dy= (F(x)+c1)dx
fdy = I(F(x)+c1)dx y= fF(x)dx+c1x+c2

elde edilir. Sonug c; ve c; gibi keyfi sabiti icerdiginden genel ¢ozimddr.

ORNEK1:

y’’-6x=0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniz.

Coziim:
dzy
=6x 6x
dx? dx (a’x)
d(d—y) = 6xdx
dx
j d( ) jéxdx
@ =3x’ +¢,
dx
dy= (3x 2+c4)dx Jdy =[(3x%+c)dx  y=x3+cix +c2
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Bu kural, daha yliksek mertebeden tlrevler bulunmasi durumunda da, yani

d"y
= = f(x)

seklindeki denklemlere de uygulanir.

j, f = f(x,») Tipindeki diferansiyel denklemler
dx

2
y'=dy/dx= p dénlstlirmesi yapilirsa y''= Z f = Z—p olarak, denklem

X X

)
d_p = f(x,p) 1. mertebeden bir diferansiyel denkleme donistirilmis olur.
X

Ornek

2
(x+1) dy (x+2)§ diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
X

dx’ B
d’y (x+2)dy d’y .
—_— == = f(x, tipinde
d  (x+1) dr g/ ey) e
, R . . d’y dp )
y'= dy/dx = p dénlstirmesi yapilirsa y''= 7 = d_ denklemde yerlerine konursa

x x
d—p = (x_+2) 1. mertebeden degiskenlere ayrilabilir tipte dif. denklem
dx (x+1)
d_p:(x+2)dx J~ d_p:J‘ (x+2)dx
p  (x+1) p (x+1)
| ap _ [ Ay
p x+1
Inp=x+In(x+1)+Inc
Inp-Inc-In(x+1)=x P _ p=c(x+1)e*
c(x+1)

p=dy/dx idi. dy= c(x+1)e* dx [dy= cJ(x+1)e* dx
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c/(xe*+e*) dx in integrali

X=U dx=du
dv=e’dx v=e® uv-Jvdu  x e*] e*dx= x e*-e*
y=c[ x e*-e* J+c; y=C X €+¢c;

2
Z f =f(»,y)  Tipindeki diferansiyel denklemler

d
> _ p donustirmesi yapilir ve
dx

2
dy _d_p :d_pﬂ = pd_p oldugu g6z 6niine alinirsa denklem

dx®  dx dy dx dy

pj,—p =f(y,p) 1. mertebeden diferansiyel denklem sekline dontsur.
y
ORNEK:
dzy 2 9 . . e e e e
1) I =y y  diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
X

d
> _ p donustirmesi yapilir ve

d’y _dp_dpdy _ dp
dx* dx dydx dy

pfl—§=p2y‘l z,—i=py‘l fd?pﬂy‘ldy
Inp=Iny+Inc

In(p/c)=Iny  p=cy p=dy/dx idi.

dy/dx=cy [dy/y = c] dx

Iny= cx+ Incq

Iny- Incy=cx In(y/c1)= cx y=c;e™
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dy

~=f(») Tipindeki diferansiyel denklemler

Bu tip diferansiyel denklemin ¢éziimiinii bulmak i¢in denklemin her iki tarafi

dy dx
dx
ile carpilir. Bu durumda
d d?
&5 2f(y)
elde edilir. Bu bagintinin birinci tarafi
dy d’ yd d( )
dx dx’
olup
( ) =2f(y)dy
ve
dy 12
Id( _V=laftydy (- Vlafty)dy+es Fiy)e
X
dy [ dy
— =] F(y)+c ——=dx
dx NFEF(y)+c
olarak
y=¢(x,c,K) ¢6ziimii bulunur.
Ornek:
dzy 2 . . e e e
I +a”y =0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz
X
dzy 2
=-a
dx* 4
dy . . -
Zd_ dx ile denklemin her iki tarafini garpalim
x
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2= — <~ dx=—2a’ydy 2yy =-2a’ydy
d(% )’=-2a’ydy integral alinirsa
X

JA( Y p=2a?fydy+k
dx

ay o 2 22 dy 2 2.2
—)=K"-a —=4K"—a

( dx) y e y

= wece] — 2
K" —a’y K" —ay

olup

1 . ay .

—arcsin— = x+c¢ arcsin(ay/K)=ax+ac

a

ay/K=Sin(ax+ac) y=K/a (sin(ax+ac))

dzy
dx?

1
= — diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz

2
ZQ d—fdx=2 izdy
dx dx y

d(ﬂ )2=2 dey integral alinirsa
dx y

(ﬂ)2=211/y2dy (Q)= —£+c c=0 segilerek
dx dx y

-y 1 2 3/2

—— dy=dx X+C=——— (-
Al 5 dy =53 (-y)
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3.1. IKINCi MERTEBEDEN SABIT KATSAYILI HOMOJEN DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER

2. Mertebeden adi diferansiyel denklem , f verilen bir fonksiyon olmak iizere

d’y dy
= ta T 1
i Sy dt) (2)

formundadir. Eger (1) deki f fonksiyonunda y ve y’ lineer olarak bulunuyorsa (1)
denklemi lineerdir denir.

Yani  f(t,y,y')=g(t)-p(t)y’-q(t)y (2)

seklinde yazilabiliyorsa

Burada g,p ve g fonksiyonlari, t bagimsiz degiskenine bagli fonksiyonlardir. Bu durumda
(1) denklemi

y”+p(t)y’+q(t)y=g(t) (3)
seklinde yazilabilir. (3) denklemi yerine
P(t)y”+Q(t)y’+R(t)y=G(t) (4)

seklinde bir denklem ele alinmaktadir. Eger P(t)=0 ise, (4) denklemi P(t) ile bollinirse,
(3) denklemi

_00) .\ RO
p(t) = () ,q() () ,g(1)

_60

=) (5)

oldugu goz 6niine alinarak elde edilir. Eger (1) denklemi (3) veya (4) formunda degilse,
non-lineerdir.

(1),(3) veya (4) formunda verilen bir diferansiyel denklemin baslangi¢ deger problemi
Yo Ve y o verilen sayilar olmak lzere,

y(to)=yo , ¥ (to)=y’o (6)

formunda baslangig kosullari ile verilir.
Dolayisiyla(to,yo) noktasi ile birlikte, bu noktanin egimi de verilmelidir. Bu baslangic
kosullari 2. mertebeden diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde ortaya gikan iki katsayinin

belirlenmesinde kullanilir.

Eger (3) denklemindeki g(t) veya (4) denkleminde G(t) fonksiyonu her t icin sifir ise
verilen diferansiyel denklem homojendir denir.

y”+p(t)y’+q(t)y=0 (7)
aksi takdirde denkleme homojen degildir denir.
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Kisaca,

P(t)y”+Q(t)y’ +R(t)y=0 (8)
(8) formundaki denklemler homojendir. Dolayisiyla A,B ve C sabitler olmak tzere
(8)denklemi

ay”’+by’+cy=0 (9)

formunda yazilirsa sabit katsayili homojen denklem olur. (9) denkleminin ¢dzim r

belirlenmesi gereken bir parametre olmak tizere, y=e" seklinde aranirsa ve y’=re",

y”’=r’e" ler (9) denkleminde yerlerine konursa

2
ar’e™+bre™+ce™=0

(ar’+br+c) e"=0

ar’+br+c=0 (10)
elde edilir.
Eger r (10) denkleminin kokii ise y=e™ denklemin ¢bziimiidiir. ar’+br+c=0 denklemine
ikinci tarafsiz denklemin ‘karakteristik denklemi’ denir. Bu denklem diferansiyel
denklemde
ay”’+by’+cy=0 denkleminde:
y'=r’
y'=r ar’+br+c=0 ikinci mertebeden karakteristik denklem
y=1

yazilmak suretiyle dogrudan dogruya elde edilebilir.

[.Durum
A=b’-4ac>0 ise r1 ve rp gibi farkh iki reel kok vardir.
—b++b* —4ac
(r,= )
2a
Genel ¢cozim:  y=c1y1(x)+caya(x)=cie™ +ce™ dir
[I.Durum

A=b’- 4ac<0 ise kompleks iki kok vardir

r1=(x+iB ; r2=OL-iB

o=(-b/2a) B=+4dac—-b*/2a

genel ¢oziim:  y= e (c1CosPx+c,SinBx)  dir.
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[[I.Durum Kokler reel ve birbirine esit ise
A=b*- 4ac=0 ri=r=r=(-b/2a) katli 2 kok vardir.

Genel ¢dzim y=(c1+cx)e™
3.2.LINEER HOMOJEN DENKLEMLERIN TEMEL GOZUMLERI
Teorem 3.2.1:

p,q ve g fonksiyonlari | agik araliginda siirekli fonksiyonlar olmak lizere
y’+p(ty+a(t)y=g(t), v(td)=yo, ¥'(to)=yo

baslangi¢c deger problemi gozoniine alinsin: Bu durumda t, | araliginda kalmak
suretiyle ¢6ziimii vardir ve bu problemin tek bir y=y(t) ¢6ziimii bulunur.

Ornek 1:
y’+5y’+6y=0 y(0)=2, v’(0)=3 baslangi¢ deger problemini ¢6ziiniiz.
y’=r’
y'=r r’+5r+6=0 ri=-2, r,=-3 2 farkh reel kok
y=1

Genel ¢cozim:  y=c1y1(x)+cay2(x)=cie™+ce™ dir

y=cie *+ce > dir (1)
y(0)=2 icin C1+Cy=2
y’'(0)=3 icin y'=-2 cie ¥-3 c,e -2 ¢1-3c,=3
c1=9 c,=-7 (1) yerlerine konursa baslangic deger probleminin ¢6zlimu
y=9e >*-7e”>

bulunur.

2
y=9e*-7e™>

k X
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Ornek 2

4y"-8y'+3y=0 p(0)=2 ,y'(0)=1/2 baslangi¢ deger problemini ¢ozlinliz.

y”=r2
y'=r 4r°-8r+3=0 r1=3/2, r,=1/2 2 farkl reel kék
y=1
Genel ¢6zlim:  y=c1y1(x)+Cay2(x)=c,e™ +c,e” dir
_ 3/2x 1/2x
y=cie” +c e dir (1)

¢ tec,=2
Baslangig kosullari ile 3 1 1 ¢ =-1/2,c,=5/2

291397,

Baglangi¢ deger probleminin ¢6zimd;

1 2 5 L
=——e? +—e?
y 2 2

Ornek 3
(t2-3t)y”+ty’-(t+3)y=0 y(1)=2, y’(1)=1 baslangic deger probleminin ¢6ziimiiniin
varoldugu en genis araligi bulunuz.

P(t)y”+Q(t)y’+R(t)y=G(t)

seklinde bir denklem ele alinmaktadir. P(t)#0 oldugundan denklemi P(t) ye bolersek,
(3) denklemi

00 RO GO
p(t)—P(t) q(t) P(t),g(t) P()

y’+p(t)y’+q(t)y=g(t)

sekline gelir.

p(t)=1/(t-3) q(t)=-(t+3)/t(t-3) g(t)=0

katsayilarin siireksizlik noktalari t=0 ve t=3 tiir (paydayi 0 yapan degerler). Bu nedenle
katsayilarin siirekli oldugu ve t=1 baslangi¢ noktasini iceren aralik 0<t<3 araligidir. Bu
aralikta teoremin sartlari saglanir ve bu aralik en genis araliktir (Sartlari saglayan)
y(1)=2, t=1
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Teorem 3.2.2(Siiperposisyon)

Eger y; ve y, L[y]= y"+p(t)y’+q(t)y=0 diferansiyel denkleminin ¢dziimleri iseler, c; ve ¢,
sabitlerinin keyfi degerleri icin, ci;yi1+coy, lineer kombinasyonu da diferansiyel
denklemin ¢ozimuddr.

Ispat icin denklemde y= cyy1(t)+coy2(t) koymak yeterlidir.
L[ cayatcays ]= (C1V1+532V2)"jp(C1V1+’C2V2)',+q(C1Y1+C2V2)

= C1y1 +CoY2 +p(c1y1 +CaY2 )+a(ciyit+cay))

= ca(y1 +pys’+ayi)+ca(y2 +py2’+qya)

=C L[m+ Cy L[y{]/

= C1*0 +C *0

L[ c1yi+cay, ]=0 c1y1+cay; de bir ¢ozimdiir.
Ozel durumda teorem c; veya c; nin sifir olmasi durumunda da gegerlidir.

Bu kisimda ise y= cyy1(t)+c,y»(t) ifadesindeki c; ve c, katsayilarinin hangi degerleri
icin( y(to)=Yo, ....Y'(to)=y o )baslangi¢ kosullarinin saglandigi ile ilgilenecegiz.

y(to)=Yo, ....y'(to)=y'o baslangi¢ kosullari

c1y1(to)+caya(to)=Yo
denklemlerini saglar.

C1V1’(to)+C2Vzl(to)=Vo'

Bu denklemlerden c; ve c, ¢oziiliirse
= yoyvz(to)_y(v)yz(to)
yl(to)yz(to)_yl(to)yz(to)

)= = Yo () + yo . (t)
yl(to)yvz(to) _yi(to)yz(to)

veya bunlari determinantlardan olusan terimler olarak yazarsak

n(ty) ¥,
yi(to) y;)
() », ()
yl'(to) y;(to)

Yo Va(ty)
_ Yo Va(ty) _

() », (1)
yl'(to) y;(to)

olur.

c1 Ve ¢z nin bu degerleri ile y= ciy1(t)+caya(t) ifadesi ( y(to)=Yo, ...y’ (to)=Yy o )baslangic
kosullarini ve (L[y]= y”+p(t)y’+q(t)y=0 ) diferansiyel denklemini saglar.

Diger yandan c; ve c, nin bulunabilmesi igin paydalar sifirdan farkli olmahdir.
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yi(t) y,()
yi(to) y;(to)

#0 olmahdir.

W determinantina wronskion determinanti veya kisaca y; ve y, ¢ozlimlerinin
wronskioni denir.

Teorem 3.2.3

y1 Ve y; nin L[y]= y"+p(t)y’+q(t)y=0 denkleminin iki ¢6ziimii oldugu kabul edilsin.
Ayrica y(to)=Yo, ....y’(to)=Y o baslangi¢ kosullarinin tanimlandigi t, noktasinda W=y;y, -
yl'yz #0 olsun. Bu takdirde c; ve c; sabitleri y= c;y1(t)+c,y2(t) fonksiyonu igin
diferansiyel denklemi( L[y]= y’’+p(t)y’+q(t)y=0 ) ve baslangi¢ kosullarini (y(to)=Yo,
....Y'(to)=y o ) saglayacak sekilde segilebilir.

Ornek 3:

1)y”’+5y’+6y=0 diferansiyel denkleminin iki ¢6ziimii y;(t)=e™?, y,(t)=e" idi.
Bu y1 ve y, nin wronskionini bulunuz ve sifirdan farkl oldugunu gosteriniz.

=-3e™"(-2e")=->"£0

y= Caya(t)+caya(t)=c; e 2+c, e dir.

Teorem 3.2.4.

Eger y; ve y, L[y]= y”+p(t)y’+q(t)y=0 denkleminin iki ¢6ziimii ise ve 6yle bir t, noktasi
varsa ve bu noktada y; ve y, nin W=0 ise, bu takdirde y; ve y, , ¢; ve ¢, katsayilari ile y=
ciy1(t)+cays(t) ¢oziimleri (L[y]= y”’+p(t)y’+q(t)y=0) denkleminin her ¢dziimiinii igerir.
Dolayisiyla y= cyyi(t)+caya(t) ifadesi (L[y]= y”’+p(t)y’+q(t)y=0) denkleminin genel
¢oziimiidr.

Bununla birlikte sifirdan farkli wronskione sahip y; ve y, ¢dziimlerine (L[y]=
y’+p(t)y’+q(t)y=0) denkleminin ‘¢oziimlerininin temel ciimlesi’ denir.
Ornek 4

y1(t)=t1/ 2 y2(t)=t" olarak verilmektedir.

2t%y”+3ty -y=0 t>0 icin y.(t) ve y»(t) nin diferansiyel denkleminin ¢éziimlerinin temel
ciimlesi oldugunu gosteriniz.

Oncelikle y; ve y, nin verilen diferansiyel denkleminin ¢oziimleri olup olmadigini
yerine koyma metodu ile bakarsak
valt)=t"?, y1 (t)=1/2t"2, y,"(t)=-1/4¢*"
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2t%(-1/4t/)43t(1/2tY7)- t2=(-1/2+(3/2)-1)t*=0
benzer sekilde

ya(t)=t", vz ()=t y; (t)=2t?

262(2t3)+3t(-t?)- t'=(4-3-1)t =0

olur. Dolayisiyla y; ve y, verilen diferansiyel denklemin ¢ézimleridir. Bunlarin
Wronskionuna bakilirsa

= —Et_m W(y1,y2)#0 t>0 oldugundan yi(t) ya(t)

W(ywy2)= lt—l/Z 2 >

2
diferansiyel denklemin temel ciimlesini olusturur.
Teorem 3.2.5
Bir I agik araliginda sirekli olan p ve q katsayilari ile tanimlanmis
L[y]=y"+p(t)y’+q(t)y=0 diferansiyel denklemini gdzoniine alalim. | araliginda bir tg
noktasi segilsin y; diferansiyel denklemin bir ¢6zima olsun ve y(to)=1, ....y’(to)=0
baslangi¢ kosullari saglansin y, de diferansiyel denklemin bir ¢6ziimu olsun ve y(to)=0,
Y’ (to)=1 baslangic kosullari saglansin Bu takdirde y; ve y, gbzéniine alinan diferansiyel
denklemin ¢éziimlerinin temel climlesini olusturur.
Odev: Yukaridaki teorem 3.2.5 te tanimlanan ¢dziimlerin temel ciimlesini to=0

baslangic kosulu icin
y’’-y=0 diferansiyel denklemi icin bulunuz.( y(to)=1, y’(to)=0, y(to)=0, y’(to)=1)

y'=r r-1=0 ri=1, r=-1 2 farkli reel kék

Genel ¢ézim:  y=c1y1(t)+caya(t)=c,e™ +c,e” dir
y=cie'tcetdir (W (y,y,)t=-2%0(1)
y(0)=1, y’(0)=0 kosullariile ¢, =1/2,c,=1/2 Boylece
»(t) = %e’ +%e‘t =cosh?
Benzer sekilde v, (2) y(0)=0, y’(0)=1 kosullarini sagliyorsa
v, ()= %e’ —%e’ =sinh¢
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cosht sinht?

vy, ¥, iin Wronskiani W (y,,y,)(t) = =cosh’t—sinh’ ¢ =1

sinht cosht?

Bu fonksiyonlar, Teorem 3.2.5 ile ¢6ziimlerin temel ciimlesidir. Bu ylizden verilen
diferansiyel denklemin genel ¢6zim;
¥y =k, cosht+k,sinht

3.3. LINEER BAGIMSIZLIK VE WRONSKIAN

Bu bélimde lineer bagimlilik ve lineer bagimsizlik ile wronskian arasindaki iligki
verilecektir.

Bir I araliginin igindeki t igin, k; ve k; her ikisi birden sifir olmayan sabitler olmak Gzere,
kaf(t)+kog(t)=0 (1)

ise f ve g fonksiyonlari ‘lineer bagiml’dir. (1) denklemi | araliginin igindeki her t igin
eger sadece ki=k,=0 durumunda gecerli ise f ve g ye ‘lineer bagimsizdir’ denir.

Ornek 5:
Keyfi bir aralikta e've e fonksiyonlarinin lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Lineer bagimsizlik icin
k,e'+k,e%'=0 (2)

nin ele alinan aralik icindeki her t icin ky=k;=0 durumunda saglandigi gosterilmelidir.
Ele alinan aralikta ty#ty olmak Uzere tq ve t; noktalari secilsin. Bu noktalarda (2)
denklemi gbzonine alinirsa

k.e'%+k,e*°=0 (3)

k1et1+k2em=0

denklemleri elde edilir. Katsayilar determinanti e e’ e'= e e'(e"- ') olur. Bu
determinant sifirdan farkli oldugundan (3) denkleminin tek ¢6zimu ky=k,=0 dir.
Dolayisiyla verilen fonksiyonlar lineer bagimsizdir.

t0 _2tl
e -

Teorem 3.3.1.

f ve g fonksiyonlari bir | acik araligi tizerinde diferansiyeli alinabilinen fonksiyonlar ve
bir to noktasi icin W(f,g)(to)=0 ise f ve g lineer bagimsizdir . Her t noktasi icin W(f,g)(t)=
0 ise lineer bagimhdir.

Teoremin ispati icin kif (t)+k, g(t)=0 ifadesini ele alalim tg noktasinda tiirevleri alinirsa

k1f,(to)+kz g,(to)=0 (4)
kif (to)+k: g (to)=0

olur. 4 deki katsayilar determinanti W(f,g)(to)#0 oldugundan tek ¢6ziim k;=k,=0 dir. Bu
nedenle f ve g lineer bagimsizdir.
Yukaridaki érnek icin;(6rnek5) herhangi bir ¢, noktasi icin
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t 2t
e’ 0

W(f,g)(to)= =e™ #0 (5)

etn 262zn

dir. Dolayisiyla e' ve e** fonksiyonlarini lineer bagimsizdir.

Teorem 3.3.2.(Abel teoremi)

yivey;
L[y]= y”’+p(t)y’+q(t)y=0 (6)

diferansiyel denkleminin ¢oziimleri ise, p ve q | acik aralgi Gizerinde siirekli
fonksiyonlar olmak (izere wronskianW(yy,y,)t

W(ys,y2)t=c exp[-jp(t)dt ] (7)

Burada cy; ve y, bagl belli bir sabittir. Bu ylizden tim t ler icin W(y4,y2)t ya
sifirdir(eger c=0 ise) ya da asla sfir degildir.( eger c# 0)

Teoreminispati: y, , ¥, ¢oziimleri denklemi sagladiklarindan

y+p®)y +q@)y, =0
vy +p@)y,+q@)y, =0 (8)

Birinci denklemi —y,, ikinci denklemi y, ¢arpip toplarsak
s =3y + POy = y1y,) =0 (9)

W) =W (y,,y,)(?)
(10)

W'=3y,= 3

(9) formunda yazarsak
W'+ p(t)W =0 (11)

(11) 1. mertebeden lineer diferansiyel denklemdir. ve degiskenlere ayrilabilirtiptedir..
Boylece
c sabit

W(t)= c expl- [ p(1)d] (12)
Ustel fonksiyon sifir olmayacagindan c=0 durumunda W(t)=0 dir. Bu durumda tiim t ler
icin W(t)=0 dir. ve teorem saglanmis olur.
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Ornek 4 icin; ya(t)=tY? y,(t)=t"

2t2y”+3ty'-y=0 dif denkleminin ¢ézimleridir. Abel teoremi yardimiyla 6zel ¢6zim{i
bulunuz.

Ornek 4 ten W(yl,yz)(t)=—1-’>/2t'3/2 oldugunu biliyoruz (7) nolu esitligi kullanabilmek igin
verilen diferansiyel denklemi (6) formunda yazmamiz gerekir.

y"+i ’ Ly—o
2t 247

W(yy,y2)t=c exp[-J- p(t)dt ]=cexp( J-zidt )=cexp(-3/2|nt)=ct'3/ 2 bzel ¢6zlim icin
t
C=-3/2 segilmelidir.

2. mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin lineer bagimsizhigi ve wronskian
arasindaki iliski teorem 3.3.3 ile verilmektedir.

SORU) #*y" +2ty'+e™ y = 0 diferansiyel denkleminin Wronskian determinantini
bulunuz. W(y1,y2)(1)=3 ise, W(y1,Y2)(6) degerini bulunuz.

2" ' 3t . v e ae

'y +2y+e”y =0 denklemi t*ye béluniirse
2t 1
y+;w+75W=Q
. 2 1
y +7y'+t—2€3ty:()

Abel Teoreminden

W(yLy2)t= ce "™ — ce- f %dt =ce™ = t%
W(y1,Y2)(1)=3 den c=3 bulunur.
Wiysy,)(6) = <= > =L bulunur.
2 36 12

Teorem 3.3.3.

p ve g fonksiyonlari bir | agik araligi Gizerinde surekli fonksiyonlar olmak lizere

L[y]= y”+p(t)y’+q(t)y=0 diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri y; ve y, olsun, bu takdirde
ancak ve ancak | igindeki her t icin

W(yy,Y2)t=0 ise y; ve y, | (izerinde lineer bagimlidir

W(y4,y2)t£0 ise y1 ve y, | Uizerinde lineer bagimsizdir.
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Kisaca ¢oziimlerin temel cimlesi wronskian ile lineer bagimsizlik kavramlari arasindaki
iliski asagidaki gibidir.

yiveys, Ly]= y'+p(t)y’+q(t)y=0 diferansiyel denkleminin ¢éziimleri, p ve q
fonksiyonlari bir | acik arahgi Gizerinde sirekli fonksiyonlar olsun, bu takdirde asagidaki
kavramlar denktir ve her biri diger Gglni gerektirir.

1- y; ve y, fonksiyonlari | lizerinde ¢6ziimlerin temel cimlesidir.

2- y; ve y; fonksiyonlari | Gzerinde lineer bagimsizdir

3- | daki bir to noktasinda W(y1,y2)te#0 dir.
4- | daki her t igin W(y4,y,)t=0 dir.

3.4. KARAKTERiSTiIK DENKLEMIN KOMPLEKS KOKLERI
ay”’+by’+cy=0 denkleminde:

y’=r’

y'=r ar’+br+c=0 ikinci mertebeden karakteristik denklem

y=1

yazilmak suretiyle dogrudan dogruya elde edilebilir.

A=b’- 4ac<0 ise kompleks iki kok vardir

r1=0c+iB ; r2=OL-iB

a=(-b/2a) B=+4ac—-b*/2a

genel ¢ozim: y= e™ (c;CosPx+c,SinBx)  dir. c; ve c; keyfi sabitlerdir.
Euler Formiilii:

e' fonksiyonu t=0 noktasinda Taylor serisine agilirsa

e = — —oo<t<oo
n=0 l’l!

elde edilir. Yukaridaki denklemde t yerine it konursa

@) S e e
¢ _Z(; FERpY (2n)! i Q2n—1)!

n=0 n=0
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elde edilir. Bu esitlikte ilk ifade t=0 noktasi civarinda cost fonksiyonunun taylor serisine
2. ifade ise t=0 noktasi civarinda sint fonksiyonunun taylor serisine karsilik gelir.
Dolayisiyla

e''= cost+isint

seklinde yazilabilir ve bu denklem ‘Euler formiilii”olarak bilinmektedir. Euler
formuliinden yaralanilarak

el®P=e™ (cosPt+isinpt)
= e™cosPt+ie™sinpt)

seklinde yazilabilir. Sonug olarak Karakteristik denklemin kokleri
r=o+ip ; r=o-i

ise a=(-b/2a) B=+4ac—-b>/2a

olmak Uzere
genel ¢oziim: y= e* (c;CosPt+c,SinPt)
Ornek 1:

y’+y’+y=0 ikinci derece denklemi ¢6ziiniz.

r’+r+1=0 (karakteristik denklem) A=b’- 4ac=-3<0 kompleks iki kék vardir.
—bEb —dac _—1%+/3i i3
Gt T 2 :7+_ =o+ip

genel ¢oziim: y= e (c;CosPx+c,SinPx)  dir

o ve B degerleri yerine konulursa genel ¢dziim

: 3 . |3 .
y= el /2 (c1Cos \/;x +c,Sin \/;x) elde edilir.

Ornek 2:
y”’+9y=0 ikinci derece denklemini ¢oziiniiz.

Cozim: A=b’- dac=-36<0 kompleks iki kék vardir.

—b++b* —4ac _* 36i°
2a 2

a, = = J_rg = 13i =o+if

genel ¢oziim:  y= e™ (c;CosPx+c,SinpPx) idi.

buradan genel ¢6ziim y= c;Cos3x+c,Sin3xelde edilir.
DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2011-2012 54



Ornek 3:

16y"-8y'+145=0 »p(0)=-2 , y'(0)=1 baslangi¢ deger problemini ¢éziiniiz.

167> —8r+145 =0 karakteristik denklem
r=o+if ; r=a-ip

a=(-b/2a)=1/4 B=+4ac—-b*/2a=3 (%J_r3i)

1
—1
genel ¢dzim: y =e”(c, cos Bt +c, sin ft)=e* (¢, cos3t + ¢, sin 3¢)

y(0)=-2igin ¢, =2

1! . : :
y'= Ze“t (c,cos3t+c,sin3t)+ et (=3¢, sin 3¢ +3c, cos 3t)

Y'(0)=1 igin
%cﬁr?)c2 =1
c,=1/2

1
y=e* (-2cos3t+1/2sin3¢)
3.5 KATLI KOKLER VE MERTEBE DUSURME

ay”’+by’+cy=0 denkleminde:

y’=r’

y'=r ar’+br+c=0 ikinci mertebeden karakteristik denklem

y=1

yazilmak suretiyle dogrudan dogruya elde edilebilir.

Kokler reel ve birbirine esit ise

A=b*- 4ac=0 ri=ro=r=(-b/2a) kath 2 kok vardir.
Genel ¢6zim y=(ci+cot)e”

Ornek

y’+y’+1/4y=0 y(0)=2 ve y’(0)=1/3 denklemini ¢6ziiniiz.

r’+r+1/4 =0

A=b’-4ac=0 r, = ;—b=-1/2=r (2 kath kok)
a
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Genel ¢6zim y=(c1+c2t)eIrt idi. buradan

(172t alde edilir

y=(c1+c,t)e
y(0)=2 igin (t=0,y=2) c1=2 olur.
y'(0)=1/3 icin y’'(0)=-1/2(ci+c,t) e/ 4, e V/2=1/3
t yerine 0, c; yerine 2 konularak

-1+C2=1/3 C2=4/3

elde edilir.

1

y=(2+1/30)e 2
MERTEBE DUSURME , y”+p(t)y’+q(t)y=0 seklindeki bir diferansiyel denklemin bir y;(t)
¢o6ziimii biliniyorsa, diger ¢6ziimiiniin bulunmasinda kullanilir.

Bu durumda y=v(t)y.(t) secilerek y’ ve y” ifadeleri y"”’+p(t)y’+q(t)y=0 denkleminde
yerlerine konur ve diizenlenirse, yani;

y=v(t)ya(t)
Y=V (t)ya(t)+v(t)ys (t)
Y=V (D)ya(t)+V (t)ys (8)+ V' (t)ys (t)+v(t)y: ()

V’y1+(2y1 +pya)V +(y1 +pyFqy:)v=0
0

V"'y1+(2y1 +py1)v =0
bulunur. Bulunan denklem v’ ne gore 1.mertebeden diferansiyel denklemdir.

Dolayisiyla 1.mertebeden lineer diferansiyel denklem veya degiskenlere ayrilabilir tipte
diferansiyel denklem haline getirilerek ¢ozilir.

Buradav, V' integre edilerek bulunur.
Bu metodta orjinal diferansiyel denklem y ye gore 2. Mertebeden oldugu halde

y=v(t)yy(t) ile V ne gore 1. Mertebeden diferansiyel denkleme gecilmektedir, bu
nedenle bu metoda ‘Mertebe Diisiirme Metodu’ denir.
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Ornek:

1) 2t’y”’+3ty’-y=0 diferansiyel denklemin bir ¢c6zimi y1(t)=t™ olduguna gére lineer
bagimsiz ikinci bir ¢6ziim bulunuz.

y=v(t)yi(t) ile y=vt® (1)
y=vt’
y=vtl-vt? 2t%y”’+3ty’-y=0 yerlerine konarak
y=v"t vt vt

2t%(v’t - 2vt 2+ 2vt 3)+3t (v - vt?)- vt '=0
2tv”’-4v' +4vt +3v'-3vt vt =0
2tv”-v'+(at L3t tY)=0 2tv’-v'=0 elde edilir.

A
2tv’’-v'=0 2tv’=v’ — = 5 integral alinarak
% t

vioo1¢l .

J'—,:—J-—dt Inv=% Int +Inc
v 29t

Inv’-Inc= % Int

In(v’/c)=Int*/?

v=ct'/? v'=dv/dt idi

integral alinarak v bulunur, yani

dv/dt=ct*/? dv=ct"/*dt v=2/3 ct*?+k (2)
(2) (1) de yerine konursa y=vt™ ile ¢6ziim

y=2/3 ct 2k t* (3)
elde edilir. Burada c ve k keyfi sabitlerdir. (3) de 2. terim y;(t) nin kati, oysa ilk terim

y’nin lineer bagimsiz ¢éziimiinii verir. ilk terimin katsayisini (2/3 c) géz 6niine
almazsak yz(t)=t1/zolur.

3.6. HOMOJEN OLMAYAN DENKLEMLER VE BELIRSiZ KATSAYILAR
METODU

Llyl=y”+p(t)y’+a(t)y=g(t) (1)
tipindeki denklemlerin ¢éziimleri incelenecektir.
Teorem 3.6.1

Eger Y, ve Y, homojen olmayan (sag yanlh) denklemin iki c6zimi ise, bunlarin farki da
(Y1-Y2), Ly]=y”+p(t)y’+q(t)y=0 homojen diferansiyel denklemin ¢éziimiidiir.

Eger y; ve y, (1) denkleminin ¢oziimlerinin temel climlesi ise c; ve c; keyfi sabitler
olmak lzere Y4(t)-Y,(t)= cyy1(t)+coya(t) saglanir.
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Teorem 3.6.2
Homojen olmayan (1) diferansiyel denkleminin ¢éziimii, y, ve y, homojen diferansiyel

denklemin g¢6ziimlerinin temel ciimlesi, c; ve ¢, keyfi sabitler ve Y(t) homojen olmayan
diferansiyel denklemin 6zel ¢6zimi olmak lizere genel ¢6zlim;

y=0(t)= c1ya(t)+cay,(t)+Y(t) (2)
Ygenel= YhomojentYazel
dir.
BELIRSiZ KATSAYILAR METODU
Bu yontem homojen olmayan sag yanh diferansiyel denklemin polinom,istel fonksiyon

trigonometrik fonksiyon veya bu fonksiyonlarin carpimi seklinde olmasi durumunda
uygulanir.

OZEL ¢OZUMLERIN BULUNMASI:
Ay’ +By’+Cy= f(x) de

1.) f(x) in k. Dereceden x in bir tam ¢ok terimlisi olmasi durumu
(polinom ise)

Vozel ;:ozumu

o C=0 ise(y li ifade var ise) f(x) ile ayni dereceden bir tam ¢ok terimli yani;
(0 karakteristik denklemin kokii degilse)

yaze|=Ax2+Bx+C

e C=0, B0 ise f(x) ile ayni dereceden bir tam ¢ok terimlinin x ile garpimi

(0 karakteristik denklemin basit kokii ise)
Yoze=X(AX*+Bx+C)
seklindedir.
e C=0,B=0ise (0 karakteristik denklemin 2 kath koki ise)

Yoz =X (AX*+Bx+C)
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ORNEK:
y"—3y’=2x2—5x+3 diferansiyel denklemini ¢oziiniz.
Coziim

oénce homojen ¢éziim yapilir (y’-3y’=0)

yu=r2
y'=r ile r?-3r=0 (karakteristik denklem) yardimiyla kékler belirlenir
r(r-3)=0 ri=0 r>=3 iki reel kék

Yhomojen=C1€"+C26™ = ¢+ €26
Ozel ¢6ziim igin, 0 karakteristik denklemin basit kékii oldugundan
Voser=X( AX°+Bx+C) segilir,

buradan verilen dif. denkleme bagli olarak tiirevler alinarak
y’-3y’=2x-5x+3 de yerine konularak (A,B,C) katsayilari belirlenir.
Vorer=X( AX°+Bx+C)=Ax’+Bx’+Cx

y s2e1=3AX*+2Bx+C

y " 52e=6AX+2B

6Ax+2B-3(3Ax*+2Bx+C)= 2x*-5x+3
6AX+2B-9AX*-6 Bx-3C=2x>-5x+3

-9AX*=2x* A=-2/9
(6A-6B)x=-5 B=11/18 Vorei=-2/9 X°+11/18 x°--16/27x
2b-3c=3 c=-16/27

Ygenel=Yézel*Yhomojen

Ygenel= C1+ €2€°-2/9 x*+11/18 x*-16/27x

2) y' +7y =x+1 diferansiyel denklemi ¢éziiniiz.

Y
y=r yazilarak 7°+7r=0 karakteristik denklemden
y

n=0 r,=-7 2farkh reel kdk

_ —7x
yhomajen =¢ + ce
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(x*+1) icin 6zel ¢bziim;
0 karakteristik denklemin basit bir koki oldugundan

Yozel = x(Ax2 +Bx+ () = Ax’ + Bx* + Cx
Via =3A4x" +2Bx+C  214x’ =x>—> A4=1/21
y”r'izc)IZ = 6A.x + 2B

6A+14B=0
2B+7C=1 den B=-1/49 , C=51/343

= x(Lx2 —Lx+5—1)
Yot =X 1 T 49" T 343

ygenel =V + Yzel

1 51
=+ Fx(—x ——x+—
ygenel 1 2 (21 49 343)

bulunur.

Ay”’+By’+Cy= f(x) diferansiyel denkleminde

e f(x) in Ae™ seklinde iistel fonksiyon olmasi durumu
Vizel 02el ¢6ziim:

e o karakteristik denklemin bir kéki degilse

yﬁzeI=Aew(
o o karakteristik denklemin basit bir kékii ise

Yszei=Axe™
o o karakteristik denklemin iki katli bir kékii ise

Yize=A Xz e
seklindedir.

ornekler
1) y"+4y'+8y=e'2" diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

2) y"+4y'+4y= e diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.
3) y”-5y’+6y=5e2" diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.
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Ornek2 in ¢oziimii
y +4y +dy= e diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
r’+4r+4=0 karakteristik denklemden
(r+2)°=0 r=-2 iki kath
yhomogen=(cl+czx) e
e” a=-2 karakteristik denklemin 2 katl kékii oldugundan
Y ¢':izeI=AX2 e-2x
secilir.

y = 2Ax e2-2Ax* e
y = 2A e -4Ax e?-4Ax e Z+4Ax* e

2A e -8Ax/e//+4sz e748Ax e*-8Ax" e'2”+:y\% e?= /

2A e¥=e* A=1/2
ozel ¢6ziim Voei=1/2(x* €*) olur.

genel COZum ygenel=yhomogen+yb'zel ile
y genel=(C1+C2X) e -2x+1/ 2()(2 e-ZX)
olur.
2) y +7y +12y = diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:

¥ +7y +12y =0 ile homojen ¢oziim yapilarak

Y

y =r vyazlarak r*+7r+12=0 karakteristik denklemden
Y

PP +7r+12=0 15 =-3 r,=-4 2farklireel kék
Yhom ojen = cle_3x + c2e_4x

bulunur.

e i¢in 6zel ¢oziim
Ustel fonksiyonda x’in katsayisi (-3), karakteristik denklemin koki oldugundan

Ae™  segilerek
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-3x

y()'zel = Axe
y'('izel = Ae_3x —3Axe_3x
Y s = —6Ae™* +9A4xe”™ diferansiyel denklemde yerlerine konularak

Ae¥*=e* den A=1 ve
—3x

yo"zel = xe
bulunur.
ygenel =V + Vel
ygenel = cle_3x + 028_4x + xe—3x
elde edilir.
3. f(x) TRIGONOMETRIK FONKSIYON ISE

ay”’+by’+cy= M cos(6Bx), Nsin(6x)
Vizel 02el ¢6ziim:
e B karakteristik denklemin kékii degilse
Yizel= ACOSBXx+BsinBx
e i8 karakteristik denklemin kékii ise veya c=aB? , b=0 ise
Yizel= X ( Acospx+Bsinpx)
Ornek

y”’+2y’-3y= 8sindx diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

r*+2r-3=0 (karakteristik denklem)
A=b*4ac>0 farkli iki kék

ri=1 ry=-3 farkl iki kok
Yhomojen=C1€ r1x+cze 2 = C 1X+ C ze'3"

Ozel ¢c6ziim icin 8sindx de( i4) karakteristik denklemin kékii olmadigindan

Vszel= AcOs4x+Bsindx

secilerek tiirevler alinir ve (y’’+2y’-3y= 8sindx) de yerlerine konularak A ve B
katsayilari belirlenir.
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Vszel= ACOS4x+Bsingx
Y sze1=- 4Asindx+4Bcos4x
Y szei= -16Acos4x-16Bsindx

-16Acos4x-16Bsindx-8Asindx+8Bcos4x-3 Acosd4x-3Bsindx= 8sindx
sindx(-19B-8A)= 8sindx
cos4x(-19A+8B)=0
-19B-8A =8
8B-19A=0 B=-152/425 A= -64/425bulunur.

ozel ¢6ziim:
Vézel= Acosdx+Bsindx

Vize1=-64/425c0s4x-152/425sindx
olur. genel ¢6ziim

Ygenel= Yhomojen™ Vizel = €1+ €26 -64/425c0s4x-152/425sindx
elde edilir.
4) f(x)=e”f(x) seklinde ise

ay”+by’+cy)=e“f(x)

a karakteristik denklemin kékii degilse
e®™[AX"+Bx"+...+Z, ] seklinde segilerek ¢éziim aranir.
Ornek:
y”+4y’+4y=x* e** diferansiyel denklemi ¢6ziiniiz.
¢oziim:

r’+4r+4=0 karakteristik denklemden
(r+2)°=0 r=-2 iki kath

y homogen=(cl+czx) e-2x (1)
elde edilir. a= 3 karakteristik denklemin kékii olmadigindan

ozel ¢oziim igin:

y b'zel=e3x (AXZ +BX+C) (2)
segilerek y’ ve y” tiirevleri alinip verilen diferansiyel denklemde yerlerine konarak
A,B ve C katsayilari belirlenir bulunan dederler 6zel ¢éziimde yerlerine konur.
Diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii homojen ¢éziimle 6zel ¢6ziimiin toplamina
esittir.

y’= 3 &> (Ax’+Bx+C)+(2Ax+B) **

y”’= 9 e* (Ax*+Bx+C )+3 e**(2Ax+B) +3 e**(2Ax+B) +2Ae*
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[25 Ax*+(20A+25B)x+2A+10B+25C] e**= x* **

25A=1 20A+25B=0 , 2A+10B+25C=0 ile
A=1/25 B=-20/625 C=6/625
. A,Bve Cdederi (2) de yerine konarak 6zel ¢6ziim elde edilir.
Y s2e1=(1/25 x°-20/625x+6/625)e>*
genel ¢6ziim:
Ygenel=YhomogentYszel  ile

Ygener=(C1+C2X) €2 +(1/25 x*+-20/625x+6/625)e>

Ornek

y -4y =e® sin2x dif. denklemini ¢éziiniiz.
¢oziim:

r#-4r=0 karakteristik denklemden
r(r-4)=0 r;=0 r=4

Yhomogen=C1+C2 € (1)
elde edilir.
ozel ¢6ziim igin e™ Sinft da (a+iB) yani e? sin2x de (2+i2)karakteristik denklemin
koékii olmadigindan

Vizer= € (Acos2x+Bsin2x) (2)
secilerek ve y’,y”’ alinarak verilen dif. denklemde yerine konur.
y’=(-2Asin2x+2Bcos2x) e?+2 e® (Acos2x+Bsin2x)
y”’=(- 4Acos2x-4Bsin2x) e**+4 e** (-2Asin2x+2Bcos2x) +4 e** (Acos2x+Bsin2x)
y”’ ve y’ verilen diferansiyel denklemde yerlerine konarak;
[-4Acos2x-4Bsin2x+4(-2Asin2x+2Bcos2x) Je**=e *sin2x
(-8A)cos2x+(-8B)sin2x= sin2x

-8B=1 -8A=0
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B=-1/8 A=
Béylece (2) den:
Yezer=( -1/8sin2x)e* (2)
genel ¢6ziim
Ygenel=C1+C2 €™ +(-1/8sin2x)e” bulunur.
5 g(t)= f(x)+h(x) (birkag¢ fonksiyonun toplami seklinde)ise 6zel ¢6ziim bu

fonksiyonlarin her birine karsilik gelen 6zel ¢éziimlerin toplamina esittir.

Ozel ¢éziimlerin segimi igin

g(t) Karakteristik Vizel
denklemin kékii
degilse
c(sabit) 0 A
t"(polinom) 0 At"+Bt"+....+2
e“(iistel) a Ae”
Sinft ip ACosft+BSin St
Cost iy Acosyt+Bsinyt
t" e” a e”[A'+Bt" +...+Z ]
e” Sinft a+if e™ (ACosft+BSinft)
e” Cosyt a* iy e™ (ACost+BSinyt)
t" e Sinft a+if e”Cos (Aot +At" .. +A,)+
e”Sin ft(Bot"+B1t"..+B,)
t" e Cosyt a+iy e™Cost(Ast"+ALt" .. +A,)+
e”Sinyt(Bot"+Bt""..+B,)

Eger tablonun 2.kolonundakiler karakteristik denklemin koékii iseler bu hale
‘Rénasans hali’ denir ve tablo degisiklikler yapildiktan sonra kullanilir. Eger 2.
Kolondakiler karakteristik denklemin ‘s’ katl kékii iseler bu durumda tablonun 3.
kolonundaki fonksiyonlar ‘t*’ile ¢arpilirlar. Ozel ¢6ziim ondan sonra arastirilir.

Ornek 1:

y”-7y’+10y=6t+8e”* diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim:

once denklem 0 a esitlenerek homojen kismin ¢ézim bulunur.
r’-7r+10=0

(r-2)(r-5)=0 ry=2, r,=5

2 5
Yhomogen= C1€ t+Cze '
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Esitligin sag tarafi dogru denklemi ve Ustel fonksiyonun toplami oldugundan o6zel
¢0zim olarak dogru denklemi ve Ustel fonksiyon icin ayri ayri 6zel ¢goziimler segilir.

Vozeln1=At+B  secilerek tlrevler(y’ ve y”’) alinir, verilen denklemde yerlerine konularak

katsayilar hesaplanir.
y=Ag y’=0
-7 A+10(At+B)=6t 10At+10 B-7 A=6t

10At=6t= A=6/10=3/5
10 B--7 Ap=0 B=21/50

Yozen=3/5t+21/50
Yozen=tDe”
y'=2tDe*+De”*
y’=2De*+4tDe’"+2De™
2De’'+4tDe*+2De*-7(2tDe*+De’")+10tDe?*'=8 e
4De’'=8 e
D=2

Vozen=tDe?'=2te?"
genel ¢6zlim;

Ygenel= YhomogentYozel
Ygene= €167 +C.e° +2te* +3/5t+21/50

ORNEK 2:
y’+y’-2y=x+sinx diferansiyel denklemini ¢6zlinliz
Cozim:

Ygenel= C1€ 2 +C2€*-1/2x-1/4-1/10(3sinx+cosx)
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3.7. PARAMETRELERIN DEGiSiMi METODU

vy +p(t)y’+q(t)y=g(t) seklindeki diferansiyel denklemin homojen ¢éziimdeki
1 ve c; sabitlerinin u;(t) ve uy(t) fonksiyonlari degistiriimesinden dolayi
‘Parametrelerin degisimi’ metodu denir. Yani

Yhomojen= C1Y1(t)+Cay»(t)
y= ug(t)ya(t)+ua(t)ya(t)

olur ve dolayisiyla ¢éziimiin bulunmasi u,(t) ve u,(t) fonksiyonlarinin belirlenmesine
donlisir. (Burada y;(t) vey,(t) homojen denklemin ¢oziimleridir.)

y= U1(t)V1(’t)+U2(t)Y2(F) , ,
y'= ua(t)ys (t)+ua(t)y2 (t)+ ug (t)ya(t)+uz (t)ya(t)

u1'(t) ve uz'(t) yi iceren terimler toplami sifir kabul edilirse;

L’1’(t)V1(t)+U2'(t)Vz(t)=0 (1)

y =us(t)y: (t)+ua(t)y: (t)
olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
y’= U1(t)V1"(t)*‘uz(t)Vz"(t)*' Ull(t)yl'(t)"'uz'(t)yzl(t)

olur. y,y’ vey” y"+p(t)y’+q(t)y=g(t) denkleminde yerlerine konularak y; ve y,nin
denklemin ¢ozlimleri olduguda dikkate alinarak

us (t)ys (t)+u; (t)y2 (t)=g(t) (2)

elde edilir. (1) ve (2) yardimiyla u; ve u; ¢oziilir, integralleri alinarak u; ve u,
belirlenir

(000 o (g 2000

U1'(t)= 2
Wy, )t Wy, )t

(3)

W(y1,Y2)t, ya(t) ve y2(t) nin wronskiani y;(t) ile y,(t) ¢éziimlerinin temel ciimlesi
oldugundan W(y,,y,)t#0 dir. (3) nolu denklemin integrali alinarak

U1(t)=-J‘Mdt+cl Uz(t)=j yl(t)Q(t) {l+02
Wy, y,)t Wy, )t

fonksiyonlari bulunur ve y= u;(t)y;(t)+ux(t)y.(t) de yerlerine konarak ikinci tarafl
denklemin ¢oziimii elde edilmis olur. Bu metodu asagidaki teoremle Teorem 3.7.1 ile
ozetleyebiliriz.

Teorem 3.7.1
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Eger p,q ve G fonksiyonlari bir | agik araligl Gzerinde sirekli fonksiyonlar ve y; ve y,
fonksiyonlari y”’+p(t)y’+q(t)y=g(t) diferansiyel denkleminin homojen kisminin
¢ozumleriiseler, y”’+p(t)y’+q(t)y=g(t) denkleminin 6zel ¢6ziimii

pAVIYON PO ONY
dt +y,(t
Wy, y,)t Hvalt) I ypyz)t

yézel='y1(t)
Yozer=Y1(t)ua(t)+ ya(t)u,(t) ve genel ¢6ziim

Ygenel= C1Y1(t)+Caya(t)+Yszel

ORNEK:

y’+y=tant diferansiyel denklemini sabitlerin degisimi metodu ile ¢6zliniz.

Cozim:

y’+y=0 denkleminin karakteristik denklemi r’+1=0 ve kokleri r=+i olup genel ¢ozimii
y= e** (c1CosPt+c,Sinpt) den

y= c¢;Cost+c,Sint

y= u;Cost+u,Sint yazilarak Sabitin degisimi kuralini uygularsak
y’= -u;Sint+u,Cost+ u,’ Cost+u,’ Sint
olup biitiinler sart olarak
u;’ Cost+u,’ Sint=0
segilirse

y’= -u;Sint+u,Cost

olur. Buna gére
y’’=-u;Cost-u,Sint+-u,’ Sint+u,’ Cost

olupy, y’, y”’ niin ifadeleri verilen denklemde yerine konulursa
-u;Cost-u,Sint+-u;’ Sint+u,’ Cost+u;Cost+u,Sint=tant

-uy’ Sint+uy’ Cost=tant

elde edilir.

uy’ Cost+u,’ Sint=0 /*Sint

-uy’ Sint+uy’ Cost=tant /*-Cost ile garparsak

uy’= Sint

uy = Sin’t/Cost =(Cos’t-1)/Cost= Cost-Sect
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Hatirlatma: [(1/Cos at)dt =[Sec at dt=1/a Ln(Sec at+Tan at)
Bunlardan

u;=Sint-Ln(Sect+tant)+K;
UZ=-COSt+K2

elde edilir. u;, u; nin bu ifadeleri
y= u;Cost+u,Sint
ifadesinde yerlerine konulursa verilen denklemin genel ¢6ziimii

Ygenei= K1Cost+K;Sint-Cost Ln(Sect+tant)
olur.

I1.Yol: Wronski determinanti’

y’+y=0 denkleminin karakteristik denklemi r’+1=0 ve kokleri r=+i olup genel ¢oziimi
y= e** (c1CosPt+c,Sinpt) den

y= c;Cost+c,Sint

idi. y=c1y1+coy, formunda y,= Cost ,y,= Sint oldugundan yi,y2,Y¥3,--e.... y» fonksiyonlari
ile olusturulan

i Y B S ~ 0
: : : : u,
i ) Yoo o oYy : 0
" " " " , u2
W=y ¥, Vi oo o .y, |lu = &, =
. . . i S(@)
n— n— n— n— u, n
1 : V) : Y3 Lo Y : !

determinanti ‘Wronski determinanti’ olarak isimlendirilir. Wu =g,

sistemi ile u vektoriiniin bilesenleri (u;, u,, us....... )bulunur, ve

N U,
Vs U,
Y=| . |=W]| . |ile genel ¢oziime ulasilr.
Yn u,
cost sint)(u, | ( O
—sint cost)\u, ) \tant
u,’ Cost+u,’ Sint=0 /*Sint
-uy’ Sint+uy’ Cost=tant /*-Cost ile garparsak
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uy’= Sint
u; =- Sin’t/Cost =(Cos’t-1)/Cost= Cost-Sect

Hatirlatma: [(1/Cos at)dt =[Sec at dt=1/a Ln(Sec at+Tan at)
Bunlardan

u;=Sint-Ln(Sect+tant)+K;
u,=-Cost+Kj

elde edilir. uy, u; nin bu ifadeleri

i u, ). . ) Sint - Ln(Sect + tant) + K1
Y = =W ile yan|Y=(cost smt)
Y2 U, - Cost + K2

Ygener= K1Cost+K,Sint-Cost Ln(Sect+tant)
olur.
lILYOL (Kramer metodu)

y= upyi(t)+u; yz(t)= u;Cost+u,Sint=

u;’ Cost+u,’ Sint=0
-u;’ Sint+u,’ Cost=tant

‘ 0 »0 »(@ 0
v 0120 0 _ 5,000 Do 00 _ 000
: » (1) », (1) Wy, )t ? »n(@ »,@) Wy, )t
n@®  y(@) »@®  y@)
(@ y(9)] |cost  sing|
wiywy2)(t)= (1) (1) “|l=sint cos
(Y ®)0(1) _ sint tant sm 1—cos’t {
w ()= J. Wy, »,)(t) d= j J. cost J. cost !
J-;dcos - t= j(cost —L)dt =sinf —In(sect + tant) + K,
cost cost
u,(t)=— 100 dt = I costltant dt = Isin tdt =—cost + K,

W, »,)(0)

U3, Uz nin bu ifadeleri y= u;Cost+u,Sint yerlerine konularak

Ygenei= K1Cost+K;Sint-Cost Ln(Sect+tant)
olur.
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ORNEK 2:
X’y”’+4xy’+2y=2Inx diferansiyel denklemini ¢bziiniiz.
(x’y +Axy’+By=f(x) tipinde bir diferansiyel denklem. Dolayisiyla euler dif.denklemi)
Yhomojen= x'
y'hc,,nc,,-e,]:rxr'1 — r(r-1)x"+4rx'+2x'=0 X (r2-r+4r+2)=0
y"homojen=r(r'1)xr_2
r’+3r+2=0 ile r=-1 r,=-2 iki reel kok oldugundan
Yhomojen= C1X Lrex
idi.

-1 -2 -1 -2
Yhomojen= €1X ~+C2X "= UX ~+U2X
yazilarak. Wu' =¢, ile

L B
)c1 22 [%]:[ﬂnx}
_ __ uz 2

X 2 X 3 x

lu1 + 12 u, =0

X

u2'=-2xlnx u1'=ZInx

1 . 2 . 2x

Buradan ( /in(ax)dx=xIn(ax)-x ve Kin(ax)dx=(x*/2)In(ax)-x*/4 )

u1=2(xInx-x)+K;
uy= -XCInx+x>/2+K;

Y= M _W“1 _(1 1) u, _(1 1) 2(xInx - x) + K1
) x ¥ u, x 2 -xPInx+x22+ K2
Yeenei=Ko/x+Ko/x+Inx-3/2
elde edilir.
Odev

1) y"-6y'+9y= e*/x* denklemini sabitlerin degisimi metodu ile ¢oziiniiz.

Coziim: Yoene=K1 €7+ Kox €**- e** -e*Lnx
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2) y”’+y=sinx denklemini sabitlerin degisimi metodu ile ¢6ziiniiz
Cozum: Ygenei=K1 cosx+ Kpsinx- x/2 cosx-((cos?x)/2) sinx-1/4 sin2xcosx
1)y -6y +9y= e>/x’
r#-6r+9=0 (ri=r=r=-b/2a=3) 2 katl kék
Yhomojen=(C1+C€2X) e”=c 1 e3x+czx33X

3
Yhomojen= (u1+u2x)e *

o3 e y ) o e u1 (3)x
w= 3x 3x 3x |, W.U'=én 3x 3x 3x 7€
3e* e +3xe )y 3e” e +3xe \u, 2

u' 1€ +u xe*=0
3u ;6™ +u y(3xe**+e*)=e*/x*

esitlikleri ile
U’2=1/X2 U2=-1/X+Kz
—Inx+K,
Y=W = 3x 3x 1
C (e xe _1 K2
X
U’1=-1/X u1=-lnx+K1

elde edilir. u; ve u, nin karsiliklari (y=(us+u,x)e®) de yerlerine konularak,
Ygener=(K1+Kax)e*-e**-e*Inx

bulunur.

2) y”’+y=sinx denklemini sabitlerin degisimi metodu ile ¢oziiniiz

y”’+y=0 denkleminin karakteristik denklemi r’+1=0 ve kokleri r=+i olup genel ¢6ziimii
y= e™ (c;CosPx+c,SinPx) den

y= c1Cosx+c,Sinx
W.u=¢g, sisteminiyazarsak

cosx sinx)(u, 0
—sinx cosx ) \u, sin x
u,’ Cosx+u,’ Sinx=0 /*Sinx
-uy” Sinx+u,’ Cosx=sinx /*Cosx ile garparsak
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uz = S|nx COSX uz=-(coszx)/2+Kz
uy = -Sin’x ui= -(x/2-(sin2x)/4 )+K,

Hatirlatma:fsin’xdx= x/2-(sin2x)/4
Uy, Uz (y=uiCosx+u,Sinx) yerlerine konarak yani(Y=W.u) ile

Ygenei=K1€0sX+K>sinx- (x/2)cosx-((cos?x)/2)sinx-(sin2x*cosx)/4

Asagidaki diferansiyel denklemleri sabitlerin degisimi kurali ile ¢6ziiniiz.
1- y”-y= 1/cosx. ( y= ¢1 cosx +c sinx+xsinx+cosxIncosx)

2- y”’+y=cotanx ( y= c1 cosx +czsinx+sinxintan(x/2))

4.YUKSEK MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLER

4.1. n. Mertebeden Lineer Denklemlerin Genel Teorisi
n n -1 d
P (t) Y, piny? o L e +P (t)j:+ P.()y=G@ (1)

seklindeki bir denklem ‘n. mertebeden lineer denklem’ adini alir. Burada Py, Py,........ ,Pn
ve G fonksiyonlari bir | agik araliginda a<t<p3 reel degerli, slirekli fonksiyonlar ve Po(t)
In bu aralikta sifirdan farkli oldugu kabul edilerek (1) denklemi Pq(t) ile bollnirse

n n—1

Y d"y dy
L[y]= + p, (¢ Foeeeererererens + H—+p O)y=g) (2
[v] " () dr Poa(0) di p,y=g@) (2)

elde edilir.

(2) denklemi n. mertebeden oldugundan y’'nin t'ye bagli n. mertebeden tiirevlerini
icerir. Bu nedenle tek ¢c6ziimiin elde edilebilmesi icin, n tane baslangi¢ kosulu
verilmelidir.

Buradan toe | ve yo,yo’, ....... ,yo("'l’ belli reel sabitler olmak (izere, n tane baslangi¢ kosulu
y(to)=yo, ¥ (to)=Yo yrrrcrvven Yo" H(to)=yo" (3)

seklindedir.

Teorem 4.1.1.

Eger py, P2,.eeenn- ,Pn ve g fonksiyonlari bir | acik araliginda suirekli ise, (2)

diferansiyel denklemini ve (3) baslangig kosullarini | da saglayan bir tek y=¢(t) ¢6zimi
vardir.
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HOMOIJEN DENKLEM

n. mertebeden homojen diferansiyel denklem

L[yl=y +p2 ()" P +P(n-1)(t)y +pn(t)y=0 (4)

seklindedir. Eger y1,Y2,..evveeee... ,¥n fonksiyonlari (4) denkleminin ¢éziimleri ve
C1,Copurrerennnnnn ,Cn ler keyfi sabitler ise;

y=C1y1(t)+ Caya(t)+eeeerireeiieeenee. + CnYn(t) (5)

lineer kombinasyonu da bir ¢oziimdyiir. (5) no lu denklemin (4) tGn ¢6zim oldugu
teorem 4.1.2 ile verilmektedir.

Teorem 4.1.2. Eger py, p2,........ ,Pn ler fonksiyonlari bir | agik araliginda strekli ve
V1,Y2 eeeeeeenenns ,¥n fonksiyonlari (4) denkleminin ¢ézlimleri ve en az bir toe | noktasinda
W(Y1,Y2) eeveeeennne ,¥Yn)(t)#0 ise (4) diferansiyel denkleminin her ¢6zima y1,y2,...ve...... Yn
lerin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

(4) denkleminin y1,y2,..ccuue...... ,¥Yn ¢Ozimlerinin W(y1,Y2,..cvveee... ,¥n) (£)20 ise,

V1Y 2 eeennnnnn ,Yn ¢0zUmlerine ‘¢éziimlerin temel ciimlesi’ denir.

Lineer bagimlilik ve lineer bagimsizlik kavramlari f,f;, ,fn fonksiyonlari igin

asagidaki gibidir.

Eger her t elemani | icin hepsi birden sifir olmayan ky,k,............ ,kn sabitleri icin
k1f1+k2f2+ ............ +knfn=0

saglaniyorsa fy,f,, ,f. fonksiyonlarina lineer bagimlidir denir. Aksi takdirde lineer

bagimsizdir.

ESer yi,Ya, coennnnee. ,¥n fonksiyonlari (4) denkleminin ¢éziimleri ise lineer bagimsiz

olmalari igin bir toe | noktasinda gerek ve yeter kosul W(y1,y2,..ccveene. ,¥n)(to)20

olmasidir.

HOMOJEN OLMAYAN DiFERANSIYEL DENKLEMLER

LIyl=y " +pa(t)y" e, +p(n-1)(t)Y +Pn(t)y=g(t) (1)

seklindeki denklem ikinci tarafli veya homojen olmayan denklem adini alir. Eger Y; ve
Y, homojen olmayan diferansiyel denklemin iki ¢6zim{ ise onlarin farki da diferansiyel
denklemin ¢ézumuddr.

L[ Y1-Y2 ]= L[ Ya](t)- L[Y2 ](t)=g(t)-g(t)=0

Bu nedenle homojen olmayan (1) denkleminin iki ¢6ziminin farki homojen
diferansiyel denklemin bir ¢6zimudr.

Homojen olmayan diferansiyel denklemin genel ¢6zimii
Ygenel= Y=C1Y1(t)+ Caya(t)+.ooeeiiiiinienns + CnYn(t)+Yszel
seklinde yazilabilir.
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Mertebe Diisiirme Yontemi: Yiksek mertebeden diferansiyel denklemlerde mertebe
dislirme metodu ile yliksek mertebeden diferansiyel denklem daha disiik mertebeden
diferansiyel denkleme getirilerek ¢6ziim aranir. Ancak bu metod i¢in en az bir tane
cézimiin bilinmelidir. Coziim ya(t) ise y=v(t) ya(t) olusturulur. ve v (t) ye bagh daha
disiik mertebeden diferansiyel denkleme gegilir. (6dev sayfa 206(11-16,18))

4.2 SABIT KATSAYILI YUKSEK MERTEBEDEN HOMOJEN DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER

A0, A1, A2yeennnnnn. ,an’ler reel sabitler olmak lizere
_ n (n-1) ) _
Lly]= aoy +a1y" e +a(n-1)y +any=0 (1)

diferansiyel denklemi gbzoniine alinsin. 2. Mertebeden sabit katsayili diferansiyel
denklemlerde oldugu gibi y=e™ seklinde ¢éziim aranirsa,

L[y]= e™(aor™+ar™+............... +a(h.)r+an)= e"Z[r] (2)
olur. Z[r] ye karakteristik polinom , Z[r]=0 karakteristik denklem denir.

n. dereceden bir polinomun kokleri rq,....... ,In olsun(bazilari esit olabilir).Dolasiyla Z[r]
karakteristik polinom

Z[r] =ap(r-ri)(r-ra)........... (r-rn) (3)
seklinde yazilabilir.

KOKLER REEL VE BiRBiRiINDEN FARKLI iSE

(1) nolu denklemin n tane farkli e™,e,.......... ,e™ céziimleri bulunur.

genel ¢oziim:

Veenel= C1€™M + Co @ o, +c,e™

seklindedir.

aor“+a1r("'”+ ............... +a(n.1)r+an=0 sabit katsayili karakteristik bir polinomun kéklerinin
bulunmast:

aop ve a, katsayilarinin garpanlari belirlenir a, nin garpanlarindan biri p ile ag In
carpanlarindan biri q ile gosterilirse ve r=p/q ile denklemin kéki olmaya aday rasyonel
kokler yazilir bu kokler tek tek karakteristik denklemde yerlerine konarak denklemi
saglayanlar kok olarak segilir. Ayrica her bulunan kdkten yaralanarak bulunan garpanla
(agr™+asr™ +............... +a(n.1)r+an=0 ) denklemi béliinerek derecesi disurulir.

Eger koklerden bir kismi kompleks ise bu kural uygulanmaz. Ancak rasyonel koklerden
yararlanarak (varsa) denklemin derecesi duslrilerek, kokleri aranir.

Ornek
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yV+y"-7y"-y’+6y= 0 diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz. y(0)=1, y (0)=0,
y’(0)=-2, y"”’(0)=-1 baslangi¢ kosullari i¢in ¢6ziiniz.
y|v=r4

m_. 3

y'=r

y'= r*+r’-7r%-r+6=0 (karakteristik denklem)

y=1

r*+r’-7r-r+6=0 denklemin degismez sayisi 6 olup bunun bélenleri

+1, +2, +3, +6 dir. a p=%1dir. p/q=(+1, £2, £3, +6) Bu nedenle miimkiin olan rasyonel
kokler 1, +2, +3, +6 dir. Bunlar karakteristik denklemde yerlerine konularak test
edilirse 1,-1, 2 ve -3 karakteristik denklemin kokleridir. Oyleyse genel ¢6ziim
r+r2-7r%-r+6/(r-1)=r’+2r>-5r-6 (r-1)(r+1)(r’+r-6)=0

ygenel=c1et'|'cze-t'|'c3GZt‘|'C4e-3t
dir. Baglangi¢ kosullari ile

C1+C2+C3+C4=1

C1- C2+2¢33 ¢4=0

C1+Cr+4c3+9¢,=-2

C1- C;+8¢327 ¢4,=0 denklemini saglar. Bu denklemlerden

¢1=11/8, ¢,=5/12, c3=-2/3, c4=-1/8 bulunur. Béylece baslangi¢ deger probleminin
coziimii y=11/8e'+5/12e"-2/3e*'+-1/8e™
seklinde elde edilir.

Kompleks Kokler

Eger karakteristik denklemin kdkleri kompleks ise, ag, a1, a,........... ,a, ler reel sabitler
olduklarindan, kompleks kokler atif} seklinde bulunur. Kokler kath olmamak sartiyla
karakteristik denklem(polinom )

Z(r)= ag(r-r1)(r-rz)........... (r-rn) formunda yazilir.
Burada da 2.mertebeden diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin kompleks
olmasi durumunda ele alinan yontem uygulanir.

r=o+if ; r=o-if3

o=(-b/2a) B=+4ac—-b*/2a

genel ¢oziim:  y=e™ (c;CosPx+c,SinBx)  dir.
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Ornek

y"'-y=0 diferansiyel denkleminin genel ¢ézimiini bulunuz. y(0)=7/2,
y’(0)=-4, y"’(0)=5/2, y’”’(0)=-2 baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimi bulunuz.

1l
=
w

N

r*-1=0, (r*-1)(r’+1)=0 (karakteristik denklem)
2 farkh reel kék ve kompleks kdk

<K < < < <
I
I ]

1]
=

ygenel=clet+cze-t+C3 cost+c, sint
olur Baslangi¢ kosullarindan ¢;=0, ¢,=3, c3=1/2, c4=-1 bulunur
y= 3e"+1/2 cost - sint

olur.

KATLI KOKLER

Nn. mertebeden diferansiyel denklemine karsilik gelen ¢o6ziimler,
er1t, terlt’tzerlt’

seklindedir.(s kathligin derecesi)

Eger kompleks kokler kath ise ¢oziimler

eltiPlt ¢ glotiBlt 42 GatiBIt e , tEVeoEBt  gir Dolayisiyla lineer bagimsiz
¢oziimler

e*(cosBt+sinPt), t e*(cosPt+sinpt), .......... , t*Ve™(cosBt+sinpt),

Ornek:

y"'+2y’’+y=0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

<
1l
=
w s

1l
=

N

r*+2r 2+1=0, (r’+1)(r’+1)=0 (karakteristik denklem)
2 kath kompleks kok ri=ry=i, r3=rq=-i

1]
=

*ﬁ*<*<*<*<
NN

y=e™(c,cospt+c,sinpt) +t e*(cacosPt+casinft),

y=c jcost+ ¢ sint+cstcost+ ¢, tsint
veya y=(c; +c t)cost+(cs+ cat)sint
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Odev:

1) y"+8y’”’+24y”’+32y’+16y=0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii
bulunuz.((r+2)*=0 r=-2 4 kath kok)
2) y’”’-3y”’+3y’-y=0 diferansiyel denkleminin genel ¢o6ziimiinii bulunuz. ( (r-1)(r-1)2=0
karakteristik denklem)

(y=c.e "+cote'+cst’el)

4.3. BELIRSIZ KATSAYILAR METODU

Bu yontem 2.mertebeden diferansiyel denklemlerde oldugu gibi

L[y]= aoy™+ary" e, +an-1)y +any=g(t) (1)

homojen olmayan lineer diferansiyel denkleminde g(t)’'nin polinom, (stel
fonksiyon,sinax,cosbx veya bunlarin carpimi ve ya bunlarin lineer kombinasyonu olmasi
durumunda uygulanir.

Ozel ¢dziimler 2. mertebeden diferansiyel denklemlerde oldugu gibi secilir.

g(t) Karakteristik Vizel
denklemin kékii
degilse
c(sabit) 0 A
t"(polinom) 0 At +A " +....+A,
e“(iistel) a Ae®
Sinpt ip ACos [t+BSin 5t
Cost iy Acosyt+Bsinyt
t" e” a ™ [At"+A it +...+A, ]
e Sinft a+if e” (ACospt+BSinft)
e” Cosyt ariy e (ACosyt+BSinyt)
t" e” Sinft a+if e”CosBt(Ast"+A t" . .+A, )+
e™Sinft(Bot"+Byt""..+B,)
t" e” Cosyt ariy e™Cost(Ast"+ALt" .. +A,)+
e”Sinyt(Bot"+B;t""..+B,

Eger 2. Kolondakiler karakteristik denklemin ‘s’ kath kékii iseler bu durumda
tablonun 3. kolonundaki fonksiyonlar ‘t"ile ¢arpilirlar. Ozel ¢éziim ondan sonra
arastirilir.

Ornek 1:

vV +2y +y=e* diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.
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¢oziim:

r'+2+1= (P+1)°=0 r=%i (2 kath kék)

aztib a=-b/2a=0 ; b=+4ac-b>/2a=1
yn=e"((c1+c2x)cosx+(cz+cax)sinx) ile
yr=(C1+Cax)cosx+(cs+cCax)sinx

olur.

6zel ¢o6ziim igin
iistel fonksiyon ig:in(eg") 3 karakteristik denklemin kékii olmadigi icin
yaze/=A83X
’ _ 3x 7 _ 3x 7 _ 3x v _ 3x
y 6zel-3Ae y 6zel--9 Ae y ¢':izel—2 7 Ae )/ 629/‘81 Ae
81 Ae™+18 Ae™+ Ae*=e*
A=1/100 Yozer=1/100
Ygenel=Yh +Yozel
Ygenel=(C1+C2X)cosx+(c3+C x)sinx+1/100 e**

elde edilir.

Ornek 2
y’”’-dy’=t+3cost+e™! diferansiyel denkleminin 6zel ¢6ziimiinii bulunuz.
P-4r=0r(r*-4)=0 r1=0, r,=2,r;=-2 (3 farkh reel kék)

Yhomojen=C1+C2€°'+€3€™*
Siiper pozisyon prensibi kullanilarak verilen diferansiyel denklemin 6zel ¢é6ziimleri
y’’-4y’=t
y’’-4y’=3cost

ylll_ 4yl= e-z t

diferansiyel denklemlerine karsi gelen 6zel ¢6ziimlerin toplami olarak yazilabilir.
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y’’-4y’=t icin o6zel ¢6ziim:

verilen diferansiyel denklemde y li ifade olmadigi icin
y 6zell=t(At+B)

seklinde aranir.

y’”’-4y’=3cost icin ézel ¢6ziim

trigonometrik fonksiyonda t nin katsayisi karakteristik denklemin kéklerinden
herhangi birine esit olmadigi icin

Y szeiz=Dcost+Esint
olarak segilir.
y”’-dy’=e* igin 6zel ¢6ziim
iistel fonksiyonda t nin katsayisi karakteristik denklemin basit bir kékii oldugundan

Y sze13=tF e-Zt
olarak secilir.

A=-1/8 ,B=0, D=0, E=-3/5, F=1/8 olarak bulunur.
Buradan verilen diferansiyel denklemin 6zel ¢6ziimii:

Vizel= Yizel1tYisze2+Yozel3= '1/ 8 t2'3/ 5sin t+1/ 8te 2t

Ornek 3

y"V +2y +y=x* diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.
¢oziim:

r'+2°+1= (P+1f°=0 r=2£i (2 kath kék)

A=b’- 4ac<0 ise kompleks iki kok vardir

ri=a+ib ; rp=a-ib

a=(-b/2a) b=+4ac—b* /2a

genel ¢6ziim: y=e™ (c;Cosbx+c,Sinbx)  dir.

Yhomojen=(C1+C2X)cosx+(c3+cax)sinx  olur.

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2011-2012

80



ézel ¢éziimler igin (x* polinom igin)

yc-;,e,=ax2+bx+c
Y szei=2ax+b Y se=2a Y 62e1=0 y" s2e1=0
verilen diferansiyel denklemde yerlerine konulursa
da+ax’+bx+c=x* ile

a=1 b=0 4a+c=0dan c=-4 Y6zel=xz -4

Ygenel=YhomojentYézel= (Cl +C2X) cosx +(C3+C4X)Si nx +X2 -4

Ornek:

YV +2y " +y=x’+e** diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

¢oziim:

r'+2P+1= (P+1)°=0 r=#i (2 katl kék)
yr=(C1+Cax)cosx+(cs+cCax)sinx

olur.

ézel ¢éziimler igin (x* polinom igin)

yc-;,eu:sz +Bx+C

v -
6ze11-0

Y 62e11=2AX+B Y sze11=2A Y 62e1n=0 y

verilen dif. denklemde yerlerine konulursa

4A+ AXC+Bx+C=x* ile

A=1 B=0 4A+C=0dan C=-4
Vozelr=x"-4

iistel fonksiyon icin(e®")
Vszeiz=Ae™

Y’ 52012=3A€™ Y 6261229 AL Y 52612227 A€ y" 5:012=81 Ae™

81 Ae**+18 Ae**+ Ae*=e**

A=1/100 Véze12=1/100 &**
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Ygenel=YhtYézel1tYszel2
Ygenel=(C1+C2X)cosx+(cz+Cax)sinx+ X-4+1 /100 e

elde edilir.

4.4. PARAMETRELERIN DEGIiSiMi METODU

2. mertebeden diferansiyel denklem igin verilen metodun n. mertebeden diferansiyel
denkleme genisletilmesidir.

L[y]=y"+pa(t)y" P +p(n-1) (L)Y +pn(t)y=g(t) (1)

n. mertebeden diferansiyel denklem ele alinsin.(1) nolu denklemin 6zel ¢6ziimiinii
parametrelerin degisimi yéntemi ile bulabilmek igin (1) in homojen kisminin
¢oziimiiniin bilinmesi gerekir. (1) in homojen homojen kisminin ¢éziimlerinin temel
ciimlesi y1,Y2..cceeeens ,¥n olsun.

Bu durumda parametrelerin degisimi metodu ile Y(t) 6zel ¢6ziimii homojen ¢éziimde
ciler yerine u; ler yazilarak

Y(t)=us(t)yi(t)+ ux(t)ys(t)+............ + Un(t)yn(t)
;eklmde aranir. burada uy(t),......... un(t) belirlenecek fonksiyonlardir.
ug y1+ uz y2+ .................... + Uy ,V"_,o
u1’ y1’:f- u ’yzt .................... + Up Yn —”0
Ug Y1+ U2 V2 Feerrrrereeerenennnns +up y, =0 (2)
us v uy Y +u, ya"=g(t)

n bilinmeyenli n denklem olusturulmus olur.(2) nolu denklem sisteminin ¢éziimii igin
kosul W(yy,y,,.....,ys)=0olmalidir. Bu ise y3,y;,........... ,Yn lerin (1) diferansiyel
denkleminin homojen kisminin lineer bagimsiz ¢éziimleri olmasindan zaten saglanir.
Dolayisiyla (2) sisteminden uj (t),......... uy, (t) belirlenebilir. Cramer kurali kullanilirsa
(2) sisteminin ¢6ziimii

v (1) = B0

W (1)
bulunur. W(t) = W(yyy2.....,yn)(t)ve W, (t) ise W(t) de m. kolon yerine(0,0,.............. ,1)
konularak elde edilen determinanti ifade etmektedir. Bu notasyonlari kullanarak (1)
nolu denklemin 6zel ¢6zimini to keyfi olmak lizere integralin terimleri cinsinden ifade
edersek

m=1,2,......... ,n (3)

gW,(s) ;.

4
7 (s) (4)

Y@=inﬁﬁ
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olur. (4) nolu esitlikten gériildiigii gibi (1) diferansiyel denkleminin mertebesi arttik¢a
6zel ¢6ziimiin bulunmasi zorlasmaktadir. Bu nedenle bazi durumlarda Abel
ozdegsliginden yararlanilir.

W(t) = W(ysV2.....,¥u)(t)= cexp[-/p(t),dt] burada c sabiti wronskionenin uygun bir
noktada hesaplanmasindan ¢ikar.

Matrislerle ifade edersek

i Y B ST

. . , , u, 0
Vi ) B TR .
p " p p c U, 0
W=y VY, Vi oo oo o Y, |u= g, =
n-1 r.r—l r.z—l . n-1 u, g()
i Va2 V3 I

determinanti ‘Wronski determinanty’ olarak isimlendirilir. Wu =g,

sistemi ile ¢ vektoriniin bilesenleri (uy, uy, us....... )bulunur, ve
B2 u,
Y u,
Y=| . |=W| . |ilegenel ¢oziime ulasilr.
yﬂ u}'l
ORNEK:

y”’-y"’-y’+y=g(t) diferansiyel denkleminin homojen kisminin 3 ¢6ziimii y;(t)=e",
ya(t)=te' ve ys(t)=e™ dir. Bu denklemin 6zel ¢oziimiinii integralin terimleri cinsinden
ifade ediniz.

e te e
W=le (t+1e —e'|=
e’ (t+2e e’

1. 2. Kolondan €', 3.kolondan e™ ¢arpan olarak cekilirse

1 t 1
W(t)=e'|1 (t+1) —1|=4e
1 (t+2) 1
0 te' e’ e 0 e’
Wi(t)= [0 (+1e’ —e |=2t-1 Wy(t)=W =|e' 0 —-e' |=2
1 (+2)e" e e 1 e
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e te' 0
Ws(t)=|e' (t+1e’ 0|=e*
el (t+2)e 1

Bulunanlar
Y(t)= Z (t)ILd de yerine konursa

W, () g(s)(=1-2s) , g( ) L g(s)e”
=2 (r)j e j— j e des

Y(t)=Zj(ef-S [-1+2(t = )]+ e Jg(s)ds

ty
SIFIRLAYICI(YOKETME YONTEMI) METODU:

Eger f bir fonksiyon ise, f in sifirlayici tlirev operatori

[ [
Lf=L(Ly)=0
ozelligi ile

0
L=aD"+..... +a,D+a,
seklinde ifade edilir. Tersi olarak bu islemi homojen denklemler igin uygulayabiliriz.

Homojen Denklemlere Tekrarbakis

Sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemler;

a, " F o, +a,y'+a,y=0
A"+, +ar+a,=0
karakteristik polinoma sahiptirler ve kokleri 7,7, ..ccoeaee.. ,7, olmak tzere y ="
gibi ¥, ¥y, , ¥, seklinde ¢éziimleri vardir. Denklemi D:di kullanarak ta
t

yazabiliriz.
ORNEKLER:
denklem: y"—5y+6y =0 )

Carpanlari: (r-2)(r-3) kokler: 2,3 reel ve farkli

polinom:r* =5r+6=0

tiirev operatérii: (D-2)(D—-3)y=0 veya (D°-5D+6)y=0
lineer bagimsiz ¢éziimler:

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2011-2012



M= ezxayz =e”
genelgoziim: y = ¢, +c,e’
ORNEK 2:

denklem: y" +10y"+25y =0 5
5 Carpanlari: (r+5)" =0 kokler: -5,-5 katl kok
polinom:r” +10r+25=0

tiirev operatérii: (D+5)°y=0 veya (D*+10D+25)y=0
. . - I = efsanz = xe™*
lineer bagimsiz ¢oziimler:

genel¢oziim: y = (¢, +c,x)e”>"

ORNEK 3:

denklem:y"—4y'+8y =0
5 Garpanlari: (r—2-2i)(r—2+2i)=0
polinom v —4r+8=0

kokler: (2+2i), (2-2i)

tiirev operatorii: (D—-2-2i)(D—-2+2i)y=0 veya (D*-4D+8)y=0
lineer bagimsiz ¢éziimler:
y, =€ cos2x,y, = e’ sin2x

genelgdziim : y = e (c, cos 2x + ¢, sin 2x)

Bu yontem sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemlerin ¢b6ziimleri olarak ,
ustel fonksiyon,trigonometrik fonksiyon, polinom, bunlarin toplamlari veya ¢arpimlari

seklinde olmasi durumunda uygulanir. D = di seklinde ifade edilir.
t

Ornek olarak

(D+1)y=0 e~ nin bir ¢dzimudur . tiirev operatdéri D+1 e nin sifirlayicisi olarak
ifade edilir.

Benzer olarak D* +4 sin 2t veya cos2t nin sifirlayicisidir

(D-3>=D>-6D+9 &' veya te’ nin sifirlayicisidir.

Fonksiyon: f(x)=x"e’""

0
L=(D-17)
Fonksiyon: f(x)=e " cos4x
Polinomunkékleri: —1+4i bu koklerle polinom: (r+1+4i)(r+1-4i)=r>+2r+5
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0

L=D*+2D+5

Fonksiyon: f(x)=x"e™
Polinomunkokleri : a(k +1 ¢ok katliligi ile)

0
Polinom: (r-a)*** L=(D-a)"

Fonksiyon : f(x) = x"e* sinbx
Polinomunkékleri: a ib(k+1 ¢ok katlligi ile)

Polinom: ((r-a-ib)(r-a+ib))*** = (P-2ar+(a?+b%))<**

0
L=(D*-2aD+(a’ +b*))""

BELIRSiZ KATSAYILAR YONTEMINDE YOK ETME YONTEMI iLE ¢6ZUM FORMUNUN
BELIRLENMESI

0
Ly = f nin ézel ¢6ziimiini bulmak igin

(Vsze1) adimlar

0
1- figin (sag yanli fonksiyon igin)bir sifirlayici bul ve L olarak adlandir.
0
2- L Ly, =0 sifirlayici fonksiyonun genel ¢6ziimiinii y, ile gésterelim. y, bulunur.

0
3- Ly, =0 ile homaojen denklemin genel ¢bziimii (ys) bulunur.

[
4- Sonugta (Ly = f ) Genel ¢6zimii yn+Yszel
omek: V' +4V +4y=2e"  L=(D’+4D+4)icin, esit olarak (D+2)°y=2¢€* veya Ly=2¢"

1.adim:

0
(sag yanli fonksiyon igin)bir sifirlayici L =(D-1)
2.adim :

0
L =(D-1) operatériinii y"+4y'+4y=2e" denklemin her iki tarafina uygularsak
(D -1)(D*+4D+4)y= (D -1)(2¢") = di (2e" —1*2¢")=0
X
béylece sifirlayici denklem (D—1)(D+2)*y, =0
sifirlayici denklemin genel ¢6zimii yo=c.€*+(co+csx)e ™™
3.adim : Homojen kismin genel ¢éziimii yp=(co+csx)e ™

4.adim: Denklemin 6zel ¢éziimii icin  yse=C:€”* secilerek tiirevler alinip verilen
diferansiyel denklemde yerine yazilarak c1=2/9 bulunur. yse=2/9 €*

Ygenel= YntYszel= (C2+C3X) e_2X+2/ 9 e*
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