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STATIK

BOLUM 1
GIRIS

1.1 Mekanigin tanimi

Cisimlerin Kuvvetler etkisinde dengesini ve hareketlerini inceleyen bilim
dalina mekanik denir.

Mekanik cisimlere maddesel nokta, rijid cisim, elastik cisim , plastik cisim
ve akigkanlar ( s1v1 ve gazlar) olmak iizere yaklasir.Mekanik eger sadece
maddesel nokta ve rijid cisim modelini inceliyorsa bu bilim dalina mekanik
veya mithendislik mekanigi denir. Bunun disinda inceledigi cisim modeline
uygun isimler verilir. Ornegin elastomekanik veya elastisite, plastisite ,
hidromekanik ,aerodinamik, elektromekanik gibi.

Mekanik , Statik ve Dinamik olmak tizere iki bilim dalina ayrilir.

Statik kuvvetler etkisinde cisimlerin denge kosullarini, Dinamik ise
hareketlerini inceler.

1.2 Temel ilkeler ve goriisler
Mekanigin temel aldig1 ilkeler Newton yasalaridir. Bu yasalar cisimlere

maddesel nokta modeli ile yaklasildiginda kullanishidir. Diger cisim
modellerine matematiksel modellerle genisletilmesi gerekir. Benzer sekilde
mekanikte kuvvetler maddesel nokta modelinde vektorlerle gosterilebilmesine
kars1 rijid cisim modelinde vektor ve etki dogrusu kavramlari beraber
kullanilmalidar.

Miihendislik mekanigi vektorler yardimi ile olusturuldugu i¢in vektorleri
bize gerektigi kadar ayrintili bir sekilde ele almamiz gerekir.



BOLUM 2

VEKTORLERIN VE TEMEL ISLEMLERININ
TANIMI

2.1 Vektorlerin tanimi

Dogrultu , yon ve modiilii ile tanimlanan biiytikliiklere vektorler denir.
Bir vektor Koyulastirilmig harfler ile veya lizerine ok isareti ¢izilen harflerle
belirtilir. Vektorler asagidaki gibi yonlendirilmis dogru parcasi ile

gosterilebilir.
-

Bir referans sistemine gore ¢izilen bu dogru pargasinin dogrultusu vektoriin
dogrultusunu , yonii vektoriin yoniinii ve uzunlugu vektoriin modiiliinii
gosterir.

Bir vektoriin modiilii | V | ile gosterilir.

Sifir vektor : modiilii sifir olup dogrultu ve yonii belirsiz olan vektorlere sifir
vektorii denir ve 0 ile gosterilir.

~V vektdrii: 'V vektorii ile aym1 dogrultu ve modiilde fakat ters yondeki
vektore -V vektorii denir.

Birim vektor: Modiiliiniin sayisal degeri 1 olan vektore birim vektor denir.

2.2 Vektorel islemlerin tanimi
Vektorler lizerine insa edilen temel islemler : Vektoriin bir reel sayi ile
carpimi , vektorlerin toplanmasi , skaler ve vektorel carpimi gibi islemlerdir.

2.2.1 Vektoriin bir say1 ile ¢garpimi
Carpilan vektorle ayn1 dogrultuda bir vektordiir. Eger ¢arpim katsayisi
pozitif ise yonde aynidir. Modiil ise ¢arpim katsayisi ile vektoriin modiiliiniin
carpimi kadardir.
| kV[=[k[[V]

Bir vektoriin birim vektort : Vektoru modiiliine bolerek elde edilir.



Bir eksenin birim vektorii : Eksen dogrultusunda ve yoniindeki herhangibir
vektorii modiiliine bolerek bulunur.

2.2.2 Vektorlerin toplami

Baglangiglar1 ayn1 noktaya getirilen iki vektoriin toplami bu vektorler
tizerine kurulan paralel kenarin kosegeni iizerindeki asagida gosterilen
vektore esittir.

2.2.3 iki vektoriin birbiri ile skaler ¢carpimi
Iki vektdr arasindaki ag1: Baslangiglari ayni noktaya getirilen iki vektor
arasindaki 180° den biiyiik olmayan a1 iki vektdr arasindaki ag1 olarak alinir

>

v

—

B

Skaler Carpim sonucunda skaler elde edilir .

AeB=|A||B|Cos @

2.2.4 Iki vektoriin birbiri ile vektorel carpimi
Vektorel ¢carpimin sonucu yine bir vektordiir.

—AAB=(|A||B|Sin0) @

o

Burada Vektorel carpim sonunda elde edilen vektor her iki vektore dik
dogrultuda ve |A||B|Sin® modiiliinde bir vektordiir. Yonii ise sag el
kural1 ile bulunabilir.



Sag el kurali ile elde edilen yon , bas parmak disindaki sag el parmaklari
birinci vektorii ikinci vektore dogru dondiirme yoniinde tutulursa bas
parmagin gosterdigi yondiir.

C=AAB

A

|A||B|Sin6 ifadesinde |A|Sin@=h oldugundan A ve B vektorlerinin
birbiri ile vektorel carpiminin modiilii bu vektorlerin baglangiglarr aym
noktaya getirilirse tizerine kurulan paralelkenarin alanina esit oldugu goriiliir.

2.2.5 Bir vektoriin bir eksen lizerindeki izdiistimii

V,=|V|Cos 6
VA=\70[#JA

burada U, A ekseninin birim vektoridiir.



BOLUM 3

VEKTORLERIN ANALITIK INCELENMESI

3.1 Iki boyutlu vektorlerin kartezyen koordinatlarda gosterilisi

Ya
17
vV
r Y \
v,
o i
vV,

Diizlemde bir vektor

V=V,i+V,j

seklinde x ve y ekseni dogrultusundaki vektorlerin toplami cinsinden
yazilabilir. Bu vektoriin modiilii ise asagidaki gibi pisagor teoremi yardimai ile

bulunur.

V=V +V;

Bir vektoriin dogrultusunda ve yoniindeki birim vektor ise vektor modiiliine
boliinerek elde edilir.

10



Asagidaki gibi birim vektoriin katsayilarinin vektoriin eksenlerle yaptigi
acilarin kosintislerine esit oldugu gosterilebilir.

COSG=§=UX , CosB:L=U
v v

Problem 3.1.1

Bir diizlemdeki yatay dogrultu ile 30° derecelik a¢1 yapan ve modiilii 80 birim
olan vektoril ve birim vektoriinii kartezyen koordinat sisteminde yaziniz.

Cozlim:

y A

A —

v, Vv

]T 0 X
_’ L
iV .

V=Vi+V,]j

\\7\ =80birim , 0 =230"

Vv, :‘V‘Cose , V, = Msme
V_=80Cos30’ , V, =69,28birim
V, =808in30° , 'V, =40birim
V =69,28i +40j

‘%}Jr‘%v‘j , ﬁ(v):%7 40 <

i+—j
80 80

(e

vy =

U, =0,8661+0,5]

11



3.2 Ug boyutlu vektorlerin kartezyen koordinatlarda gosterilisi

y
A
IT H F
B A
v,| B V
Y a Vv | i |[E x
O >

k
c D
Z

Ug boyutlu uzayda bir vektdr kartezyen koordinat sisteminde
V=Vi+V,j+VKk
seklinde x ve y ekseni dogrultusundaki vektorlerin toplami cinsinden

yazilabilir. Bu vektoriin modiilii ise asagidaki gibi pisagor teoremi yardimi
ile bulunur.

=TV e

Bir vektoriin dogrultusunda ve yoniindeki birim vektor ise vektor modiiliine
boliinerek elde edilir.

_ V _ V- V. V.
(V)=¥ ) U(V)zTXi-f-Tyj-l-Tzk
v v ¥
Asagidaki gibi birim vektoriin katsayilarinin vektoriin eksenlerle yaptigi
acilarin kosiniislerine esit oldugu gosterilebilir.

Cosa:E:Ux , CosﬁzizUy , CosyzgzU
Y v v

z

Problem 3.2.1
Bir V vektoriiniin baslangici kartezyen koordinat sisteminin baslangi¢
noktasina yerlestirildiginde u¢ noktasi A (60,30,20) koordinatlarinda ise bu
vektoriin
a) bu koordinat sistemindeki yaziligini
b) modiiliinii
¢) birim vektoriinii
d) koordinat eksenleri ile yaptig1 acilar1 bulunuz.

12



Cozim:

y A
H Vv, F
B A (| 60;30;20)
\%
v, B
O o » X
Y
z V,
a)
V=V,i+V,j+Vk
V =60i +30j + 20k
b)
V|=yViev]+V] V|= J(60)> +(30) +(20)°
M:m
c)
. v _ 60i +30j + 20k
Uy == > Ug, =
‘V 70
_ 6+ 3~ 2-
U(\—,):7l+7_]+—
Vv A% A%
d) Cosa=—==U_, CosB=—=U, , Cosy=—2=U,
v \ v
6
Cosa:7 , CosBp== , Cosy=—
a=31° , |B=64,62°| , |y=73,4°

13



3.3 Kartezyen koordinatlarda vektorel islemler

3.3.1 Vektoriin bir say1 ile ¢arpimi
Kartezyen koordinat sisteminde bir vektor

V=V, i+V,j+V,k
seklinde yazilirsa bu vektoriin bir A sayisi ile ¢arpimi asagidaki sekilden
goriildigii gibi dikdortgenler prizmasinin biitiin 6l¢iileri ayn1 A sayisi ile
carpilarak elde edildiginden

AV =V i+AV, j+LV,k

seklinde yazilabilir.
Ya
AV,
AV
\Y
AV, | V|V, > X
Vi
AV
z

Bir vektoriin bir say1 ile ¢arpimi vektoriin dogrultusunu degistirmez.
Eger carpim katsayis1 pozitif ise yonii de degismez.

Problem 3.3.1.1

Problem 3.2.1 de hesaplanan V =60i +30j+20k vektoriiniin A=2,5 ile

carpimindan elde edilen AV vektdriiniin
a) ifadesini
b) modiliini
c¢) birim vektoriinii hesaplayiniz.

Cozim:
a) AV =AV_i+AV,j+AV,k
AV =2,5%60i +2,5%30] + 2,5 * 20k
AV =150i + 75 + 50k

b) ‘W‘ = J(150)> + (75)* +(50)°

14



‘W‘:ns . AxV|=2,5%70=175 = ‘W":x*\\?\

c)
AV, < ?»VT AV, -

Yoo = ] vy

. 25*60~ 2,5*307 2,5%20 -
AV j+ k
@av) 25*70 2,5*70 2,5%70

6. 3. 2. ) )

3.3.2 Vektorlerin toplami

Sekilde gosterildigi gibi 1ki boyutlu uzayda A ve B vektoriiniin toplami
olan C vektoriiniin koordinat eksenleri dogrultusundaki bilesenleri A ve B
vektorlerinin ayni dogrultudakl bilesenleri toplanarak bulunur.
AA1+AJ, BB1+B]

A+B=(A,+B)i+(A, +B))j

y
A
A A E
By D
Cy=AytBy| =% % 7
C=A+B
Ay
> X
O Ay By
Cy =A+By

Sekildeki ODE iiggeninden OE kenarinin uzunlugu OD ve DE kenarlarinin
uzunluklari toplamindan biiyiik olamiyacagi bilindiginden

|A+B|<|A|+[B| esitsizligi yazilabilir.
Aym islemler li¢ boyutlu uzaya asagldakl g1b1 uygulanabilir.
A= A1+AyJ+Ak R B= Bl+BJ+Bk

A+B=(AX +Bx)1 +(Ay +By)J+(AZ +Bz)k

15



Problem 3.3.2.1
A=6i+3j+2k vektoriiile B=12i+3j+4k vektoriiniin
a) modiillerini
b) bu vektorlerin toplamini
¢) toplam vektoriin modiiliinii hesaplayiniz.

Cozim:

a)
‘f&‘=\/62+32+22 , \Zs\=7

‘E‘:\/(12)2+(3)2+(4)2 . |[B[=13

b) A+B=(6+12)i+(3+3)j+(2+4)k
A+B=18i+6j+6k
¢) ‘A+]§‘=\/(18)2 46 +6°

\A+1§\=19,9

3.3.3 Iki vektoriin skaler garpim
Asagida gosterildigi gibi A ve B vektoriiniin skaler ¢arpimi bu vektorlerin
ayn1 dogrultudaki bilesenleri ¢carpimi toplanarak bulunur ve sonug skalerdir.
A=A i+Aj+Ak , B=Bi+B j+Bk
AeB=AB_+A B +A,B,

Skaler ¢carpimin tanimindan skaler ¢arpimin mutlak degeri vektorlerin
modiilleri carpimindan biiyiik olamaz.

Problem 3.3.3.1
A=6i+3j+2k vektoriiile B=12i+3j+4k vektoriiniin
a) skaler carpimini
b) modiilleri carpimini hesaplayiniz.
c) aralarindaki ac¢iy1 hesaplayiniz.

Cozim:

a) AeB=6%12+3%3+2%4
AeB =89

b) [A|=7 , [B[=13

\AHE\ =13%7 | \AHE\ =91

16



c) skaler carpimin tanimindan

AeB
Al|B

AeB =‘AH]§‘COSG = Cos0=

Cosezg = 0=12,04°

3.3.4 1ki vektoriin vektdrel ¢arpimi

Sag kartezyen koordinat sisteminde koordinat eksenlerinin birim vektorlerinin
vektorel carpimi asagidaki gibi yazilir.
inj=k , jri=k, jak=i , Kkaj=-i

kni=j , iAk=—j

Sag eksen sisteminde ifade edilen A ve B vektoriiniin vektorel carpimi olan
C vektorii asagida gosterilen determinantin agilimi yardimu ile hesaplanabilir.
A= Axf+ij+Azf< , B =Bxf+Byj+BZf(

AAB=(Ai+A j+Ak) A(Bi+B j+Bk)

AAB=[(A, D) A(B,D)]+[(A, D) A (B, )] +[(A,i) A (BK)]+

+[(A, ) ABDI+[(A, J) A B, DI+[(A, ) A (B,K)]+

(A, &) A (B, D] +1(A,K) A (B, DI +I(A,K) A (B,k)]

|
!

i

<
N

>
>

ov ]
I
® P> -
w > o
= >

Problem 3.3.3.1
A=6i+3j+2k vektoriiile B=12i+3j+4k vektdriiniin
a) C=AAB vektorel ¢arpimini
b) C vektorel carpim vektorii ile A vektorii arasindaki agiy1
¢) C vektorel garpim vektorii ile B vektorii arasindaki agiy1 hesaplayimiz.

Cozlim:
a)
i j K i j k
C=AAB=|A, A, A, , C=AAB=|6 3 2
B, By , 12 3 4
C=AAB=(3%4-2%3)i+(2*12—-6%4)j+(6*3-3*12)k
C=AAB=6i-18k

17



b)

e A =(6i —18K) e (6i +3j + 2K)
eA=6%6-18%2=0 oldugundan
vektorii A vektoriine diktir.

eolNeolNel

o B =(6i —18Kk) e (12i + 3] + 4K)
eB=6%12-18%4=0 oldugundan
C vektorii B vektoriine diktir.

eolNell

3.3.5 Ug vektoriin karisik ¢arprmi

Iki vektoriin vektorel carpimindan elde edilen vektdriin bir diger vektorle
skaler carpimina bu tli¢ vektoriin karisik ¢carpimi denir.
A=A i+A j+Ak

B=B,i+B j+Bk

C=C,i+C,j+C,k

Lineer cebirden bilindigi gibi bir Determinantta iki satirin yeri degisirse
determinantin isareti degisir , satirlarin yeri iki veya ikinin katlar1 sayisinda
degisirse determinantin degeri degismez . Bu bilinen 6zellikten faydalanarak
asagidaki esitlikler yazilabilir.

AO(E/\G)=EO(6/\A)=CO(A/\]§)

18



3.3.6 Bir vektoriin bir eksen lizerindeki 1zdiistimii

\Y
0
A
Va R
Vv, =\70fJA
V=V i+V,j+V,k

U,=U,i+Uj+Uk
V,=V,-U +V,-U +V, U,

Problem 3.3.6.1

V =12i +3j+4k vektoriiniin kartezyen koordinat eksenleri ile pozitif
bolgede esit acilar yapan ve pozitif bolgeye dogru yonelmis A eksenindeki
izdiisiimiinii ve bu eksenle yaptig1 agiy1 hesaplayiniz.

CoOzim :
vV, = VeU A
[zdiisiim alinacak eksenin birim vektorii bu eksen yoniindeki bir vektorii
modiiliine bolerek elde edilir.

. i+j+k _ 1+ 1= 1+
U, =—————— U, =——i+—j+—Kk
RN IENREIE BB
\Y :(12E+3j+412)-(li+lj+l12) VA VLI VU SR
’ NCRENCRN V3033
19
V, =—
B
- _ V,
V,=VeU, =|V|Cos® = cOsezW
19 0
Cos0 = = Co0s0=0,844 — 0=32,45
\/5*13

19



BOLUM 4

KUVVET SISTEMLERI

4.1 Kuvvetin tanimi1 ve vektorle gosterilisi

Bir cismin seklini veya hizin1 degistiren ve baska cisimler tarafindan uygulanan
fiziksel etkiye kuvvet denir.

Kuvvet dogrultu yon ve bir siddet igerdiginden vektorle gosterilebilir. Yalniz
aynm vektorle gosterilmesine ragmen kuvvet cismin farkli yerlerine
uygulandiginda fiziksel etkisi farkli olur. Bundan dolay1 kuvvet 6zellikle rijid
cisim mekaniginde vektor ve etki dogrusu ile birlikte diigtiniilmelidir.

Etki dogrusu

F Kuvvet vektorii
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4.2 Bir kuvvetin bir noktaya gore momenti

A

Mo

-
Mo = OA A F
OA A F|=|F|[0A| sin 0
0A|sino=h

Buradan ‘ﬁo‘:‘f?‘-h oldugu gériiliir.

=

Qo

I
;:1 > i e |
%'11 } e |
Res >

Mo =(A, -F,-A, E)i+(A, F,-A F)j+(A,-F,-AF)k

Problem 4.2.1
A(3,8,1) ve B(7,—4,4) noktalarindan gecen 130 N. siddetinde olan ve A dan B
ye dogru yonelmis F kuvvetinin O(0,0,0) noktasia gore momentini bulunuz.

Mo =OA AF
(ﬂ:3§+8j+ﬁ . F:‘F‘ﬁAB
— AB
Uas = —

AB  AB-0BOA
A8
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AB=(7i-4j+4Kk)-(3i+8j+k) , AB=4i-12j+3k

41253k g4 125 34
& +(-12)2 +32
F = 40i —120j + 30Kk
Mo = (3i +8j +K) A (40i —120] + 30k)

ﬁAB =

i j Kk
Mo=[3 8 1| , |Mo=360i-50j—680k
40 -120 30

4.3 Bir kuvvetin bir eksene gére momenti

A
M,
A F
B

M, :MA OﬁA
M, =U, ¢ (ABAF)

U, U, U,
M,=B,-A, B -A, B, -A,

F F F
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Problem 4.3.1
A(3,8,1) ve B(7,-4,4) noktalarindan gecen ve 130 N. Siddetinde olan F
kuvvetinin O0(0,0,0) ve C(2,6,3) noktalarindan gegcen A eksenine gore
momentini bulunuz.(koordinatlar metre cinsindendir.)
M, = Mo U A
Problem 4.2.1 den Mo =360i-50j—680k dur.

~ 0C 0 - 2i +6j+3K

U, =" , U, =207
* loc N S INPERpS

M, = (3607 -50] - 68012).(%{ +gj +%f<)
2 6 3 -1620

M, =360%=-50%——680%= , M, =——o
7 7 7 7

M, =-231,43Nm.
4.4 Bir kuvvet sisteminin bir noktaya gore momenti ve indirgeme

elemanlar1 ( Bir kuvvet sisteminin statik esdegeri)
Bir veya birden fazla sayida kuvvetten olusan sisteme kuvvet sistemi denir.

O

Bu n sayida kuvvetten olusan kuvvet sisteminin bir uzayin o noktasina gore
momentine bileske moment denir ve bu bileske moment her bir kuvvetin bu
noktaya gére moment vektorlerinin toplamina esittir.

MO = i(ﬁl /\Fi
i=1

Bu n sayidaki kuvvetin vektorel toplamina geometrik toplam denir.
R=>F,
i=l
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Elde edilen bileske moment ve geometrik toplamin her ikisine birden bu vektor
sisteminin indirgeme elemanlar1 denir.

Bir kuvvet sisteminde bir noktadaki indirgeme elemanlarindan faydalanarak
baska noktalardaki indirgeme elemanlarinin bulunusu:
Mo =3 QA AT,
i=1
QA, = QO + OA;
IVIQ :Z(Q—O+ai)/\f<}
i=l1

Mo =Mo +QO AR

Problem 4.4.1

Bir kuvvet sistemi A(5,-3,8) noktasindan gecen F, =10i +8j —14k ,

A,( 10,8,9)) noktasindan gegen E, =15i +22j +16k , A3(2,10,7) noktasindan
gegen F, = —6i +18j -9k ve A4(0,12,-4) noktasindan gegen F, =3i —20j -8k
kuvvetlerinden olusmustur. Bu kuvvet sisteminin

a) 0(0,0,0) noktasindaki indirgeme elemanlarini
b) Q(10,12,—6) noktasindaki indirgeme elemanlarini bulunuz.

Cozliim:
a)
— 4—» — — — — —
R=>F , R=F+F+F+F,
i=l1
R = (10i +8j —14K) + (151 + 22 + 16K) + (—6i + 18] — 9K) + (31 — 20 j — 8Kk)

R=(10+15-6+3)i +(8+22+18-20)j+(—-14+16-9—8)k
R =22i +28j —15k

—_ 4 _ - —_— —_— — —— —_ —_— — _ —
Mo =Y OAi AF, , Mo =0A| AF, +0A; AF, +OA; AF, + 0A4 A F,
i=1

OA; AF, =(5i —3j +8K) A (10i + 8 — 14K)

i j Kk
OA AF, =|5 -3 8 |=-22i+150j+70k
10 8 -14
i j Kk
OA> AE, =10 8 9|=-70i-25]+100k
15 22 16
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i j K
OA; AF, =2 10 7|=-216i-24]j+96k

—6 18 -9
i j Kk

OAs AF, =0 12 -4|=-16i-12j-36k
3 20 -8

Mo = (221 +150] + 70K) + (=701 — 25 + 100K) + (=216 — 24 + 96K) + (=161 — 12 — 36Kk)
Mo =(-22-70-216-16)i + (150 — 25— 24 —12)j + (70 + 100 + 96 — 36)k
Mo =—324i +89] + 230k

b)

R=>F , |R=22i+28j-15k
i=1
Mo =Mo +QO AR
QO =-10i —12]j + 6k
QO AR = (-10i —12j + 6k) A (221 + 28] —15Kk)

i j K
QOAR=|-10 -12 6 |=12i-18j-16k
22 28 -I15

Mo = (-324i +89j + 230K) + (12i — 18] —16K)
Mo =-312i +71j + 214k

4.5 Bir kuvvet sisteminin degismezleri

a) Bir kuvvet sisteminde kuvvetlerin geometrik toplami olan R noktadan
noktaya degismez.

b) Bir kuvvet sisteminde bileske momentin geometrik toplam tizerindeki
1zdlislimii noktadan noktaya degismez.

Ispat:

MQ OfJR =M, +®/\ﬁ)'ﬁR

(QOAR)eU, =0 (R ve U, aym dogrultuda oldugundan )

M, U, =M, U,

elde edilir.

Yukaridaki denklemin her iki tarafi ‘R‘ ile ¢carpilirsa

M, s R =M, R

esitligi elde edilir. Bu esitlikten Bileske moment ile geometrik toplamin skaler
carpiminin noktadan noktaya degismedigi anlasilir.
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Problem 4.5.1

Problem 4.4.1 deki kuvvet sistemi igin M, eR=M, ¢R esitligini
gercekleyiniz.

Cozlim:

R =22i +28j—15k

Mo = —324i + 89 + 230k
Mo =-312i +71j + 214k
o *R=(-312i+71j+214k) e (22i + 28 —15Kk)
o ®R=-312%22+71%28+214*(-15)
o * R =-8086
o ® R =(-324i +89j + 230Kk) # (22i + 28] — 15k)
o ® R =-324%22+89%28+230x(-15)

0o ®R=-8086) = |M,eR=M,eR=-8086

SR RRERR
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4.6 Dejenere kuvvet sistemleri

Bileske momentle geometrik toplamin birbiri ile skaler ¢arpiminin sifir oldugu
kuvvet sistemlerine dejenere kuvvet sistemleri denir.

M,eR=0

Bu esitlik ile asagidaki durumlarda karsilasilir.

46.1) M,=0, R=0 (sifiraesdeger kuvvet sistemi)

462) My,=#0, R=0

463) M,=0, R=0 (bileskeye esdeger kuvvet sistemi)

464) M, =0, R=0 (bileskesi olan vektor sistemi)

Diizlemsel , bir noktada kesisen ve paralel kuvvet sistemleri dejenere kuvvet
sistemleridir.

ol O

(kuvvet ciftine esdeger kuvvet sitemi)

4.6.1S1fira esdeger kuvvet sistemi
M, -0 R0

Sifira esdeger kuvvet sisteminde
1) Kuvvet sistemi tek bir kuvvetten olusmussa bu kuvvetin siddeti sifir olmali.
2) Kuvvet sistemi iki kuvvetten olusmus ise bu kuvvetler ayn1 dogrultuda ters
yonde ve esit siddette olmalidir.
3) Kuvvet sistemi ii¢ kuvvetten olusmus ve birbirine paralel degil ise bu kuvvet
sisteminin geometrik toplaminin sifir olabilmesi i¢in kuvvetlerin olusturdugu
poligon kapal1 bir liggen olmalidir. Bu kuvvet sisteminde bileske momentin sifir
olabilmesi i¢in bu {i¢ kuvvetin dogrultusu ayn1 yerde kesismelidir.
4.6.2 Kuvvet ¢iftine esdeger kuvvet sitemi

M, %0, R=0

Bir kuvvet sisteminde Geometrik toplam sifir Bileske moment sifirdan farkl
ise bu kuvvet sistemi tek bir momente esdeger olur. Bu moment vektoriine dik
diizlemlerde alinan kuvvet ¢iftleri ile de bu kuvvet sistemi temsil edilebilir.
Bir kuvvet sistemi tek bir momente esdeger ise bu noktadan noktaya degismez.
Mo =Mo +QO AR
ve R=0 oldugundan
Mo = Mo
olur.

4.6.3 Bileskeye esdeger kuvvet sistemi

M,=0, R=0

Eger bir noktada bileske moment sifir ve geometrik toplam sifirdan farkli ise
bu geometrik toplam sanki sistem tek bir kuvvetten olugsmus gibi bu sistemi
temsil edebileceginden bu geometrik toplama bu kuvvet sisteminin bilegkesi
denir.
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4.6.4 Bileskesi olan kuvvet sistemi
M,#0, R=0
Eger dejenere vektor sisteminde Bileske moment ve geometrik toplamin

her ikisi de sifirdan farkli ise bu iki vektor birbirine dik olmalidir. Bu vektor
sisteminin bileskesi bulunabilir.

4.7 Merkezi eksen

Bileske momentle geometrik toplamin ayni1 dogrultuda oldugu eksene merkezi
eksen veya vida ekseni denir.

Vida ekseni

Merkezi eksen tizerindeki bir nokta A(x,y,z) ve O(0,0,0) noktasindaki bileske
moment Mo =M,i+M_ j+M,k ise

Bileske momentin geometrik toplam iizerindeki izdiisiimii degismiyeceginden
My, = M, 'fJR

yazilabilir. M, =Mo o U,

Mg =M, -Ug, +M Uy +M,U,,

My =My -Up, i+Mp - Up, j+My-Ug, Kk

Bundan baska gegcis teoremi uygulanarak M, asagidaki gibi de yazilabilir.

IVIx = Mo + ﬁ A ﬁ

M. —Mo = R A OA

ol

i k
AOA =R, R,

=
~

y

X z

<

/\6X=(Ry -Zz—R, -y)er(RZ ‘x—R, 'Z)j-i-(Rx ‘Y-R; ~X)E
v ‘Z—-R, ' y=M; U, —M

X—R -z=My -U, -M
YRy x=My Uy, -M

X

y

~ 7 R A

z
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Problem 4.7.1
Problem 4.4.1 verilen kuvvet sisteminin merkezi ekseninin denklemini
bulunuz. merkezi eksenin yoz diizlemini kestigi noktanin koordinatlarini

bulunuz.
R =22i +28j-15k

A OA

, Mo =-324i +89] + 230k

=l
=

O:
R'UR

0o,

S 2 EIE
= > >
Il I Il

== 2| 2

_ 22i+28j-15k
t 2+ 28) + 15y
U, =0,5694i +0,7247j —0,3882k
M, = (-324i +89j +230K) ¢ (0,5694i +0,7247 — 0,3882k)
M, =-209,273
M, =-209,273-(0,5694i + 0,7247j — 0,3882K)
M, =-119,16i —151,66] + 81,24k
My — Mo =(-119,16i —151,66 + 81,24Kk) — (-3241i + 89 + 230k)
My — Mo = 204,841 — 240,66 j — 148,76k
RAOA =221 +28j—15k) A(xi+Y j+2Kk)

22 +28j-15k

J1493 ’

U , U

i j kK
RAOL=[22 28 -15
X Yy z

RAOMA=(282+15y)i +(~15x-222) j+(22y - 28x)k
(28z+15y)i+(-15x—222) j + (22y — 28x)k = 204,84 — 240,66 j — 148, 76k
28z +15y = 204,84
~15x— 22z = -240,66
22y —28x =-148,76
Bu Lineer denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti

0 15 28
A=|-15 0 -22/=15%(-22)%(-28)+28*(~15)*22=0
28 22 0

sifir oldugundan bu denklem sistemi birbirinden bagimsiz degildir. Bu denklem
sisteminin katsayilar matrisinde sifirdan farkli 2x2 lik determinant
bulundugundan bu denklemlerden ikisi birbirinden bagimsizdir.
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Bu denklemlerin herhangi ikisi birbirinden bagimsiz oldugundan bunlardan
herhangi ikisi verilen kuvvet sisteminin merkezi ekseninin denklemi olarak
alinabilir.

22y —-28x=-148,76
-15x-22z =-240,66

Merkezi eksen lizerinde x=0 da

22y—-28x=-148,76 = |y =-6,762
-15x-22z =-240,66 = |z=10,94

4.8 Paralel bagh kuvvet sistemi ve merkezi

Ya

A; ,my

(imi '@_imi :0A)AU=0

i=1 i=1
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Zn:mi-()—Ai
oG=4i__

2m,
i=1
OG=ti+nj+Ck

an:mi.xi Zl:mi.yi Zmi_zi
E=-5 ) n=-== Y

== ==
2m, 2.m; 2m,
i=l i=1

Problem 4.8.1

Paralel bagl bir kuvvet sistemi A;(3,7,12) noktasindaki 8kg lik m; kiitlesi ,
A(6,2,-8) noktasindaki 10kg lik m, kiitlesi ve A3(10,—4 ,—5) noktasindaki 3 kg
lik m; kiitlesinden olusmustur. Bu kuvvet sisteminin merkezinin koordinatlarini
hesaplayiniz.( koordinatlar cm. cinsinden alinmustir.)

g = il . &= m; X, +m,X, +ms;X;

= n
m, +m, +m
Zmi 1 2 3

i=1

_8*¥3+10%6+3*10

=5,43cm.
a 8+10+3 2

3
Zmi Yi
=

n=1 _my, +m,y, +m;y;

» N

zmi m1+m2+m3
i=1
8%7 +10%2 +3 % (—4)
= =3,05cm.
8+10+3 4
3
Sm, -z,
i= m,z, +m,z, +m,z
C 1 , qz 171 242 343

= n
m, +m, +m
zmi 1 2 3

i=1

8+10+3
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BOLUM 5

KUTLE MERKEZIi

5.1 Bir stirekli cismin kiitle merkezi

YA
A(x,y,z
d
G(En.C
2V
> X
O
Z
J.(ﬂdm
(ﬁ:v
Idm
\'%
OG=Ei+nj+Ck
dem jydm J‘zdm
_V _V _V
“= jdm ’ n= Idm ’ <= jdm
\% \% \%
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Problem 5.1.1

R yarigaph 2a tepe agili cember pargasi seklindeki homojen cismin kiitle
merkezinin koordinatlarini bulunuz.

Cozim:
y

A

< x=RCos0 :I

d/=Rd0 dm =pd/
dm=pRd6

x ekseni simetri ekseni oldugu i¢in

n=0 dir.
dem Txdm
€= - s E_):“:
'!.dm J‘dm

J‘ pRCos0® Rd6
_ pR*[Sina - (Sina)]

&=~ 8
r R[a - (—a
T prad PRIot ~ (-t)]
2
2Q: . .
E3:2pR Sina , E_,=0G=RS“‘°°
2pRa a
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Problem 5.1.2

Sekilde gosterilen dortte bir cember pargast seklindeki homojen cismin kiitle
merkezinin koordinatlarini bulunuz.

Cozim :
A
y
y =X dogrusu
G
A s
4
n i
O ¢ VX

Sekildeki dortte bir cember pargasi igin y =x dogrusu simetri ekseni
oldugundan

£-n- 206
Problem 5.1.1 den OG = R>n¢ a="
o 4
Rrsin (%)
0G-— 4 | pg-2R
n/4 T
2 242R 2R
T T

Problem 5.1.3

Sekilde gosterilen yarim cember seklindeki homojen cismin kiitle merkezinin
koordinatlarini bulunuz.

Cozim :

N a
B
O
o a
v
>
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y Ekseni simetri ekseni oldugu icin &=0 dir.

Problem 5.1.1 den n=0G = Xon¢
o
.
_RSIHE n_2_R
i n/2 -

Problem 5.1.4

Yiiksekligi h olan iiggen seklindeki homojen levhanin kiitle merkezinin

koordinatlarini bulunuz.

hA
dA = /dy dm = pdA
A A
h X 7 A dy
A
l Yy
\ 4 2
O a
h h
[ydm [yprdy p[yrdy
n—Ajdm , M=% . M=—5
J [pray p[ cdy
0 0
{ h-y a
—_—= — 5 f:—h—
2 h( y)
a 2 a h®> h’ ah’ 2
pff(hy—y )dy el an a
h p P p
__ "% h 2 3 h 6 6
n= S , M= , M=
aT(h d E(hz_ﬁ) Eﬁ paE
pho y)dy Py 5 P >
h
Tl=§
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Problem 5.1.5
Sekilde olgiileri verilen dik liggen seklindeki homojen levhanin kiitle
merkezinin koordinatlarini bulunuz.

yA
60mm
30mm. > x
Problem 5.1.4 den & :33—0 , 1M :%

Etomm] ,  [1=20mm

Problem 5.1.6
R yaricapli 2a tepe ag¢ili daire dilimi seklindeki homojen cismin kiitle
merkezinin koordinatlarin1 bulunuz.

Cozim:
y

A

x=3RcOse dA=%Rdz=%R2de

d/=Rd0 dm=pdA= p%RZdO

x ekseni simetri ekseni oldugu i¢in
n=0 dir.
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o

dem jxdm

g=A— , g=="
dm ¢
IJ; jdm
T gRCosO(lede) lpR3 T Cos0d6
3 2 3
g=== g=—0
o 1 , 2 1 , o
—R~"dO —pR° | dO
Joy 2R |
—a -a
1 3ras . 2 3gQ:
ng [Sina — (—Sina)] ng Sina
&Z 1 5 b g: pR2a
EPR [o - (—a)]
g_o'—'G_%RSilla
3 a

Problem 5.1.7

Sekilde gosterilen dortte bir daire dilimi seklindeki homojen cismin kiitle

merkezinin koordinatlarini bulunuz.

Cozlim :

n
O & 'X
Sekildeki dortte bir daire dilimi i¢in y =x dogrusu simetri ekseni
oldugundan
E=n= g(ﬁ
Problem 5.1.4 den 0G = 2 RSin¢ a="2
3 a 4
o RSin(-) L
oG-2 . 0G- 42R
3 =m/4 3n

V2 42R 4R

e ™

y=x dogrusu
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Problem 5.1.8
Sekilde gosterilen yarim daire dilimi seklindeki homojen cismin kiitle
merkezinin koordinatlarini bulunuz.
Cozim :
y

A

G

T T

22 R
O X

y Ekseni simetri ekseni oldugu icin =0 dir.

Problem 5.1.4den n=0G = 2 RSina,
3 a
. T
_2RSln5 TR
"2 In

Problem 5.1.9
Sekilde gosterilen R taban yarigapli yarim kiire seklindeki homojen cismin
kiitle merkezinin koordinatlarini gosteriniz.

Cozlim:

dm = pzr’dz m=pV

X

yoz diizlemi simetri diizlemi oldugu igin & =0 dir.
x0z diizlemi simetri dlizlemi oldugu igin n =0 dir.
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_V _ _
C— jdm ° C_ R s C.a_ R
] jpnrzdz pnjrzdz
0 0
R 4 4
p n_[ (ZR2 -7 )dz p n(& _ R7)
R
prf(R* -7 )z pm(R® -3
0
R4
PW(T) 3
C: 2 s C):gR
pr( R

5.2 Bilesik cismin kiitle merkezi

Bir bilesik cismin kiitle merkezi bu cismi olusturan cisimlerin kiitle
merkezleri bulunduktan sonra daha 6nceden ¢ikarilan paralel bagl vektor
sisteminin merkezine ait olan formiillerle hesaplanir.

> m, -OA;
(‘)E: i=1

2m,
i=1
OG=£i+nj+Ck

Zmi'xi Zmi'yi
E=-+ , M=-

n
Sm, z,
_n— _n— , g _ =l
Sm, Sm,
i=l1 i=l1

- n
Sm,
i=1

Eger bilesik cismi olusturan cisimlerin yogunlugu ayni ise yukaridaki
denklemlerde m, =pV, yazilabilir ve p lar toplam disina alinip

kisaltilabileceginden dolay1 asagidaki esitlikler elde edilir.
Zn:Vi'Xi Zn:Vi'yi Zn:Vi'Zi

il n=il =il
DV DV DV,
i=1 i=1 i=1

39



Problem 5.2.1
Homojen fakat farkli kalinliklardaki levhalardan sekildeki tarali alan gibi
olusturulmus cismin kiitle merkezinin koordinatlarin1 hesaplaymiz.

y A
V4 daire dilimi kalinlik 1mm.
kalinlik 2mm. 5
3
1
30
4
45 30 X
90 kalinlik 3mm.

/ 90 56

z
(Olgiiler mm. cinsindendir. )
2
2=y, =Ry, 2200 IR A=2025n
3n 3n T 4
x |Y z A M=pA mx my mz
1 13030 0 4050 | 4050 121500 | 121500 0
2 110]10 0 -450 | -450 -4500 | -4500 0
3 | 0]120/m|120/m| 20251 | 4050% 0 | 486000 | 486000
4 | 0] 15 22,5 |-1350 |-2700 0 | -40500 | -60750
5 14510 45 8100 | 24300 1093500 0 | 1093500
6 |10] 0 15 -675 -2025 -20250 0 | -30375
> 16036,7 | 35898,45 | 1149750| 562500 | 1488375
6
Zmi X;
E=E—, gD Eo32,05mm]
35898.45
2m,
ézl
MY 562500
_ =l _ =1 .
L © M7 3sgegas’  (MT1567mm
2m,
26:1:1
m,; -z;
= MB8T5 o,
35898,45
2m,
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Problem 5.2.2
Sekilde gosterilen i¢i dolu homojen cismin kiitle merkezinin koordinatlarini
hesaplayiniz.

( Olgiiler cm. cinsindendir. )

2
2, =4+ R 0 47003em. , v, =Ry
: 3n : 4 2 4

V, = 756m = 2375,04cm’

X|y z \Y Vx Vy Vz

1112110,5] 21 21168 254016 | 222264| 444528
121 10,5(47,093 | 2375,04 | 28500,5 |24938 | 111848
3112] 14 6 -1890 -22680 | -26460 | -11340
> 21653,04 | 259836,5 | 220742| 545036

ZV. - X.
e 259836,5
= 1=l R == =12cm.
2V
i=1
3
2V, 220742
== = , =10,2cm.
i=1 l
3
2V 545036
=1 , &= ,  [¢=2517cm.
iv 21653,04
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BOLUM 6

STATIK

6.1 Giris

Statik kuvvetler etkisinde cisimlerin denge kosullarini inceleyen bilim
dalidir. Bu tanimlamada ad1 gegen kuvvet , cisim ve denge terimlerini
aciklayalim.

Kuvvet: Ele alinan Cisme bagka cisimler tarafindan uygulanan ve cismin
hareket veya denge durumlari ile seklini degistiren etkiye kuvvet denir.
Kuvvetler etkinin cinsine gore : Temas etkisi (yiizey kuvvetleri) ve uzaktan
etki ( hacim kuvvetleri) olmak tizere ikiye ayrilir.

Dengesi incelenen cisimle temasta olan mafsal,mesnet,kablo,cubuk gibi diger
cisimlerden gelen kuvvetler yiizey kuvvetleridir.

Uzaktan etki kuvvetlerine ornek, agirlik kuvvetleri, magnetik ve elektriksel
alanlardan gelen kuvvetler verilebilir.

Kuvvetler cisme etki bolgesine gore: I¢ kuvvet dis kuvvet seklinde ikiye
ayrilir.

7

Sekilde gosterilen F, , F, , F,, F, kuvvetleri dis kuvvetler, F ve —F

kuvvetleri ise i¢ kuvvetlerdir. I¢ kuvvetler sekilde gosterildigi gibi cismin
icinde varoldugu diisiintilen bir kesitte olusur.Bu hayali kesitle cisim iki
parcaya ayrilir. Olusan bu iki ayr kesitteki i¢ kuvvetlerin etki tepki ilkesine
gore siddet ve dogrultular1 ayni1 yonleri zittir.
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Kuvvetler cisme mesnetler ve diger cisimlerden uygulanma durumuna gore :
Bilinen kuvvetler (aktif kuvvetler) ve mesnet veya baglardan gelecegi
diisiiniilen tepki kuvvetleri (reaktif kuvvetler) olmak iizere ikiye ayrilir.

Aktif kuvvetler: Agirlik kuvvetleri veya cismin zorlanma kosullarina gore
bilinen dis kuvvetlerdir.

Tepki kuvvetleri : mesnet,mafsal, kablo, cubuk gibi diger cisimlerin
uyguladiklar1 kuvvetlerdir. Bu tepki kuvvetlerinin tam zitt1 dengesi incelenen
cisim tarafindan diger cisimlere ayni sekilde etkir.

Siirtiinmesiz temaslarda tepki kuvveti temas ylizeyine diktir.

Iki boyutlu mesnet ve baglar ile bunlardan cisme gelen tepki kuvvetleri:

Yuvarlanan elemanlar ~ kavisli yiizey siirtinmesiz ~ kayma ylizeyine
ylizey dik tepki kuvveti

Cubuk dogrultusunda hareket edebilen tepki kuvveti hareket

bilezik ve buna mafsalli diger cubuk dogrultusuna dik
(@ Pyom
/ 4/\ (////
Kanal dogrultusunda hareket kanal dogrultusuna dik
tepki kuvveti
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©

[ ]
]
Sabit silindirik mafsalli Tepki kuvvetinin dogrultusu
bilinmiyor.
y I
R, X
Ry
Piirlizli ylizey Yiizey tepkisinin dogrultusu
bilinmiyor
y A
e ..
N Mo
R,
Ankastre mesnet Bilinmeyen kuvvet ve siddeti

bilinmeyen moment
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Ug boyutlu mesnet ve baglar ile bunlardan cisme gelen tepki kuvvetleri:

tek noktadan kiireye temas

y “ &

Sirtiinmesiz temas

oy S

temas ylizeyine dik tepki kuvveti

temas ylizeyine dik tepki kuvveti

y

Piirtizlii yiizeyde ray lizerinde iki dogrultuda bilinmiyen
Yuvarlanan tekerlek  yuvarlanan tekerlek tepki kuvveti
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Ya
Ry
—>—>x
Ay AW -
Ry
z
Piiriizli yilizey kiiresel mafsal ic dogrultuda bilinmiyen

tepki kuvvetleri

Kiiresel mafsalin ayritili sekli y I

y 4 Y

> p—»X
| R./ R M,
M,
z
ankastre mesnet li¢ dogrultuda bilinmiyen tepki kuvveti

ve li¢ dogrultuda bilinmiyen tepki momenti
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Universal kavrama ti¢ dogrultuda bilinmiyen kuvvet ve
bir dogrultuda bilinmiyen moment

Iki dogrultuda bilinmiyen kuvvet ve
iki dogrultuda bilinmiyen moment

Eksenel dogrultuda hareket edebilen silindirik mafsal
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A 4

M,

z
Ug dogrultuda bilinmiyen kuvvet ve
Iki dogrultuda bilinmiyen moment

Eksenel dogrultuda hareket yetenegi olmayan silindirik mafsal

Bunlardan baska ip kuvveti ip dogrultusundadir. Birde agirliksiz olup ug
noktalarindan siirtiinmesiz mafsalli ve u¢ noktalar1 disinda yiik tasimiyan
cubuklardan gelen tepki kuvvetleride ¢ubuk dogrultusunda kabul edilir.

6.2 i¢ kuvvetler ve kesit zorlar1

I¢ kuvvetlerin cismin bir kesiti i¢indeki bilesenlerine kesit zorlar1 denir.
Kesite etki eden kuvvetin kesite dik bilesenine Normal kuvvet denir.

Kesite etki eden kuvvetin kesit i¢indeki bilesenine Kesme kuvveti denir.
Kesite etki eden momentin kesite dik bilesenine Burulma momenti denir.
Kesite etki eden momentin kesit i¢indeki bilesenine Egilme momenti denir.

6.3 Statigin temel ilkelerinin gegerli oldugu referans sistemleri
Orijininde giines bulunan ve yildizlara dogru yonelmis koordinat sistemlerine
Newton veya Galileo eksen sistemleri denir. Statigin temel ilkeleri bu eksen
sitemlerine gore gecerlidir.

Bir Newton eksen sistemine gore sabit hizda 6teleme hareketi yapan diger
eksen sistemleri de Newton eksen sistemidir.

Herhangi bir cisim Newton eksen sistemine gore hareketsiz veya sabit hizda
oteleme hareketi yapiyorsa bu cisim dengededir denir.
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6.4 Bir maddesel noktanin kuvvetler etkisinde dengesi

Bir maddesel noktaya etki eden biitiin kuvvetler ayn1 noktada kesiseceginden
dolay1 bu kuvvetlerin geometrik toplaminin sifir olmasi denge i¢in gerek ve
yeter kosuldur.

R=0

R=YF i+Y F j+> FKk
YF, =0, >YF =0, >F=0

6.5 Bir rijid cismin kuvvetler etkisinde dengesi
Bir rijid cisme etki eden kuvvvet sisteminin sifira esdeger olmasi bu cismin
dengesi i¢in gerek ve yeter kosuldur.
R=0 , YM,=0
YF, =0, >F =0, >F=0
DM, =0, >M,=0, Y»M,=0
Boylece en genel durumda ti¢ boyutlu kuvvetler etkisindeki bir cismin
dengesinde denklem sayisi alt1 olur. Bu denklemlerden alt1 bilinmiyen

¢oziilebilir. Ug boyutlu kuvvetler etkisinde dengesi incelenen cisimde
bilinmiyen sayis1 altidan fazla ise boyle sistemlere hiperstatik sistemler denir.

6.6 Rijid cisim sisteminin kuvvetler etkisinde dengesi

Bir rijid cisim sistemine etki eden kuvvet sisteminin sifira esdeger olmasi
denge i¢in gerekli fakat yeterli kosul degildir. Bundan dolayi rijid cisim
siteminin elemanlarina ayrilarak incelenmesi gerekir.Her bir eleman icin sifira
esdegerlik kosulu ve birlesme noktalarinda etki tepki ilkesi gozoniine
almarak ¢oziime gidilir.

6.7 Diizlemsel kuvvetler etkisinde cisimlerin dengesi

Eger cisme etki eden dis kuvvetler ve mesnetlerden gelen tepkiler ayni
diizlem i¢inde ise incelenen problem diizlem statik problemidir.
Ayni diizlemde bulunan kuvvetlerin momenti bu diizleme dik olacagindan
dolay1 bu durumda R=0 , > M,=0 sifiraesdegerlik kosulu asagidaki

gib1 yazilabilir.

YF, =0, >F =0, >M,=0

Boylece diizlemsel kuvvetler etkisindeki bir cismin dengesinde denklem
sayisi lice inmis olur. Bu denklemlerden ii¢ bilinmiyen ¢oziilebilir. Diizlemsel
kuvvetler etkisinde dengesi incelenen cisimde bilinmiyen sayisi tligten fazla
ise boyle sistemlere hiperstatik sistemler denir.
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Problem 6.7.1
1000 kg kiitleli bir sabit ving 2400 kg kiitleli bir cismi kaldirmakta

kullaniltyor. Ving A da sabit B de kayici mafsal ile mesnetlenmistir.
Vincin kiitle merkezi G dir. A ve B mesnetlerindeki tepkileri bulunuz.

1 AAO/ G 2400kg
A
1,5m /

P 2m P 4dm |
Cozim:
Ya
RAy“ \ 4
2400g
RAX A: .
Y1000g
1,5m
RBX B X
- 2m 4m >

B deki mesnet kayici mafsal oldugu i¢in y ekseni dogrultusunda kuvvet
tasityamaz. Bundan dolayr B mesneti sadece x ekseni dogrultusunda tepki

kuvveti uygulayabilir.
Ry, =0

2F =0 = RAX+RBX:0
ZFy =0 > RAy —1000g —2400g =0
M, =0 = RBX*1,5—10009*2—24009*6:0
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Bu esitliklerden

Re, =107,256kN

R,, =R, =-107,256kN

R, =33,354kN
Yy

R, =+/(~107,256)" +(33,354)’ R, =112,32kN

Problem 6.7.2

Hareketli bir kol C ye baglanmis bir kablo ve A ile B deki siirtiinmesiz
tekerlekler yardimiyla dengede tutuluyor. Sekildeki

yiikleme halinde
kablodaki kuvveti ve A ile B deki tepkileri hesaplayiniz.

475mm 75mm 50mm
600N 1R
A 4
O %
B C/ 90mm
Ao — v
Cozlim:
475mm 75mm 50mm
600N A
SC
A 4
- >0 &) A
R, B C / 90mm
AQ< —lm—Y

A ve B mesnetlerinde siirtiinme olmadigi i¢in buradaki tepkiler yatay
dogrultudadir.
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IF,=0 = R;-R,=0

IF, =0 = S.-600=0

IM. =0 = R, *90-600%600=0
Bu ii¢ denklemden
R, =4000 Newton| , [R; =R, =4000Newton
Sc =600N

bulunur.

Problem 6.7.3

Yay katsayis1 k olan AC i¢ yay1 0 = 60° iken dogal uzunlugundadir.

a) Sistemin denge durumunda 0, W , a ve k arasindaki bagintiy1 bulunuz.

b) Denge durumunda W=80N , a =300 mm ve 6 =25 oldugu bilindigine
gore yay katsayist k y1 hesaplayiniz.

Cozim:
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a)
2F,=0 = Fcosd-N=0

SF,=0 = Fsind-W=0

Bu iki denklemden F = w

sin@
esitligi bulunur. Ayrica F yay kuvveti F =k#*As denklemi ile hesaplanir.
Yaydaki kisalma As= 2 =— a , As=a(2- ! )
cos60” cos@ cosd
1

F=ka(2-

( cosé?)
ka(2-— ! )= W , 25in9—tan9=ﬂ

cos@  sinf ka
b) W 80

- , k=
a(2sind—tano) 300(25in25°—tan25°)

[k =0,704N/mm| |k =704N/m

Problem 6.7.4
Asagida gosterilen gergeve kiiclik bir yapinin ¢atisini desteklemektedir.
Kablodaki gerilme kuvvetinin 150 kN oldugu bilindigine gére E ankastre

mesnetindeki tepkileri bulunuz.

D
© yy
2,25m
A B || C
| o o "
o o A
v v 1 v
20kN 20kN 20kN 20kN
3,75m
1,8m 1,8m 1,8m 1,8m
< > > >ie —>
E I
v

4,5m

A
v
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Cozim:

20kN

1,8m

» »ld »
l > »

A

IR =0 = R +150cos6=0
IR =0 = R -20%4-150sin0=0
M =0 = M +20*(1,8+2*1,8+3*1,8+4%1,8)—4,5%150%sin6 =0

cosé’zi , sinezg , DI =4/4,5>+6> , DI =7,5m
Dl Dl

cos:9:4’5 , c0sd=0,6
7,5

. 6 :

sinf=—, sinf=0,8
7,5

Re, =—150%0,6 , Re, =—90kN

Re, =20#4+150%0,8 , [R. =200kN| R = J(=90)" +(200)  [R; =219,4kN

Mg =—20%(1,8+2%1,8+3%1,8+4*1,8)+4,5%150%0,8 =0
M. = 180kNmM.

6.8 Ug boyutlu kuvvetler etkisindeki bir rijid cismin dengesi ile
ilgili uygulamalar

Eger cisme etki eden dis kuvvetler ve mesnetlerden gelen tepkiler ayni
diizlem i¢inde degil ise incelenen problem uzay statik problemidir.

R=0 , > M,=0 sifiraesdegerlik kosulu asagidaki gibi yazilabilir.
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D F=0
>F, =0, >F =0, >F=0
DM, =0, YM,=0, >Y>M,=0

Problem 6.8.1
120kg kiitleli ve 1.5m x 2.4m boyutlarindaki dikdortgen seklindeki bir

reklam panosu A da kiiresel mafsal E ile B de birer kablo yardimi ile sekildeki
gibi tesbit edilmistir. Kablolardaki kuvvetleri ve A mafsalindaki tepki

kuvvetini bulunuz.

Ya

Cozim:
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sifira esdegerlik kosulu
YF=0 = S +Sp+R,+W=0

>M,=0 = AEAS, +ABAS, +AGAW =0

~ - - EC = (0-18)i +(0,9-0)] + (0,6 —0)k
Sec =SecUee UECZE » Uge = \/( 18)2 0.9% + 0.6

-4 + 5 + s
- 18 +0,97+0,6k - 6- 3+ 2- = 6. = 3. «~ 2. -
U, = o , U :—7| +7J+7k » Sec :—7SEC| +7SECJ+7SECk
- - - BD = (0-2,4)T+(1,2-0)] +(-2,4-0)k
Sep = SepUep > UBD_@ » Ugp = \/( 24)2 L2 424

N + D + s
- 2,47 +1,2]-2,4k - 2. 1+ 2-
Ugp =— : . , Ugp=-Zi+=-]-2k
BD 3.6 BD 3 31 3
§BD:—§SBDT+%SBDT—§SBDE , Ra=RJi+R,j+Rk , W=-120g]
AE=187, AB=24i, AG=1,2i-075]
>M,=0 = AEAS, +ABAS, +AGAW =0

O\Ol

s 3 - 2 — - 2 e 1 - 2 —
1,81 /\( Secl +7SECJ +7SECk)+2,4| A(_ESBDI +§SBDJ —ESBDK)JF

+(1,27 —0,751)A(—1zog =0
3

1,8*78 —1,8*%SEC]+2,4*%SBDIZ+2,4*§SBD]—1,2*120gIZ:6
3,6 (- 2,4 5,4
> M, = TSEC)1+(TSBD+ ; See —1449)k =0
4’8530—3’6SEC o 4,SSBD_3,6SEC 0
3 7 3 7 14,4
N = —S_. =288¢
2,4 5,4 4,8 10,8

TSt e TIHOS0 e oS =285

S.. =140g , SBD:459 , [Sec =1373,4N] , [S,, =441,45N

ZF _(__SECI T2 SECJ +- SECk)+( _SBDI +3SBDJ SBDk)+
+(RT +Ryj +Rzk)+(—1209 =0
~ 6 2 - 3 1 - 2 2 ~
D F= (—75EC —ESBD +R))i +(75EC +§sBD +R, —1209)] +(7SEC —ESBD +R)k =0
6 2 6 2

_7SEC _ESBD+RX =0 = _71409_5459+Rx =0 = Rx =15()g
3 1 3 1

ZSec +3S; +R,~1200=0 = 1409+ 1450 +R, ~120g=0 =  R,=450
2 2 2 2

7SEC —ESBD+RZ =0 = 71409—5459+RZ =0 = R, =-10g
R, =1471,5N Ry=441,45N R, =-98,IN
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Problem 6.8.2

450 N luk bir yiik sekildeki gibi biikiilmiis bir rijid borunun C kdsesine
uygulanmistir. Boru A da zemine ve D de diisey duvara kiiresel mafsal ile E
de ise EG kablosu yardimu ile tesbit edilmistir.

a) EG kablosundaki gerilme kuvvetinin minumum olmasi i¢in kablonun kars1
duvara baglandig1 G noktasi nerde olmalidir.

b) Bu durumdaki minumum kablo kuvvetinin siddetini bulunuz.

vA
G
D
A
E
2m 2m 4m
v P
: v .
l 7 X
i 2m
A I
yd 4m g
/‘ 7/
z‘/
Cozim:
yA
G (x,y) Ro,
§EG RDX / _
A
D
B E C RDy
2m 2m .~ 4m
/
_/
./ —
/'/ ,P
e I
0Lz : Y 3 X
i 2m
FEAX |
1A 4m Z
7Ry, RAy
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S¢; kablo kuvvetinin minumum olmasi i¢in kablonun dogrultusu ayni
kuvvetle AD eksenine gore en biiylik momenti verecek sekilde olmali yani
AD ekseni ile E noktasinin olusturdugu diizleme dik olmalidir.
EDAAD=1EG olmal

EG=(x-2)T+(y-4)j—-2k , ED=27 -2k , AD=4i +4] -2k

i J K
EDAAD=[2 0 -2/ , EDAAD=8i-4]j+8k
4 4 =2
81 —4] +8K = A(x-2)T + A(y —-4)] - 24k
A(x—-2)=8 A=-4 —
Ay-4)=-4 = -4x+8=8 = :5
21=8 —4y+16=—-4 Y=
ZMADZO = (BEAgEG).UAD+(66Aﬁ).UAD:O
DE = 27 +2k , DC =2k , 52—45017 ) §EG:SEGUEG
- EG - 27 +j-2k - 2. 1. 2-
Uy =— Ug = > JZ > Ug =—3i+51-2k
EG JE2P P +(=2) 3373
— 2 0 1 g 2 e
SEG :__SEGI +§SEGJ _ESEGk
. AD . 47 +47 -2k - 2. 2. 1-
Up =— > Up = J > Up=ZT+51-7K
[AD J# + 4 4 (22) 3033
—_ — - — 2 - 1 - 2 e
DE A Seg = (=27 +2K) A (= Seol +55e6 ] = Seok)
i j K
DEAS.=| =2 0 . DEAS., =-2s.i _sEGj_gsEGE
2 1 2
_ESEG ESEG _gsEG

DC AP =2k A—450] , DC AP =900i
—— = - T—~ o~ =g - 2 g 8 b d 2 g 2? - 1*
(DEASg;)eU,, +(DC AP)eU :[(_ESEG +900)1 _§SEGJ _ESEGk)].(gl +§J —gk)zo

4 16 2
—gsEG +600—FSEG +§SEG =0

~2S. +600=0 = See =300N
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Problem 6.8.3

A da ankastre mesnetli ABCDE cismi sekildeki gibi yiiklenmistir.
a) A ankastre mesnetindeki tepkileri hesaplayiniz.
b) A ya cok yakin x eksenine dik kesitteki kesit zorlarini bulunuz.

E F,=200N

Fi=200N D

F3 = 350N

E F,=200N

F; =200N D

F; =350N

stfira esdegerlik kosulu

»F=0 = R, +F+F+F+F =0

>M,=0 = M,+ADAF +AEAF, +ACAF, +ACAF, =0

F, ve F, kuvvet ¢ifti oldugundan geometrik toplam sifir bileske momenti
ise 200%20 ] dir.

F, =350 , F,=-250] , AC=40i+20k

D F=R,+350i-250]=0 = |R,=-350i+250]

DM, =M, + (407 +20k) A (3507 —2507) =0, (M, =-5000i —11000] +10000k
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b)

A da ki x eksenine dik kesitteki normal kuvvet R, kuvvetinin kesite dik
bilesenidir.

normal kuvvet = [-350N]( Bu kuvvet cismi ¢ekmeye calistigindan pozitif
alimmalidir.)

A da ki x eksenine dik kesitteki kesme kuvveti R, kuvvetinin kesit igindeki
bilesenidir.

kesme kuvveti = 250N.[250N]

A da ki x eksenine dik kesitteki burulma momenti M, momentinin kesite
dik bilesenidir.

burulma momenti =[-5000Ncm]

A da ki x eksenine dik kesitteki egilme momenti M, momentinin kesite
icindeki bilesenidir.

egilme momenti =-70007 + IOOOOIZ‘

egilme momenti =|v/7000% + 10000 =12206,6Ncm
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BOLUM 7

SURTUNME

7.1 Siirtiinme ve siirtinme katsayisi

f

R/ 0 |N

Yukardaki sekillerde gosterildigi gibi egim agis1 6 olan bir egik diizlem
izerine birakilan bir cismin 0 nin belli degerlerine kadar dengede kaldig1
bilinir. Ayni sekilde yatay diizlem tlizerine birakilan bir cisme yatay
dogrultuda bir P kuvveti uygulanirsa P nin belli degerlerine kadar cismin
dengede kaldigi bilinir. Biitiin bunlarin nedeni temas eden yiizeyler
dogrultusunda tepki kuvvetlerinin olusmasidir. Bu kuvvetlere siirtiinme
kuvvetleri denir.

f=Ntan 6

Stirtiinme kuvvetinin maksimum degeri birbirlerine temasta olan cisimlerin
cinslerine ve temas ylizeylerinin 6zelliklerine baghdir.

dengede kalmak sartiyla 0 nin en biiyiik degerinin tanjantina siirtiinme
katsayis1 denir ve  ile gosterilir.

u=tan emaks. , f =uN

maks.
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Problem 7.1.1 6=60° egim ac1li egik diizlem ile iizerindeki W = 100 N.
agirligindaki cismin siirtiinme katsayis1 x =0.4 dir. P kuvvetinin hangi

degerleri arasinda cisim egik diizlem tizerinde hareketsiz kalir. Bu sinir
degerlerdeki siirtiinme kuvvetinin degerleri nedir.

Cozim:
Cismin agag1 dogru kaymamasi i¢in gerekli olan en kii¢iik P kuvveti P_
dir.Bu durumda siirtiinme kuvvetinin yonii yukar1 dogrudur.

X

x ekseni egik diizlem dogrultusunda ve y ekseni buna dik dogrultuda alinip
bu diizlemde denge denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.

Zszo = P.+f-Wsin0=0 (1)

YF,=0 = N-Wcos6=0 = N=100cos60” , N =50Newton
f=uN = =0,4%50, |f =20 Newton

P =—f+Wsin0, P_. =5043-20, [P_. =66,6Newton
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Cisim yukar1 dogru ¢ikma meyilinde ve hareketsiz durumda en biiyiik P
kuvveti P

m aks.

dir. Bu durumda siirtiinme kuvveti asagi dogrudur.
X

Bu durumda siirtiinme kuvvetinin yonii degistiginden sadece birinci denklem
degisir.
YF =0 = P

m aks.
P

 =503+20, [P

m aks.

-f-Wsin6=0 = P, =f+WsinO

=106,6 Newton| , 66,6 Newton < P <106,6 Newton

7.2 mesnetlerdeki stirtiinmeler

Mesnetlerde temas yiizeyi belli ise siirtlinme kuvveti bu ylizeye tegettir. Eger
mesnet mafsal seklinde ve temas ylizeyi bilinmiyorsa ise siirtiinme momenti
g0z Oniine alinarak islem yapilabilir.

Problem 7.2.1 Sekilde goriilen hareketli konsol 10 cm. ¢apindaki bir
borunun iizerinde istenilen bir yiikseklige konulabilmektedir. Konsolla boru
arasindaki siirtlinme katsayis1 g = 0,25 olduguna gore , konsolun agirligini
thmal ederek W ytikiiniin taginabilecegi en kii¢iik X uzakligini bulunuz.

| X

20 cm.

63



Coziim

20 cm.

f,=uN, , f.=uN, , f,=025N, , f,=0,25N,
YF=0 = N;-N,=0 = N;=N,

SF=0 = f+f-W=0 = f,+f =W = fA:fB=V?V

Ny =N, =2W
dDMy=0 = 20N,-10f, —(x-5W =0
o 20N, —10f, +5W
W

20N, —10 f, =W X+ 5W =0

W
20%2W —10%=+5W AOW — W + W

X= , X
w W

X =40cm.

9

Problem 7.2.2 Sekildeki mekanizmada Bilezik ve ¢ubuk arasindaki siirtlinme
katsayist x=0,4 ,0=60"ve P =200 N. oldugu bilindigine gére mekanizma
kranka uygulanan M momentinin hangi degerlerinde dengededir.

A
Y o M
-
100 mm.
0
v
B 100 mm.
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Cozim:

yA f{{|P
N N
ke
RAyn
yum ):'CA BAY SC #X
J M
100 mm. S¢
‘\ve
A\ 4
B
100 mm.

C Bileziginin yukari1 dogru kayma baglangicinda dengesi icin :
f=uN , f=0,4%N

ZFX=O = Sccos0-N=0 = N=S.cos® , f=0,4S;cos6
ZFyzo = Sgsinf-f-P=0 = S.sin6- 0,4S.cos6—-P =0
P 200

Sc(sin@— 0,4cos0)=P = S =

sinf— 0,4cos0 ° ” §in60° — 0,4 cos 60°
S. =300,289 N.
AB ¢ubugunun dengesi igin :

dDM,=0 = M, —100S.cos0=0 = M, =100S; cosd

maks. maks.

M__. =100%300,289cos60° , [M =15014,5Nmm.

maks maks.

C Bileziginin asag1 dogru kayma baslangicinda dengesi i¢in :
Bu durumun yukaridaki sekilden farki siirtiinme kuvvetinin yonii yukari
dogrudur.
Y F =0 = S.sinf+f-P=0, S sin0+ 0,45, cos6—-P =0
P 200

S.(sinB+ 0,4cos0)=P = S, = , Se =
c( ) ¢ sinO+ 0,4cos0 ¢ sin60° + 0,4cos60°

S. =187,613N. M_. =100S.cos0 , M_ =100%187,613cos60°
M, =9380,6 Nmm. 9,38Nm.<M <15,01Nm].
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7.3 Halat veya kayis kasnak stirtlinmesi

2

Silindirik yiizey tizerine sarili halattan alinan diferansiyel elemanda

D> F, =0 = (s+ds)Cos(d6/2)—s Cos (d0/2)—df =0

D> F,=0 = dN-(2s+ds) Sin (d6/2) =0 denklemleri yazilabilir.

Cos (d6/2) =1, Sin (d6/2) =(d6/2) ve df=p dN oldugu bilindigine gore

ds=df , dN=sdB , ds=usdb yazlabilir.

ds _ udo Sl%= que , 3= uo Si_et| elde edilir.
0

S, S, Sy

S

Bu ¢agda kayis kasnak sistemlerinde diiz kay1s yerine daha ¢ok asagida
gosterilen kesiti V seklinde olan V kayislar1 kullanilir.

ssind—e , (s +ds)sin@
2 2

V kayish kayis kasnak sistemlerinde kayisin her iki yan ylizeyinde temas
oldugundan diferansiyel elemanda siirtiinme kuvvetinin iki katt alinir.Normal
kuvvet yerine 2dNsin /2 alinarak diiz kayis i¢in yapilan iglemler tekrar
edilirse

S . veq e
—L = to/sinB2 1 formiilii bulunur.
s2
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Problem 7.3.1 Bir gemiyi rihtimda durdurmak igin kullanilan halatin
halka seklinde olusturulmus kismi iskele babasina takilir.Halatin diger
ucuna gemideki babanin etrafina 4 kere sarildiktan sonra kuvvet
uygulanir. Halata geminin uyguladigi kuvvet 20kN dir.

gorevlinin uyguladigi kuvvet 40N olduguna gore halat ile baba denilen
silindirik cismin yanal ylzeyi arasindaki sturtinme katsayisini bulunuz.

Coziim:

.S, = 20kN.
S1 a
S—=e“ , S, =20kN.=20000N. , a=4#*2n , oa=28n
2
%:eg"” , 500=¢"* = In500=In€""* = In500=8nu
ﬂ:1n8500’ =024
T
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Problem 7.3.2 Bir elektrik motoru ile iiretilen 60 Nm. lik bir momenti iletmek
icin bir yass1 kayis kullanilmaktadir. Kayis sekilde goriildiigii gibi 12 cm.
capli motordaki kasnaktan aldig1 momenti iletmektedir. Kayisla kasnak
arasindaki statik siirtinme katsayis1 0.3 diir. Kayisin her iki kismindaki
cekmenin , kayma olmasini engelleyecek en kiigiik degerlerini bulunuz.

Cozlim:

Kayistaki biiyiik kuvvet momentin tersi yoniinde olur.

S
2t_err =03, o=180+30-50 , a=160", o=160——rad.
S, 180

Sl 0,838 Sl
o=2,793rad. L =¢®* ZL_2311 | S =2,311S,

SZ S2

M 60

M, =0 , M+S,R-SR=0 = sl—sz=F ,s,l_s,fo,lz/2

$,—S,=1000N , S =2311S,, 2,3115,-S,=1000N = [S,=762,8N.
S, =1762,8N.
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DINAMIK
GIRIS

Mekanigin ikinci kismi olan dinamik kuvvetler etkisinde cisimlerin hareketini
inceleyen bilim dalidir.

Mekanikgiler Dinamigi kinematik ve kinetik adi altinda iki ana boliime ayirirlar.
Kinematik hareketi doguran nedenleri g6z oniine almadan sadece hareketin
geometrisini goz oniline alan bilim dalidir.

Kinetik ise hareketi olusturan nedenlerle birlikte incelemektir. Kinetik
kinematigi de icerdiginden bazi yazarlar kinetige dinamik diyorlar.

Genellikle Dinamik ilk dnce kinematik veya kinematik i¢in gerekli matematik
bilgileri ile baslar. Burada da ilk 1ki boliim kinematik i¢in gerekli matematik
konularini igeriyor.

BOLUM 8

VEKTOREL ANALIiZ

8.1 Vektor fonksiyonu
Statikte goriilen es zamanli vektorlerden farkli olarak dinamikte zamanla
veya baska bir degiskene gore degisebilen vektorlerle de ¢alisilir.
Bir u reel sayisinin tanimli oldugu bdlgedeki her degerine bir  P(u) vektorii
karsilik geliyorsa P vektoriine u degiskenine bagli vektorel fonksiyon denir.
Benzer sekilde birden fazla sayidaki u, v, w gibi degiskenlere veya ¥ gibi
vektorlere bagli vektorel fonksiyonlar tanimlanabilir.

P =P(u)
P= f’(u, V,W)
P = P(F)

Problem 8.1.1
P(u)=10Cos ui +8Sinu j+3uk seklinde verilen vektor fonksiyonunu

n . .
u== i¢in hesaplayiniz.

u=2 icin P =10CosZi+8sinZ j+3%k
3 3 3 3 3

5(%):5?+4\/§I+7z12
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8.2 Vektor fonksiyonunun tlirevi

Bir vektorel fonksiyonun tiirevi asgidak 1 sekilde gosterildigi gibi skaler
fonksiyonlardaki tiirev islemlerine benzer bicimde alinabilir.Bir vektorel
fonksiyonda u nun herhangi bir degerine karsilik gelen P(u) vektodriinii u
degiskenine verilen artimla elde edilen P(u+ Au) vektoriinden ¢ikarilirsa AP
artim vektorii elde edilir. Bu artim vektoriinii degiskenin artimi olan Au ya
boliimiine ortalama degisim vektorii denir. Ortalama degisim vektoriinde
degiskenin artimi sifira yaklastirilirsa vektorel fonksiyonunun u da ki tiirevi elde
edilir.

AP = P(u + Au) — P(u)

dpP P(u+ Au)—P(u)

—=1lim
du AU—-O0 Au

8.2.1 Tiirev kurallar

P, Q , W vektorleri ve Aile sskaleri unun fonksiyonu olsun.Ayrica
T vektorii O nin 0 da s in fonksiyonu olsun ve ~ isareti u ya gore tiirevi
gostersin.

dT _dT d@ ds

du do ds du
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Problem 8.2.1 P(u)=10Cos ui +8Sinu j+3uk seklinde verilen vektor

. . . . . oy . . e . . T . .
fonksiyonunun u ya gore birinci ve ikinci tiirevini u =3 in hesaplayiniz.

Cozim :
~ -
AP _ _1psinuf+8Cos u j+3k d P(2u) =-10Cosui —8Sinu j
du du
dF %) Y - =1 T
igin  — 3 =53 +4]+3K , 3 =5i-43 ]
du du

Problem 8.2.2 Modiilii sabit olarak degisen vektoriin tiirevinin kendisine dik bir
vektor oldugunu gosteriniz.
Cozlim:
‘I5(u)‘ = sabit olarak verilmistir.

Bir vektoriin modiilii vektoriin kendisi ile skaler carpiminin karekokii
alinarak bulunabileceginden.
P(u)e P(u) = sabit yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin u ya gore tiirevi

alinirsa ﬁ(u)oz—zz 0 elde edilir.

Boylece skaler ¢arpimin sifir olmasindan P(u) ile 3—P tiirev vektoriiniin
u

birbirine dik oldugu ispatlanmis olur.

Problem 8.2.3 Bir diizleme paralel olarak degisen bir birim vektoriin bu diizlem
icindeki sabit bir dogrultuyla yaptig1 aciya gore tiirevi ayn1 diizlemde bulunan
kendisine pozitif yonde dik bir birim vektordiir.

Coztim:

Birim vektoriin paralel oldugu diizlemi xy diizlemi bu diizlemdeki sabit bir
dogrultu x ekseni ile gosterilsin Bu diizlemde x ekseni ile 0 acis1 yapan birim
vektor € ise buna pozitif yonde dik vektor ile 0 ya gore tiirevi alinan vektoriin
ayni vektor oldugu goriiliir.

A

y
de

do

@)

v

§=Cos@i+Sindj
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& SingT+Cosd i

dée
€ birim vektoriine ayni diizleme paralel olmak kosulu ile ve pozitif yonde dik
vektor

kA8=KA(Cos@i+Sindj)
Buradaki vektorel ¢arpma iglemi yapilirsa

EAézgg
dé
bulunur.

8.3 Vektorel fonksiyonun integrali
x(u), y(u), z(u), u nun belirli bir araliginda stirekli fonksiyonlar olmak {izere
P(u) = x(u) i +y(u) j+z(u) k

u ya bagli vektorel fonksiyonunu goz 6niine alalinirsa asagidaki integrale
J. 13(u) du =J. X(u) du §+J‘ y(u) du ]+j z(u) du Kk

P(u) vektorel fonksiyonunun belirsiz integrali denir.

P(u) = di()(u) esitligini saglayan bir Q(u) vektorel fonksiyonu varsa
u

IP(u) du = I;_ué(") du=Qu)+C

olur. Burada C vektorii u skalerine bagli olmayan sabit bir vektordiir.

Bu durumda u=a ve u=>b sirlari arasindaki belirli integral
b b d b
[P du= 0w du=Qw+ €| =Gb)- Q)

seklinde yazilabilir.
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BOLUM 9

EGRILERDE DIiFERANSIYEL OZELLIKLER

9.1 Bir vektor fonksiyonunun hodografi
u ya bagli degerler alan Pu) vektorel fonksiyonunun baslangi¢lari

ayn1 noktaya getirilirse u¢ noktalarinin ¢izdigi egriye bu vektorel fonksiyonun
hodografi denir.

Ya

Hodograf
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9.2 Bir vektorel fonksiyonun hodografi lizerinde P(u) vektorel
fonksiyonunun tilirevi

N R
AP dp
A du
As
T
AP s )M
01
0 y X

z

Yukaridaki sekilde goriildiigii gibi egri tizerinde keyfi bir baslangic ve yon
ile belirlenen s egrisel dl¢iisiine (OA arasindaki egri uzunluguna) egrisel
apsis denir. Burada P vektorii s degiskeninin s de u nun fonksiyonu olarak
ifade edilebilir. Boylece P vektoriiniin u ya gore tiirevi asagidaki gibi
almabilir.
P _dPds  purada 9 vektorinin T teget birim vektoriine esit oldugu
du ds du ds
tiirevin tanimi1 kullanilarak anlasilir.

dpP AP -
o Lim =T
ds As—0 As
Boylece P _ds;
du du

P vektoriiniin u ya gore birinci mertebeden tiirevi bulunmus olur.

P vektoriiniin u ya gore ikinci mertebeden tiirevi ise birinci mertebeden
tiirevinin tekrar u ya gore tiirevi alinarak bulunur.

d’P _ d ds -

> = (=T

du du du
d’P _ d’ -  dsdT
- = T +
du’ du’  dudu

Burada Z—T teget birim vektoriin u ya gore tiirevini almak i¢in {i¢ boyutlu
u

egrilere ait bazi tamimlar1 kullanmak gerekir.

Oskiilator diizlem : Egri tizerindeki noktalara gore degisebilen ve bir nokta
civarinda egriyi diizlem egri kabul etmekle bu nokta civarinda egriye en iyi
uyan diizlemdir. iki boyutlu egrilerde egriyi icinde bulunduran diizlem
oskiilator diizlemdir.
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Asal normal birim vektorii : Tegete oskiilator diizlemde dik olan ve egrilik
merkezine dogru yonelmis olan birim vektore denir.

Ug boyutlu egrilerde egrilik yarigapi , asal normal birim vektorii gibi
tanimlar1 yapabilmek icin bir nokta civarinda egriyi diizlem egrisi ve R
yaricapli gember parcasi olarak kabul etmek gerekir. Bir A noktasi civarinda
asagidaki sekilde gosterildigi gibi oskiilator diizlemde bulunan ds yay
uzunlugunda, d® merkez agisinda ve R yarigapinda bir ¢gember parcasi kabul
edilebilir.

burada ds =R d6
Burada goriildiigii gibi T birim vektoriinii 6 nin 0 y1 s in fonksiyonu
olarak diisiiniiliip zincir kuralindan faydalanilirsa asagidaki esitlik

yazilabilir.
dT _dTdOds ) rada 9T islemini yapabilmek i¢in sabit bir diizleme
du d6 ds du do

paralel olarak degisen T birim vektoriiniin bu diizlemde bulunan sabit bir
dogrultuyla yaptig1 0 acisina gore tlirevi goz Oniine alinabilir.

YA

—

v

T=Cos® i+Sin6 j

I Sing i+Cos® j

do

Buradan T birim vektoriiniin 0 ya gore tiirevinin ayn1 diizlemde kendisine
pozitif yonde dik bir vektor oldugu anlasilir. Bu vektoére N asal normal
birim vektorii denir.
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% =N Bu denklem teget birim vektoriin u ya gore tiirevi ifadesinde yerine

dT - dO ds
yazilirsa —=N——

du RdO du
dT 1 ds -

WoR d_T Teget birim vektoriin u ya gore tiirevi bulunur. Bu esitlikler
u u

2

ile " ikinci tiirev ifadesine gidilirse
u

2D 2 2
d 12>: d §T+(ds/du) N
du du
P vektoriiniin u ya gore tiirevi teget ve asal normal birim vektorleri
dogrultusunda bulunur.

9.3 Dogal koordinat sistemi

Bu elde edilen Tve N birim vektorleri ile birde bunlara sag el kuralina
gore dik tlicilincii bir birim vektor tanimlanirsa

B=TAN

bir koordinat sistemi tanimlanmis olur. Buradaki B birim vektoriine
binormal birim vektdrii denir. Bu T , N ve B birim vektorlerinin
belirledigi koordinat sistemine dogal koordinat denir.

T ve N birim vektorlerinin belirledigi diizleme oskiilator diizlem

N ve B birim vektorlerinin belirledigi diizleme normal diizlem

T ve B birim vektorlerinin belirledigi diizleme rektifiyen diizlem denir.
Bu ii¢ koordinat diizlemine birlikte Frenet {i¢ yiizliisii de denir.

9.4 Dogal koordinat sisteminde T , N, B birim vektorleri ve R egrilik yarigap1

Bir P=P(u) vektorel fonksiyonunda elde edilen (;_P = :—ST denkleminden
u u

. dP
ds = dr ve T= @ elde edilir.
du |du dpP
du
S dT - 1 ds .
N birim vektoriiise —=N ——  formulinden elde edilir.
du R du

AT
N =—du

dp

du
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R egrilik yarigap1 ise P vektoriiniin u ya gore 1. ve 2. mertebeden tiirevleri
birbiri ile vektorel ¢arpilarak elde edilir.

3
o b _ ()
du du R

Bu denklemin her iki tarafinin modiilii alinir ve 9% |97 esitligl goz
u

oniine alinirsa R egrilik yarigapi asagidaki gibi yazilabilir.

— 3
a8,
R=—1"%
ab P

A
du du’

Problem 9.4.1
y = f(x) kartezyen denklemiyle verilen bir diizlem egride egrilik yarigapini
veren formiili yaziniz.

Cozim:

- -
P=xi+f(x)] EE=i+f’(x)j 9¥§=f%mj ve
dx dx

%EW=whf+&wxﬂ2
X

dP d’P

— f”
i o =)

denklemleri ile R egrilik yarigapini veren formiil

o o)
£ )
seklinde elde edilir.

Problem 9.4.2
P(u)y=10Cos ui +8Sinu j+3uk seklinde vektor fonksiyonu ile verilen

egrinin u :% deki egrilik yarigapini ve teget birim vektoriinii bulunuz.

(Burada uzunluklar metre agilar radyan cinsindendir.)
Cozim :
- 3
Pa
R= %
dp dzP‘
—A——

du du’

dF:j(u) =-10Sinui +8Cosu j +3k
u
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d? P(u)
du’

=—10Cosui —8Sinu j

J

. K
dP(u) d” P(u) —-10Sinu  8Cosu 3
0

du du® —-10Cosu —8Sinu
_ -

P d7PW) _ o ysinui—30Cosu j + 80K
du du?

dP(”) d’ P(u)§_\/5768in2 U+ 900C0sU + 6400

— 3
dF(;SJ) _Ji00sinu+64Cos'u+9 , |l _ (100sin’u + 64Cos’u +9)"
dP(u)
B du (100Sin*u + 64Cos’u + 9)*'?
‘dls(U) d’P(u)|  /576Sin’ u-+900Cos"u -+ 6400
du du’
dP(u) ) . ) .
F__du _ —-10Sinui +8Cos u j +3k T -10Sinui +8Cos u j +3k
‘dﬁ(u) J100Sin’u+64Cos’u+9 (100Sinu + 64Cos’u +9)"”
du

~10Sin % i +8Cos % j+3Kk

/A = T
UZE 1¢In T(—)=
3 (1008in2%+64C052%+9)”2

s —53\(<;|+4]+3k REEN 2:, 3¢
3 (y +16+9)" S

(100Sin> §+64COSZ%+9)3/2 (@ 16+9)"?

R= ., R=
\/576Sin2 % +900Co0s % + 6400

J432 +225+ 6400

R=11.9m
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BOLUM 10
MADDESEL NOKTANIN KINEMATIGI

10.1 Kinematigin temel kavramlari

Yer vektorii : Bir maddesel noktanin bir mukayese cismine (koordinat
sistemine) gore bulundugu yere orijinden uzanan vektor.

Hiz vektorii : Yer vektorliniin zamana gore tlirevi

Ivme vektorii: Hiz vektdriiniin zamana gore tiirevi veya yer vektoriiniin zamana
gore ikinci tiirevi

Asisal hiz: Aymi diizlemde hareket eden noktay1 sabit bir noktaya baglayan
dogrunun aym diizlemdeki sabit bir dogru ile yaptig1 acinin zamana gore tlirevi
Acisal ivme: Agisal hizin zamana gore tiirevi

A
d p
r
X
Z
r  (Yer vektori )
V= g ( Hiz Vektorii )
d= O(Ij—t ( ITvme vektorii )
Ya
P

4
»

0=06(t) (Zamani fonksiyonu olan ayni diizlemdeki ag1 )

o= 3—? (Agisalhiz) , o= Z—? (Acisal ivime )
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10.2 Maddesel noktanin hareketinin kartezyen koordinat sisteminde
incelenmesi
Ya

d A(X, Y,2)

v

z
Bir maddesel noktanin hareketinde koordinatlari

X=Xx(), y=y@®), z=z(t)
seklinde ise yer, hiz ve ivime vektorleri asagidaki gibi hesaplanir.
F=xt)i+yt)j+z)k
V=x)i+yt)j+zt)k
d=X(t) T+t j+2z(t)k

Burada degiskenlerin {izerindeki noktalar zamana gore tiirevi gostermektedir.

Problem 10.2.1
Bir maddesel nokta bir egri iizerinde
x=10Cost , y=8Sint , z=3t

bagintilarina gore hareket etmektedir. t = % icin maddesel noktanin yer, hiz ve
ivme vektorlerini bulunuz.
Cozim:
F=10Costi+8Sint j+3tk , V =—-10Sinti+8Cost j+3k
d=-10Costi —8Sint ]

T . . T - T~ - - T~
t="icin F=10Cos Zi+8sinZj+3%k , [Fr=5J3i+4j+=Kk
6 ¢ 6 e 1% V3 173
— ﬂ' ”ﬁ — — —
V:—108|n€|+8C0 Sk +3K , N=-5i+4/3j+3k

:—10Cos%|—88| %] , A=-500-4]
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10.3 Maddesel noktanin hareketinin Dogal koordinat sisteminde

incelenmesi
A B
V
. X —
a T
‘ s ()
N 01
ay
F’
(6] » X
Z

Daha 6nce formiilleri ¢ikarilan dogal koordinat sistemindeki P vektorii
yerine r yer vektorii u yerine t zaman degiskeni alinirsa asagidaki hiz ve
ivme ifadeleri elde edilir.

y_ar _ds=
dt dt
2= 2 e
é=d r=d Sf+ dt N
dt?  dt? R

Problem 10.3.1

Bir maddesel nokta bir egri iizerinde s=2t’ +5t° -4 ( Burada s metre , t
saniye cinsindendir.) bagintisina uygun olarak hareket etmektedir. t=1 de
maddesel noktanin bulundugu yerin egrilik yaricapt R =5m.olduguna gore bu
andaki hiz ve ivme vektdrlerini dogal koordinat sisteminde hesaplayiniz.
Cozim:

N , |a=22T+51,2N
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Problem 10.3.2

Bir maddesel nokta bir egri iizerinde hareket ederken bir t aninda hiz ve ivie

vektorlerinin kartezyen koordinatlardaki bilesenleri
V=6i-2j+3k d=31+4]

olduguna gore bu an i¢in hiz ve ivme vektorlerinin dogal koordinat sistemindeki

ifadelerini ve egri tlizerinde bulundugu noktanin egrilik yarigapini bulunuz.

Cozlim:

’\7‘:\/62+(—2)2+32 . Nl=Tmis o N=TT
Vea=|N|acCose , |a]=v3+4 , [a]=5m/s’
Ved 6%3-2%4 10

V| fal

a; =[@|Cos@=1,43m/s*> , a, =[d|Sin@=4,79m/s’

Cos@ =

7*5

a=1,43T +4,79N

, Cos@=——-——, Cosazg = 6=73,4°

a,=— = R=— , R=—, [R=10,23m
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10.4 Maddesel noktanin hareketinin silindirik koordinat sisteminde
Incelenmesi

3
— \\\ K _
PNl i
X A(P.6,2)
[ IR /o &
- RN
F
| [
y 0 E > Y
1 | ,/
| p !
0 Ki A v €
X . s
____________________ s

Yukaridaki sekilden r vektori

F=0A +AA
seklinde yazilabilir. Bu esitlik silindirik koordinatlarin birim vektorleri
cinsinden yazilirsa
F=p&,+zk
elde edilir. Yer vektoriiniin zamana gore tiirevlerinden hiz ve ivme vektorleri
bulunur.
- dr de _
g oy,
dt  dt ° dt  dt
Burada €, birim vektorii 8 nin fonksiyonu oldugundan zincir kurali uygulanip
de, de, do g -
—L=-_r— esitligi yazilabilir.
dt  de dt ey

Burada 0('% bir diizleme paralel olarak degisen bir birim vektor diir. Bu
vektoriin bu diizlem i¢indeki sabit bir dogrultu ile yaptig1 agiya gore tiirevi
kendisine pozitif yonde dik bir birim vektor olan &, vektoriidiir.
Boylece elde edilen ép =0€&, denklemi ile hiz denklemine gidilirse silindirik
koordinatlardaki hiz vektorii

V=pe,+pb€+17k
seklinde elde edilir. Bu elde edilen hiz vektoriiniin zamana gore tiirevi alinirsa
ivme vektorii bulunur.
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é=d—v=ﬁép+pép+péée+péée+péée+'z'R

dt
Burada €, gibi €, da 6 mnin fonksiyonudur. Bundan dolay1
&, =%’= ddeg ‘;‘t’ esitligi yazlabilir.

—

Burada ddiee bir diizleme paralel olarak degisen bir birim vektordiir. Bu birim

vektoriin bu diizlem i¢indeki sabit bir dogrultu ile yaptig1 agiya gore tiirevi
kendisine pozitif yonde dik bir birim vektor olan —€, vektortidiir.

Boylece elde edilen &, =-6 €, ve é’p =0€, esitligi ivme denklemine gidilirse
a=(p-p62)e, +(p6+200)e, + 2K
silindirik koordinatlardaki ivme denklemi elde edilir.

Problem 10.4.1
Bir maddesel nokta bir egri lizerinde p =20+ IOCOS%'[ , 0= %ﬁ , 1= IOSin%t

Bagintilarina uygun olarak hareket etmektedir. t =1 icin yer ,hiz ve ivme
vektorlerini silindirik koordinatlarda hesaplayiniz.

V=p& +p06+2k

a =(p'—p62)ép +(pé+2p6)ée +7k

Sk ..« 57:
y=-ZsinZt
P 3 6
0 = nt? , 6=2xt

2

2=5—”Cos£t, Z= _Z sin”+

2 4 8 4

. 5m . 5z

t=1de p=20+5V3 , p=-" p=—36\/§

2
225\/5, 2':57”\/5, Z':—SL\/E

F=(20+5V3)8, +5J2k| V:—?e +(20+5x/§)7z§0+5—”\/ilz

_[——f (20 +53)7° 1§, +[(20+5I)2n+2(——) 7)€, - 62J§R

=[- (20+—\/—)7z 6, +[(40+10\/_)7r+(——)7r 16—~ \/EIZ
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10.5 Maddesel noktanin dogrusal hareketi

Maddesel noktanin yoriingesi bir koordinat sistemine gore dogru
seklinde ise maddesel noktanin bu koordinat sistemine gore yaptigi
harekete dogrusal hareket denir.

Yﬂu
g, A
/
S/v .
01 r
» X
0

zZ

Maddesel noktanin yoriingesi olan bu dogru iizerinde keyfi bir baslangig
noktasi ve yon secilebilir. Buradaki s A da bulunan maddesel noktan1 dogru

tizerindeki baslangic noktasina gore alinan o6l¢tidiir.
Burada maddesel noktanin konumunu gosteren r yer vektori

F=00,+0A  seklinde yazilabilir. O, A=sU, oldugundan

F=00,+sU, olur.

Hiz vektorii V= %U A

- o d’s -

Ivme vektori a=—U,
dt*

Bu elde edilen hiz ve ivme vektorleri ayni dogrultuda oldugundan 6nce
siddetleri hesaplanip sonra vektér formuna kolayca getirilir.
Dogrusal hareketi i¢in asagidaki skaler denklemler kullanilir.
ds dv d?s
V=" == =—
¢ 0 T a e

ve ayrica V = % den c¢ekilen dt= % esitligi a =dd_\t/ denklemine

yerlestirilirse
_Vdv
ds

denklemi elde edilir. Bu elde edilen 4 adet denklemden dogrusal harekete ait
problemler ¢oziilmeye caligilir.
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10.5.1Sabit hizl1 dogrusal hareket

Bir dogrusal hareketteki hiz V sabit ise asagidaki islemler yapilabilir.

a=d—V den

a=0 bulunur. Ve

V= % den ds=Vdt yazilip V sabit oldugu i¢in kolayca integre ederek
S t

Ids=det = Ss=5,+Vt

So 0

sabit hizl1 dogrusal harekete ait konum zaman bagintis1 bulunur.

Problem 10.5.1.1
Bir maddesel nokta bir dogru iizerinde V =6m/s sabit hiz1 ile hareket ettigine

gore t=0 da s=8m olduguna gore 5 inci saniyedeki konumunu bulunuz.
Cozim:
s=s,+Vt konum zaman denkleminden
t=5 deki konum t yerine 5 yazarak bulunur.
S=8+6*5 |, s=38m|

10.5.2Sabit ivmeli dogrusal hareket

Bir dogrusal hareketteki ivme a sabit ise asagidaki islemler yapilabilir.

a= %—\: den dV =adt yazip integre ederek

\% t
IdeaIdt = V =V, +at
Vo 0

hiz zaman bagintis1 elde edilir.

V= % den ds=(V,+at)dt yazip integre ederek

S t
Ids=IN0+at)dt = s=5, +V0t+%at2
So 0

konum-zaman bagintisi1 elde edilir.

Ayrica a= VS—V bagintisindan yazilan ds = 1vav bagintisi integre edilirse
S a

S \Y

jds:lIVdv P I VE SRV
a 2a

So Vo

konum-hiz bagintis1 elde edilir.
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Problem 10.5.2.1 Bir maddesel nokta bir dogru iizerinde a=3m/s* sabit ivmesi

ile hareket ettigine gore t =0 da konumu s=8m ve hiz1 V =4m/s olduguna

gore 5 inci saniyedeki konumunu bulunuz.
Cozlim:

1 .
S=5,+V,t+ Eat2 konum zaman denkleminden

t=7s. deki konum t yerine 7 yazarak bulunur.

s:8+4*7+%3*7z , s=109,5m|.

10.5.3 a= f(t) Ilvme zamanin fonksiyonu seklinde verilmis ise

a=dd—\: den elde edilen dV =adt denklemde a yerine f(t) yazip

integre edilirse

\Y t
aVv = f(tdt = IdV:J'f(t)dt

Vo 0

t
V=V0+If(t)dt
0

h1z —zaman bagntisi elde edilir. Bu bagintidaki V hizi yerine % yazip

diizenlendikten sonra integre edilirse

t S t t
ds
ds _ =[rv, (¢
- v0+_!f(t)dt = des ![ 0+_!' (t)dt] dt
0

t t
s=S,+|[V,+| f(t)dt]dt
e
konum-zaman bagintis1 elde edilir. Burada s, ve V, Baslangi¢ degerleridir.

Problem 10.5.3.1 Bir maddesel nokta bir dogru a =2t +3 ivme zaman bagintisi
ile hareket ediyor. t =0 da konum s=4m. ve hiz V =-10m/s. olduguna gore

t=6 daki konumu ve hizi hesaplayiniz.
Cozlim:

a :(:j_\t/ den dV =adt yazilabilir. Burada a yerine 2t+3 yazip integre edilir

\Y t
jdv =j(2t+3)dt = V=V, +t?+3t
(0]

VO
denklemi elde edilir. Bu denklemde V, yerine -10 konursa
V =t*+3t-10 Hiz-zaman denklemi elde edilir.Burada t yerine 6 yazilirsa

V =29m/s bulunur.

SC
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\% :$ den ds=Vdt yazilabilir. Burada V yerine t*+3t-10 yazip integre

edilirse

Tds =j(t2 +3t—10)dt

So 0

S=S§, Jr%t3 +%t2 —10t

denklemi elde edilir. Burada s, yerine 4 yazilirsa

s:lt3+§t2—10t+4
3 2

konum-zaman denklemi elde edilir. Burada t yerine 6 yazilirsa

s=70m

bulunur.

10.5.4 a = f(s) Ivme konumun fonksiyonu seklinde verilmis ise
2
a yerine Vg—;/ veya % yazip denklem diizenlendikten sonra integre

ederek hiz-konum veya konum-zaman denklemleri bulunur.

Problem 10.5.4.1
Bir maddesel nokta bir dogru a=12s"* ivme -konum bagintis1 1ile hareket

ediyor. t=0 da konum s=0 ve hiz V =0 olduguna gore
t=2 deki konumu hiz1 ve ivmeyi hesaplayimiz.
Cozlim:

1/2

a yerine Vg—;/ yazip elde edilen

Vj—v =12s"? denklemi

S
VdVv =12s"%ds seklinde diizenlenip integre edilirse

\Y S
jv dv =j125”2ds - Ly Lgn
) f 2 3/2

= V =45s"* denklemi elde edilir.

ds

Bu denklemde V yerine % yazip elde edilen —t:4s3/ N
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denklemi 4(:% =dt seklinde yazilip integre edilirse

S t
1
jzs—”“ds:jdt = s=t = s=t* ,v=4t , a=12t
0
t

=2 de s=16m. , V=32m/s , a=48m/s’

10.5.5a= f(v) Ivme hizin fonksiyonu seklinde verilmis ise

a yerine v veya Vg—svyazﬂlrsa asagidaki denklemler elde edilir.

av dv
—=f = dt=——
dt V) f(V)
Vav Vav
—=f ds=———
ds vy = f(v)

Bu son esitlikler integre edilirse hiz-zaman ve konum-hiz denklemleri bulunur.

Problem 10.5.5.1 Bir maddesel nokta bir dogru a=-0,2V?* ivme —hiz bagintisi
ile hareket ediyor. t=0 da konum s=0 ve hiz V =20m/s olduguna gore
t=2 deki konumu hizi ve ivmeyi hesaplayiniz.

Cozim:

a yerine O(Ij—\t/ yazarak elde edilen

v =-0,2V*> denklemi dt :—53—! seklinde diizenlenip integre edilirse
t \%
e LA U B R
\% vV 4 \% 4 t 1
+7
4
V =123t denklemi elde edilir. Bu denklemde V yerine % yazarak
+
ds 20 . 20 . .. ..
—= elde edilen denklem ds= dt  seklinde diizenlenip integre
dt  1+4t 1+ 4t

edilirse Ids = J —dt = s=5Ln(l+4t) konum-zaman bagintis1 elde edilir.

t=2 de |s=1lm|, [V =222m/s| , a=-0.2V* ,a:—0.2(2,22)

a=-0,988m/s’
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10.5.6 a=-kVv Bagintisina uygun dogrusal hareket (geri tepmeyi azaltma)

Burada k pozitif reel say1

a= vav de a yerine —-kV yazilip -kV = V:—SV elde edilen denklem

ds
dv =-kds seklinde diizenlendikten sonra integre edilirse

\% S
jdv =—kjds = V=V,-K(s-5,)
hiz-konum bagintisi elde edilir. Elde edilen bagintida V yerine % yazilirsa

as =V, —ks+ks, bagmtisi elde edilir. Eger hiz-konum bagintisinda s, =0

dt

almabilirse d—: =V, —ks sekline gelen denklem =dt seklinde

dﬁzenlenip integre edilirse
S

J. Idt o LYok V,—ks=V,e™
—ks k V,
S= \%(1 —e™™)  konum-zaman bagmtisi elde edilir.

10.5.7 a=-ks Bagintisina uygun dogrusal hareket (serbest titresim hareketi)

Burada k pozitif reel say1
2
a=-ks denkleminde a yerine % yazilirsa

2
% +ks=0 ikinci mertebeden sabit katsayili lineer diferansiyel denklemi

elde edilir. Bu denklemin ¢6ziim fonksiyonu olarak

s= A Coswt + B Sin ot

onerilirse diferansiyel denklemi sagladigi goriiliir. Burada e=+k dir. A ve B
sabitleri ise baslangi¢ kosullar1 asagidaki denklemlerde yerine konarak bulunur.
s=ACoswt +B Sinot V =—-Aw Sin ot + Bo Cos ot

kullanilarak bulunur. Eger t =0 daki s ve V biliniyorsa asagidaki denklemler
yazilabilir.

s, =ACoseot , V,=BwCoswt bunlardan A=s, ve B= Vo
o

Boylece s=s5s, Cosot +— Vo 0 Sinot Denklemi elde edilir.
Q)

s=ACosot + B Sinot denklemi s=C Cos (ot-¢) seklinde yazilabilir.
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Burada C=vA>+B* ¢=Arc tan% dir. Eger fonksiyonun s-t grafigi cizilirse
buradaki egri Cos ot egrisinden Cos (ot —¢) fonksiyonunun argiimani olan
(ot —¢) yisifir yapan t= L kadar geriden baslar .

o

ACos ot + BSinot

10
ACos mt
| BSin ot
0. 1 1, ‘ 2.5 3 t
_5 L
-10 t
07 1\ C Cos (ot —¢)
5| |
' 0.5 1 1.5 2 2.5 3
5
_>+
-0 t= i

o

Yukaridaki grafikler A=10, B=6, C=4(10)+6> =11,66

¢ = Arc tan% =054 Rad., =3 ve L 0,18 i¢in ¢izilmistir.
(Q)

91



2
Problem 10.5.7.1 Bir maddesel nokta bir dogru a= _Z_6 s ivme —konum

bagintis1 ile hareket ediyor. t=0 da konum s=10 ve hiz V=4m/s
olduguna gore
t=2 deki konumu hiz1 ve ivmeyi hesaplayiniz.

Cozim:
7[2 . . d?s
a=-728 denkleminde a yerine © yazilirsa
2 2
d_zs +Z s=0
dt© 36

ikinci mertebeden sabit katsayil1 diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin
genel ¢oziimii

s=A Cos%t +B Sin %t seklindedir. Buradan

V= —% A Sin%t +% B Cos %t Hiz-zaman bagintisi elde edilir.

t=0 daki konum s=10 ve hiz V =4m/s denklemlerde yerine konursa
A=10 ve B= % elde edilir. Bu bulunan degerler konum-zaman ve hiz-

zaman denklemlerinde yerine konursa

S =IOCos£t +ﬁ Sin Et
6 V.4 6

vV =-10Z sinZ ¢ +ﬁ£ Cos %t , V==35ZsinZt+acosZt
6 6 /4 6 3 6 6

denklemleri elde edilir. Burada t yerine 2 yazilirsa t=2 deki konum ve hiz
degerleri elde edilir.

S=lOCOS£+ﬁSin£, s=5+2.f3 , s=11,62m|.
3 3 V4
V=-s5ZsinZ yacosZ |, V:—5££+2 . V=6,53m/s.
3 3 3 32

10.5.8 Dogrusal harekette toplam yol
Maddesel nokta bir dogru iizerinde hareket ederken yon degistirebilir.
Bundan dolay1 toplam yolu bulurken yon degistirdigi noktalar arasindaki
yollar toplanmalidir. Yon degistirdigi noktalardaki zamanlar hizi sifir
yapan zaman degerleridir.Bu elde edilen zamanlar ve istenen zaman
noktasi arasindaki konum farklarinin mutlak degerleri toplandiginda
toplam yol bulunur.
Asagidaki sekilde gosterildigi gibi bir maddesel noktanin t=t,
zamanina kadar aldig1 toplam yolu inceleyelim. Maddesel nokta t =0 da
s, konumundan harekete baslar. Hiz denklemini sifir yapan zaman

degerleri t;, t, ve t; ise maddesel nokta t=0 dan t=t, e, t=t, den
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t=t, ye, t=t,den t=t; ekadar ve t=t; den sonra ayni yonde

hareket edeceginden bu araliklardaki konum farklarinin mutlak degerleri
toplanarak toplam yol bulunur.

s, =5

A 4

[s1 = 5] 85—, [$4 =55

&
l

v

t =t, kadar alinan Toplam Yol = s, —so| + [s, —s,| + [s5 =5, + [s4 — ;]

Burada zamani gosteren alt indisleri birlikte s konumlar1 maddesel noktanin

dogru iizerinde indisin belirttigi zamandaki konumunu gostermektedir.

Problem 10.5.8.1

Bir maddesel nokta bir dogru tizerinde s = §t3 —12t>+27t konum —zaman

bagintisina gére hareket ediyor. Ilk 4 saniye i¢inde maddesel noktanin aldig
toplam yolu bulunuz.

Cozlim:

Maddesel noktanin 4. saniyeye kadar ayn1 yonde gittigi zaman
dilimlerindeki konum farklarinin mutlak degerleri toplanirsa toplam yol bulunur.
Yon degistirdigi zamanlar hizi sifir yapan degerleridir.

V =4t>-24t+27 denklemini sifir yapan zaman degerleri

| 24./(-24)> —4*4%27 2412
N 2%4 g

1,2
t,=15 , t,=4,5 olarak bulunur.

TopYol,_, = ‘51,5 - so‘ + ‘54 — 51,5‘

s, =0, 51,5=§1,53—12*l,52+27*1,5=18m., 54,5:24,53—12*4,52+27*4,5:1,33m.

Top.Yol,_, =[18-0[+

1,33-18| TopYol,_, =34,67m|
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10.6 Maddesel noktanin ¢embersel hareketi
Maddesel noktanin bir koordinat sistemine gore yoriingesi ¢gember veya
cember pargasi seklinde ise bu tiir harekete gembersel hareket denir.

A

y

v

Hiz ve ivme vektorlerinin dogal koordinat sistemindeki ifadeleri
cembersel harekette agisal hiz ve acisal ivme cinsinden yazilabilir.

ade do
o=—, a=—
dt dt
s ¢cember yay1 uzunlugunu gosterdiginden
s=R0O

yazilabilir. Bu bagintinin her iki tarafinin t ye gore 1. ve 2. tiirevleri
alinirsa

ds d?s

pra Ro , dt_2 =Ra
denklemleri elde edilir. Bu denklemler dogal koordinat sistemine ait

ds)’
V-85 é=d25f+[dJ N
dt dt? R

denklemlerinde yerine konursa

V=RoT , i=RaT+Re*N

(Cembersel harekete ait hiz ve ivme vektorlerinin dogal koordinat sistemindeki
ifadeleri elde edilir. Buradaki acisal hiz o ve acisal ivme o nin degerleri

de do d?e odo
o=—, a=—, =T oL=—"

dt dt dt? de
denklemlerinden elde edilir. Bu denklemler dogrusal harekete ait
diferansiyel denklemlerle ayni1 formdadir. Bundan dolay1 ¢6ziim

yontemleri de aynidir.
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Problem 10.6.1
Bir maddesel nokta R=12cm. yarigapli gember iizerinde saat akrebinin

tersi yoniinde hareket ederken bir t aninda acisal hizi @ =6Rad /s. ve
agisal ivmesi e =2Rad/s® olduguna gore bu an igin hiz ve ivme
vektorlerini dogal koordinat sisteminde bulunuz.
Cozlim:

V=RoT
Seklindeki ¢cembersel hareketteki hiz vektoriiniin dogal koordinat
sistemindeki formiiliinde verilenler yerine konursa
V=12%6T , N=72T
hiz vektoriiniin dogal koordinat sistemindeki ifadesi elde edilir.
Ayni sekilde ivme vektoriiniin dogal koordinat sistemindeki formiilii olan
d=RoaT+Re’N
denkleminde verilenler yerine konursa
a=12*2T +12*6°N d=24T +432N

ivme vektoriiniin dogal koordinat sistemindeki ifadesi bulunur.

Problem 10.6.2
Basit bir sarkacin hareketi
a=-ké
seklinde veriliyor. t=0 da #=6, ve w=w, olduguna gore ac1 @,
acisal hiz @ ve agisal ivme @ nin zamana bagl ifadelerini bulunuz.

Cozlim:

2 2
a yerine (in yazilirsa d—f +k@=0

ikinci mertebeden sabit katsayili diferansiyel denklem elde edilir. Bu

denklemin genel ¢coziimii
6 = ACosQt + B SinQt

seklindedir. Burada k=Q” dir. A ve B sabitleri ise baslangi¢

sartlarindan bulunur.
@ = ACosQt + B SinQt

denkleminde @ yerine 6, , t yerine sifir yazilirsa
6,=A bulunur.

o =—-AQ SinQt + BQCos Qt

denkleminde w yerine @, , t yerine sifir yazilirsa
o =BQ elde edilir. Buradan

B =% bulunur. Bu bulunan A ve B degerleri agi-zaman bagintisinda

yerine yazilirsa

95



6 =6,CosQat +g SinQt

aci-zaman denklemi bulunur.Bu denklemin zaman gore birinci tiirevi

o =—-Q6,SinQt + » Cos Ot

acisal hiz-zaman denklemini verir. Bu denklemin tekrar zaman gore tiirevi

a =-Q’6,Cos Qt — Qw SinQt
acisal ivme-zaman denklemini verir.

10.6.1 Cembersel harekette hiz ve ivmenin kartezyen koordinatlardaki

ifadeleri
A

y

v

Cembersel harekette @& acisal hiz vektorii tanimlandiktan sonra V hiz

vektori
V=0dA @

Seklinde hesaplanabilir.Burada & acisal hiz vektoriidiir. Agisal hiz
vektoriiniin modiilii agisal hizin mutlak degerine esit , dogrultusu cember
diizlemine dik yonii sag el kuralina uygun maddesel noktanin doniis
yoOniine bagli olarak tesbit edilen yonde bir vektordiir.

® ile OP vektdril birbirine dik oldugundan ®AOP nin siddeti R|a|

degerine esit , dogrultusu cembere teget, yoniide hiz vektorii yoniinde
oldugundan @ AOP vektorii hiz vektoriine esittir.

Yukaridaki sekle gore
® =0k

OP =RCos0i +RSin@ j

yazilabilir. Bu esitliklerle hiz vektorii
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V =-Rw®Sindi + RwCosH j
seklinde kartezyen koordinat sisteminde yazilabilir.
Bu hiz vektdriiniin V = A OP seklindeki denkleminin zamana gore

tirevi alinirsa ivme vektori bulunur.
a=aAOP+®AV

Burada a vektorii a=S2 dir

Yukaridaki sekilde a yerine a=ak alinip ivme vektoriinde yerine
yazilip gerekli igslemler yapilirsa

d=aKAOP+mk AV

d=ak A(RC0sOi +RSinNG j)+wk A(~-R@Sindi +RmCosO )
d=—(RaSin0+R®m>Cos0) i +(RaCos0—Rm’Sin0d) j

ivme vektoriiniin kartezyen koordinatlardaki ifadesi bulunur.

Problem 10.6.1.1

Bir maddesel nokta R =14cm. yaricapl bir cember {lizerinde 6 = %ﬁ

bagintisina uygun olarak hareket etmektedir. Cember sekilde gosterildigi
gibi yz diizlemindedir. @ agis1 da sekilde gosterildigi gibi aliniyor. t=2
icin maddesel noktanin yer hiz ve ivme vektdrlerini kartezyen
koordinatlarda hesaplayiniz.

yA

><V

C,
/o

Burada R=14cm. C, =20cm. C,=18cm. 0:%t3 dur.

Cozim:
F=0C +CA
OC=20j+18k , CA=RCosd j+RSingk

t=2 de 0:%, CA=7]+73K , F=27]+18+73)K
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F=27]+30,12k

Hiz vektori kartezyen koordinatlarda
V =@ ACA

formiilii ile hesaplanabilir.Burada & = ?j—ff ( Clinkii x ekseni cember

diizlemine diktir ve maddesel nokta cember etrafinda y den z ye dogru

doniiyor.)
gg_fﬁ
dt 8

t=2 i¢in %—f :% degeri V =@&ACA denkleminde yerine yazilirsa

V-Zin(T+ 1R . V=-Iiaf+lak , NV =-19]+1K

t=2 deki hiz ifadesi hesaplanmis olur.
Ivme vektorii kartezyen koordinatlarda
d=arCA+d AV
2

formiilii ile hesaplanabilir.Burada @ = (jj?i ( Clinkii agisal ivme vektorii

dogrultu degistirmiyor.)

d’6 =«

— -2

dt*> 4

2

t=2 icin prea :% degeri ve diger elde edilenlerle birlikte
d=arCA+@AV denklemine gidilirse
a =%T A(7I+7\BE)+%7A(—%\BMT +%an)

a =—%(7n+7\/§)]+%(7—7\/§n)|2

d=-53,6] —24,4k
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10.7 Maddesel noktanin bagil hareketi (6teleme hareketi yapan eksen
sistemine gore )
Iki maddesel noktanin birbirine gore bagil yer hiz ve ivme vektorleri
asagidaki sekilden elde edilebilir. Bu maddesel noktalardan birisi 6teleme
hareketi yapan eksen sisteminin orijini alinirsa asagidaki sekil ¢izilebilir.

Ya Yri

z
Yukaridaki sekilden yer vektorleri arasinda
FP1 + FPZ/P1 = rpz
bagintisi yazilabilir. Buradan P, noktasinin P; noktasina veya oteleme
hareketi yapan eksen sistemine gore r, ,, bagil yer vektorii ¢ekilip zamana

gore birinci ve ikinci tiirevi alinirsa bagil hiz ve bagil ivme vektorleri elde edilir.

er/Pl = rP2 - rpl

VPZ/P] =VP2 _VPl

ap,/p, =8p, —ap,

2

Problem 10.7.1
Sekilde gosterildigi gibi P, maddesel noktas1 d; dogrusu iizerinde

s= 10+8Sin%t konum-zaman bagintisina gére P, maddesel noktasi ise xy

diizleminde bulunan R =12cm.yarigapli bir gember lizerinde 6 = 73 agl-zaman

bagintisina gore hareket etmektedir. t=2 icin P, maddesel noktasinin P,

maddesel noktasina gore bagil yer , hiz , ivme vektdrlerini ve aralarindaki
uzaklig1 bulunuz.
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20cm.

AT

A 4

2

Cozlim:

FPZ/PI =1TIp, —Ip,

i, =OP,=0C+CP, , OC =20i +15j

Fo, =(20+12C0s )i +(15+12Sin6)j

h =OA+AP, , T, =sj+10K

Fo p =(20+12C0s@)i +(15+12Sin@-s)j —10k

t=2de 6="12="Rad., s=10+8Sin">2=14cm.
24 3 12

Fo/p :(20+12005%)T+(15+12Sin%—m)i—loﬁ

Fp./p, = (20+6)i +(15+6v/3-14)] ~10K

To p, =260 +(1+633)]=10K , [T o =260 +11,39] —10k

VP,P =-12wSindi +(12wCo0s8-V)]
w=21, v _ 27 s Tt
8 3 12

J3

t=2 de a):%Rad/s. , V :Tncm/s.

B} z 3

Ve /e, -—12Z Sln§|+(12 Cosg——n)J

) 3 N

VPZ/ _1237| (12_5__ )J ’ p/p _3\/_7” +(3—£)7[J

Ve p, =—16,32i +7,61]

=

dp p =—(12aSiNG+120°Cosh)i +(12aCosf -120°Sind-a)]
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2
a=%t , v=-"_sin"t
4 18712

2
t=2de a=ZRad/s?®, a=-"_cm/s?
2 36

dp o =—(12ZsinZ+12Z cosZyi +(12ZcosZ-12Z sinZ+ 2]
2 273 T4 3 273 T4 T3 36

R 7r«/§ il - 1 7z2«/§ -
d, 0 =—(12222 1128 i 2Z——12Z% X2, 2
prp, = 2 2 4 2) ( 22 4 2 36)J

2
8 /p, = —(3\67”%7:2)? + (37:—%\67;2 +Z—6)]

8o, /p =—(3\/§+%n)7zf+(3—%\/§n+%)ﬂ , |8 p, = 31131 +-14,57]

Problem 10.7.2
Sekilde gosterildigi gibi P, maddesel noktasi xy diizleminde bulunan ve

merkezi X ekseni lizerinde R =8cm. yarigapli bir cember lizerinde 8 = %t

bagintisina gore hareket etmektedir. P, maddesel noktasi ise PP, =L =5R sabit
olmak iizere Z ekseni lizerinde hareket ediyor. t =1 i¢in P, maddesel
noktasinin hiz ve ivmesini bulunuz.

A

Z

Cozim:

o =2K , Vi =2K , & =7K , |G p|=L=5R

Mo, p, =Tp, —Tp,
f, =(3R+RCo0s@)i +RSing j
fo.p. =—(3R+RC0s@)i —RSing j + 2k

101



2
12 = ‘sz—pl‘ =25R* =9R* + R*Cos’6 + 6R*Cos@ + R*Sin’*@ + z*

722 =15R>-6R?Cos® = z=R./15-6Co0s8

Z= —% R(15-6Cos )" (—6Sin#)0

3RHSING

2=3ROSinO(15—-6Cos@) "2, 1=—"—T—_
\J15—-6Cos@

z=R(15-6Co0s8)"?

7 =3RHSinG(15-6CosP) "' + 3RO*CosH(15—6Cos )" + 3R98in0(—%)(15 —6Co0s0)>'%(6Sing)8

;o 3R(#Sing +6°Cosf) 27RO*Sin* @

J15-6Cosé (15-6Cos8),/15—-6Cos @

1= s_2emss. N, =2k

JI5-33 -

2 2
3R(E cos?) 27RE sint®
36 6

;o ~ 36 6
[15-6Cos™  (15-6Cos ), [15-6Cos ™
6 6 6

2\/5 3”2

o T
7 = _
WI5-33  2(15-33W15-33

7=134cm/s> |a, =134k

2
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10.8 Maddesel noktalarin bagli hareketi
Bir maddesel noktanin hareketi diger maddesel noktalarin hareketine bagl
olarak veriliyorsa bu tiir harekete bagli hareket denir.
Bir maddesel noktalar sistemi diisiiniildiigiinde bu sistemin konumunu
belirten degiskenlere genellestirilmis koordinatlar denir. Genellestirilmis
koordinatlarin birbirinden bagimsiz sayisina sistemin serbestlik derecesi
denir.
Bir maddesel noktalar sistemindeki her bir bagint1 serbestlik derecesini
bir azaltir.
Asagidaki bir makara sistemindeki maddesel nokta kabul edilen kiitleler
diisey dogrultuda hareket ediyorlar.Sistemin konumu 3 tane degiskenle
gosterilebilir. Bu makaralardan dolandirilan ve cisimleri birbirine bagl
olarak hareket etmesini saglayan ipin boyunun degismedigi kabul edilirse
ek olarak bir bagint1 gelir. Boylece sistemin serbestlik derecesi 2 olur.

®

p | |
o
B

Ipin toplam uzunlugunun degismedigi kabul edilirse
2s, +2s, +5; = sabit

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin zamana gore tlirevleri alinirsa
2V, +2Vg +V, =0
hizlar arasindaki bagint1 bulunur. Tekrar tiirev alinirsa
2a, +2ag; +a. =0
ivmeler arasindaki baginti bulunur.
Bu problemden ayr1 olarak maddesel noktalar sisteminde maddesel noktalar
arasindaki uzakliklar degismiyorsa bu sistem rijid cisim modelini olusturur. Bu
modelde serbestlik derecesi 6 dir.
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Problem 10.8.1
Sekilde gosterilen A asansorii asagi dogru 5 m/s. sabit hiz1 ile hareket ediyor.
a) W Kars1 agirliginin hizim
b) C kablosunun hizini
¢) C kablosunun A asansoriine gore hizini
d) W kars1 agirliginin A asansoriine gore hizini

bulunuz.
@ N
C
\\Y%
N
A
)
Cozlim:
| I 1] L
/Q\ /Q\
A | (2
Sw
Sc Sa
\ 4
C
A 4 E @ W
E Al v
A
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a) s, +S,y = sabit

Va+Vy =0
Vyy =-5m/s.

b) s +2s, = sabit
Ve +2V, =0
Ve =-10m/s
¢)  Vea=Ve-Va
Ve, a=-15m/s
d) Vi,a =V —Va
Vi a ==5-5

Viv,a =-10m/s

Problem 10.8.2

Sekilde gosterilen B blogu saga dogru V; =450mm/s. sabit hizi ile hareket

ediyor.
a) A blogunun hizini

b) Kablonun D kisminin hizini

c) A nin B ye gore hizini
d) Kablonun C kisminin hizin1 D kismina gore bulunuz.

C

A )

D

_ B (@

Vg =450mm/s
E—

105



Cozim:

0 - (+)
Sa Sg )
P C
> D Vg =450mm/s
—

a)
3sg —2s, = sabit
Vg -2V, =0
3

VA = EVB

3

V, =675mm/s
b)
2sg —Sp = sabit
Vg -Vp =0
Vp =2V
Vp =2%450
Vp =900mm/s.
c)
VA/B =V, —Vg
V, g = 675450
Vg =225mm/s.
d)
Vero =Ve =Vo

Ve =Vg =450mm/s.

Ve p =—450mm/s.
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BOLUM 11

RiJID CISMIN KIiNEMATIGI

11.1 Rijid cismin hareketinde izdiisiim hizlar teoremi
Rijid cismin hareketinde ayni dogru lizerinde bulunan noktalarin hizlarinin

bu dogru iizerindeki izdiigiimleri birbirine esittir.
Bu teoremin ispat1 agsagidaki sekilde yapilabilir.

yA

><1
>

|

-
>

Rijid cisim tizerindeki herhangi iki nokta arasindaki uzaklik degismediginden
‘Ké‘ = sabit

yazilabilir. Bir vektoriin modiilii vektorii kendisiyle skaler ¢carpip karekokiinti
alarak da bulunur. Bir vektor sabit ise modiiliiniin karesi de sabittir.
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AB e AB = sabit
Her iki tarfin zamana gore tiirevi alinirsa
dAB

e AB=0

elde edilir. Burada dd# yerine V, -V, vyazilirsa

@%—VMOKﬁ:O
V, e AB =V, » AB
bagintis1 bulunur. Bu bagmtinin her iki tarfi AB vektdriiniin modiiliine

boliiniirse
VyoU,, =VgeU,,

1zdiisiim hizlar teoremi ispatlanmais olur.

Problem 11.1.1:

Bir rijid cismin koordinatlar1 (1,1,0) olan A noktasinin hiz vektorii
V, =3i +7] -8k ve koordinatlari (3,4,6) olan B noktasinin hiz vektoriiniin
dogrultusunun x eksenine paralel oldugu bilindigine gore siddetini bulunuz.
(Burada uzunluklar metre zaman saniye cinsindendir.)

.Céziim:
Izdlisiim hizlar teoreminden
V, s AB -V, « AB
yazilabilir.
AB =0B -0A
AB =2i +3] +6k
Vg =Vgi
V,eAB=3%24+7%3-8%6
V, e AB =-21m/s

Vg e AB=2*Vg =-2Im/s
VB:—ﬂm/s

2
Vg =-10,5m/s
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Problem 11.1.2:

Sekilde gosterilen AB cisminin A ucu y ekseni lizerinde V, hiz siddeti ile

asag1 dogru hareket ederken B ucu x ekseni iizerinde hareket ediyor. B ucunun
hizinin siddetini A ucunun hizinin siddetine ve @ acgisina bagli olarak bulunuz.

N/

»

<
&

V,Siné

Cozim:

V;Cosé

[zdiisiim hizlar teoremine gore A noktasinin hizinin AB dogrultusu iizerindeki

izdlistimii B noktasinin hizinin AB dogrultusu lizerindeki izdiisiimiine esittir.

V,Sin@ =VgCosd =

Vg =V,tg0
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11.2 Rijid cismin otelenme hareketi
Rijid cismin hareketinde iizerindeki hi¢cbir dogru dogrultu degistirmiyorsa

bu tiir harekete 6teleme hareketi denir. Bu durumda rijid cisme bagl vektorler

diizlemler eksen sistemleri dogrultu degistirmezler.

Rijid cisme bagli her vektor sabit vektordiir. Sekilde bu sabit vektorlerden

herhangi biri AB vektorii olsun.

Z

y

A

v

Sekildeki A ve B nin yer vektorleri arasinda asagidaki bagint1 yazilabilir.
Fo+AB =T,

AB = sabit oldugu gz dniinde bulundurularak esitligin her iki tarafinin

Va

an

<

B

8

zamana gore tiirevi alinirsa
hiz vektorleri arasindaki bagint1 bulunur. Tekrar tlirev

alindiginda ise
ivmeler arasindaki baginti bulunur.

Bu bagintilardan 6teleme hareketinde rijid cismin biitiin noktalarinin hiz
vektorlerinin birbirine esit , ivme vektorlerinin birbirine esit oldugu goriiliir.
Otelenme hareketinde biitiin noktalarm hizlar1 birbirine esit oldugu i¢in
yoriingeleri de birbirinin ayn1 veya 6telenmis egriler olur. Eger bu yoriingeler
dogru seklinde ise bu harekete dogrusal 6telenme, egri seklinde ise egrisel
otelenme hareketi denir.
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Problem 11.2.1
ADEF dikdortgen plakasi sekil diizleminde kalmak sart1 ile A noktasindan B

etrafinda donebilen AB ¢ubugu ile D noktasindan C etrafinda donebilen CD
cubugu ile mafsalli olarak hareket ediyor. AB ¢ubugunun sekilde verilen
konumdan gegerken agisal hizi @ =5Rad /s agisal ivmesi a = 2Rad /s*
olduguna gore bu an icin ADEF dikdortgen levhasinin E noktasinin hiz ve ivme
vektorlerini

a) dogal koordinat sisteminde

b) kartezyen koordinat sisteminde bulunuz.

F E
AB=CD=20cm. , BC=AD=32cm. , =30
Cozim:
| |
C
S/
0
(D
7 =4,
F E .
v . .
y Ve =V,

AB uzunlugu CD uzunluguna ve BC uzunlugu AD uzunluguna esit
oldugu i¢in ABCD daima paralel kenar olur. Bundan dolay1 dikdortgen plaka
oteleme hareketi yapar.
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Oteleme hareketi yapan cisimlerin biitiin noktalarinin hizlar1 ve ivmeleri

birbirinin ayn1 oldugundan E noktasinin hiz1 ve ivmesi A noktasinin hizi ve
ivmesine esit olur.

a) Dogal koordinat sisteminde hiz ve ivme vektorleri

V,=AB-oT , V,=20%5T , V,=100T

d,=AB-aT+AB-@*N , d, =20%2T +20%5°N , &, =40T +500N
Ve =V, =100T

dg =d, =40T + 500N

b) Kartezyen koordinat sisteminde hiz ve ivme vektorleri
V, =& BA
@ =-5K
BA=-BA*Sin@i +BA*Cos#j , BA=-20%Sin30°i +20%*Cos30’ ]
BA=—107 +10v3]

V,=-5KA(=10i +1043]), V,=50/31-50]

A=@ABA+@AV, , d,=-2KA(=10i +10v3 j)=5K A (50831 =507])
= (2043 +250) +(20-2503) ]

_>A
Ve =V, =50//31-50]

d. =4, = (203 +250)i +(20-25043) ]

|
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11.3 Rijid cismin sabit bir eksen etrafinda donme hareketi
Rijid cismin iizerindeki noktalarin sabit bir eksene ve bu eksen iizerindeki
bir noktaya uzakliklar1 hareket boyunca degismiyorsa rijid cismin bu
hareketine sabit bir eksen etrafinda donme hareketi denir.

A

Yukaridaki sekilde bir rijid cisim A ve B noktalarindan gecen A ekseni
etrafinda ® acgisal hizi1 ve a agisal ivmesi ile doniiyor. Cismin lizerindeki
biitlin noktalarin yoriingeleri A eksenine dik diizlemlerdeki ¢emberlerdir. Burada
D noktas1 C merkezli r yarigapli A eksenine dik diizlemde bir ¢gember cizer.

Cembersel harekette bir noktanin hiz vektoriiniin dogrultusu ¢embere teget

,yonii hareket yoniinde , siddeti ise agisal hiz ile yarigapin ¢arpimina esittir.

V =reT
Ivme vektorii ise
d=raT +ro°N
seklindedir.

Sabit bir eksen etrafinda donme hareketinde V hiz vektoriiniin
Vp =@ A AD
seklinde yazilabilecegi asagida gibi gosterilebilir.

Burada & acisal hiz vektoriidiir. Agisal hiz vektorii asisal hiz siddetinde donme
ekseni dogrultusunda ve sag el kurali ile cismin donme yoniinii belirten yonde
bir vektordiir.

Vo |=|@ » AD| =|@||AD| sin 6
Burad ‘ﬁ‘ Sind=r oldugundan M =r|o| hizin siddetini veren denklemi

saglanmis olur.
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Vektorel carpimin dogrultusu ¢arpimdaki her iki vektore de dik olacagindan @

agisal hiz vektorii ile AD vektdriine dik dogrultu teget dogrultusunda olur.
Yonii 1se sag el kurali 1le bulunur. Bu elde edilen dogrultu ve yon hiz
vektoriinlin dogrultu ve yonii ile ayn1 olur. Boylece sabit bir eksen etrafinda
donme hareketindeki hiz vektoriiniin hesabinda

Vp =@ A AD
ifadesi kullanilabilr. Bu esitligin her iki tarafinin zamana gore tlirevi alinirsa
ivme vektorii formiilii elde edilir.

d, =@ A AD+ @ AV,

Burada &:c(ij_cto dir.

Problem 11.3.1

Dikdortgenler prizmasi seklindeki cisim bir t aninda agisal hizi pozitif yonde
o =7Rad /s ve agisal ivmesi & = 2Rad /s dir. Ayrica ayni1 anda kenarlari
koordinat eksenlerine ¢cakisacak konumdan ge¢mektedir. B noktasinin hiz ve
ivme vektorlerini cisim

a) x ekseni etrafinda donerken

b) y ekseni etrafinda donerken

c) z ekseni etrafinda donerken

d) OA ekseni etrafinda donerken hesaplayiniz.

yA
C B
20cm,
D| A
30cm. O, ___________________ _JH X
60cm F
Z
Coztim:

a) cisim x ekseni etrafinda pozitif yonde ( y den z ye dogru) doniiyor.

Vg =HB*wT , Vy=30%7T , Vg =210T
Vo=®@AHB , @=7i, HB=30j , Vg=7i A30]
Vg =210k

d; = HB*aT + HB*@’N , &g =30#%2T +30%=7°N
dg = 60T +1470N
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8y =@ AHB+®AVy , a5 =2i A30j+7i A210K

d; =—1470] + 60k

b) cisim y ekseni etrafinda pozitif yonde (z den x e dogru) doniiyor.

— —

CB*xwT , Vy=60%7T , Vg =420T

w
Il

dy =60%2T +60*7*N , &z =120T +2940N

Vg =@ACB , &@=7], Vg=7]A600

B+@AVg, 85 =2]A60i +7]A—420k

Q)

ve)

Il
Q!
>
O

a5 =—2940i —120k

c) Cisim z ekseni etrafinda pozitif yonde (x den y ye dogru) doniiyor.
V, =OB*wT , OB=+30%>+60", OB=430>+60>, OB=10/45
Vg =70/45T | Vg =469,57T

d, =104/45%2T +10/45%7°N , a5 =20/45T +490~/45N

dg =134,16T +3287,02N , |ag|=3289,8cm/s
Vo=®@AOB , @=7k, OB=60i +30]
Vg = 7K A (60i +30])

Vg =-210i +420]

—_—

dy =@ AOB+@AVy , 8z =2KA(60i +30])+7k A (=2101 +420])

d, =120 — 60i —1470] — 29401

d; =-3000i —1350]

d) Cisim OA ekseni etrafinda pozitif yonde (O dan bakildiginda saat

ibrelerinin tersi yoniinde) doniiyor.

— B

V, =@ A AB
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- OA  60i+30]+20k
OA ~ | =—| —
A {60y +(30)" +(20)’

UOAzgh%hle , @=6i+3j+2k , AB=-20k

Vg = (61 +3]+2k)A—-20k

Vg =—60i +120]

é:B:&/\A_B-Fa_.)/\\ZB , @=alUg, , &:2f+§1+iﬁ
77 7
12- 6~ 4 Pk
Ay =(=i+—]+=-k)A—20k+| 6 3 2
777
60 120 0

i, - @@-240)? ; (@—120)} 1+ 900K

g =—257,141 —85,71] +900k

Problem 11.3.2

Bir rijid cisim A(5,6,2) ve B(7,3,8) noktalarindan gecen ve A dan B ye dogru
yonelmis A ekseni etrafinda pozitif yonde doniiyor. Cismin bir t anindaki agisal
hiz1 @ =14Rad /s ve agisal ivmesi & = 7Rad /s* dir. Bu anda C noktasi (10,8,6)
koordinatlarindan gectigine gore C noktasinin

a) bu andaki hiz ve ivme vektorlerini
b) donme eksenine olan uzakligini bulunuz.

Coziim:
\7C=a7AA—C , é:C:&/\A_C’-I—CT)/\_.C
6-00, ,G-a0,, U, =2 UA:(7—5)|+(3—6)J+(8—2)k
|AB| JT-57 +(3-6)* + (8—2)?

G, =27 37+g|2, @=4i —6j+12k , @=2i-3j+6k

AC =(10-5)i +(8—-6)] +(6-2)k , AC =5i +2j +4k
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i j K
V.=@AAC=4 —6 12
5 2 4

Ve =(—6%4—12%2)1 +(12%5-4%4) ]+ (4%2+6%5)k
V. =481 +44] + 38k

i J k|7 ] kK
b) d.=a@arAC+adAV; , d. =2 -3 6|+ 4 -6 12
5 2 4] |-48 44 38

8. =(-3%4—-6%2—-6%38—12%44)i +(6%5-2%4—48%12—4%38) ] +
+(2%2+43%5+4%44—6x48)k

d. =-780i —706 ] —93k

’\70‘=Rca) = RC=M

Ve|=|-487 +44]+38K| ,  Nc|=7539cm/s

75,39
R. =
C 14
Rc =5,39cm
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11.4 Rijid cismin genel diizlemsel hareketi
Rijid cisim iizerindeki biitiin noktalarin yoriingeleri diizlemsel egriler ise
rijid cismin bu tiir hareketine genel diizlemsel hareket denir. Diizlemsel
egriler ¢izen bu noktalar ayn1 diizlemde veya birbirine paralel
diizlemlerde bulunur.Genel diizlemsel hareket i¢in yapilan bu tanimdan
sabit bir eksen etrafindaki hareketin de bir diizlemsel hareket oldugu
anlagilir. Bu paralel diizlemlerden birinde elde edilen hiz ve ivmeler bu
diizleme ¢ikilan dik dogru lizerindeki her noktada aynidir.yoriingeler ise
ayni1 yorlingenin bu noktaya otelenmis halidir.
Bundan dolay1 genel diizlemsel hareket yapan bir rijid cisim {izerindeki
yoriingelere paralel diizlemlerden birini ana levha olarak adlandirip bunun
lizerinde inceleme yapmak yeterli olur.

y

A

rB/A B

-
>

|

-
[oe]

v

Z

Sekildeki 0AB vektor tiggeninden A ve B nin yer vektorleri arasinda asagidaki
bagint1 yazilabilir.
g =Fa+Tg/a

Bu yer vektorleri arasindaki bagintinin zaman gore tiirevinden hiz vektorleri
arasindaki bagint1 elde edilir.

Ve =Va+Ve/a
Bu esitligin zamana gore tiirevi alinirsa ivmeler arasindaki bagint1 elde edilir.

dg =8, +dg,p

Buradaki denklemlerin sol tarafindaki ikinci terimler B nin A daki 6telenme
hareketi yapan eksen sistemine gore hareketini gostermektedir. Burada B ile A
arasindaki uzaklik degismediginden ve B diizlemsel bir yoriingeye sahip
oldugundan B nin A daki eksen sistemine gore yoriingesi ¢cember olur.
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(Cembersel harekette sabit eksen etrafinda donme hareketine ait asagidaki
denklemler yazilabilir.
Vg a=®A AB

dg, A =@ AAB+® AV,

Problem 11.4.1

Sekilde gosterilen sistemde OA kolu O silindirik mafsali etrafinda AB kolu
ise A silindirik mafsali etrafinda donme hareketi yapmaktadir. Sistem bir t
aninda verilen konumdan gecerken OA kolunun agisal hiz1 @,, =8Rad /s ,agisal

ivmesi a,, =3Rad/s* AB kolunun agisal hizi ise w,; =6Rad/s ,agisal ivmesi
a,z =2Rad /s> olduguna gore bu an i¢in B noktasinin hiz ve ivme vektorlerini
bulunuz.

v
>

OA=26cm.  AB=20cm.
Sistem verilen konumdan gegerken bilinen degerler
0=60" , p=45", w,,=8Rad/s
aon =3Rad/s’, w,z =6Rad /s, @, =2Rad/s’
Cozlim:
Vg =V, +Vg,a » Va=@aAOA , Vg, =@ A AB
@op =8K , Gop=3K , @pg =6K , @5 =2K
OA=0A(Cos@i +Sin@j), OA=13i+13V3]
AB = AB(Cos@i +Sing ), AB=10v27+10v2]
V,=8KA(131 +13v3]) , V,=-104/31 +104]
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Viga=6KAI0V2T+10V2]) , Vg0 =—60321+60v2 ]

Vi =—(10443+602)T +(104+6032)] , |Vg =—-2651 +188,9]

dg =dp+aga > aAzéOA/\O_A—}_@OA/\VA ) aB/AszBAE+éABAVB/A
a, =3KA(13T +13v/3 1) +8K A (~104+/3T +104])

d, =—(39v/3+832)i +(39-832:/3) ]

g, a=2KA(10V2T +10v2 J)+6K A (—608/2T +6042 ])

8o, = (2082 +3608/2)T +(2082 -360+/2) ] , dg,p = 380421 —3404/2 ]

g =—(39+/3 +380+/2 +832) 1 +(39-8324/3-3402) j

d, =—1436,951 —1882,9 ]

Problem 11.4.2

Asagidaki sekilde kaymadan yuvarlanma hareketi yapan bir disk
gosterilmektedir. Diskin ¢evresindeki A, B, C, D ve I noktalarinin hiz ve
ivme vektorlerini bulunuz.

Cozlim:

Yukaridaki sekilde gosterildigi gibi biitiin noktalarin hiz vektoriini
kiitle merkezinin hiz vektorii ile bu noktalarin kiitle merkezine gore hiz
vektorlerinin toplamindan elde edilir. ivme vektorleri de ayni sekilde kiitle
merkezinin ivmesi ile bu noktalarin kiitle merkezine gore ivmelerinin
toplamindan elde edilir.

A noktasinin hiz ve ivme vektorii:

Va=Vs +Vasc

Roi , V,s=-Ro]j

} (;)<l
Il
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d,=8,+d,, , 4a=Rai

d, =R(@-o’)i -Ra ]

B noktasinin hiz ve ivme vektori:
Vg :\7@ +\78/G
Vo =Rwi , Vg =-wkA(RCos@i +RSingj)
Vg, = R@Sin@i —RwCosé j

Vg = Ro(1+Sind)i —RwCosh |

dg =35 +3g,

dg/c =—aKA(RCOs@T +RSING J)-wk A(RwSindi —RwCosé )
d5,c =(RaSind- Rw’Cosd)i — (RaCosf + Rw’Sing) j

d; = (Ra+ RaSind - Rw’Cosd)i — (RaCosd + Rw’Sing) j

C noktasinin hiz ve ivime vektori:

\7(: :\7@ +\7C/G >

Vg = Roi \70/G =Ro i

V. =2Rmi
dc =3 +ac g
d, =Rai

d.,c =RaT +Rw’ N

d;. =2Rai -Ro’ |

D noktasinin hiz ve ivime vektori:
Vp=V;+Vpe » Ve=Rei , Vy,c=Ro]j
Vy =Rwi +Rw |

ap =dg +ap,g > a; = Rl
— = 2 — — = g
dp;g =RaT+Rw" N ,

d, = R@+@*)i +Ra

I noktasinin hiz ve ivime vektori:

V) =V +V, 6

s =Raoi , V,;=-Rwi
A

a =4a

— e 2=
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11.5 Genel diizlemsel harekette ani donme merkezi
Genle diizlemsel hareketteki V, +V,,, =V, esitligi goz 6niine alinirsa

Herhangi bir noktanin hiz vektérii hiz vektorii bilinen bir noktanin hiz
vektoriine bu noktay1 baz alarak elde edilen bagil hiz vektorii eklenerek
bulunur. Bu sdylenen bagintidan genel diizlemsel harekette hiz1 sifir olan
Bir noktay1 bulmak miimkiin olur.

Hizin sifir olan nokta bulunduktan sonra diger noktalarin bu nokta
etrafinda cembersel hareket yaptig1 diisiiniilerek hizlar1 hesaplanir.

Sekilde goriildiigii gibi A noktasinin hizina ¢ikilan dikme lizerinde hiz1 sifir
olan noktay1 bulmak miimkiindiir. Eger
Via=Va
olacak sekilde bir I noktasi bulunursa bu noktanin hizi sifir olur. Hiz1 sifir olan
noktay1 bulduktan sonra baska bir C noktasinin hizinin dogrultusu IC dogrusuna
dik cikarak, yonii @ nin gosterdigi yonde , siddeti ise 1C dogrusunun uzunlugu
ile @ agisal hiz vektoriiniin carpimindan sekildeki gibi kolaylikla bulunur.
AR
Problem 11.5.1:

Sekilde gosterilen L uzunlugundaki AB cisminin A ucu y ekseni iizerinde V,
hiz1 ile asag1 dogru hareket ederken B ucu x ekseni iizerinde hareket ediyor. B
ucunun hizini ve C merkezinin hizin1 A ucunun hizina ve @ agisina bagli olarak
bulunuz.

y A

VV><
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Cozim:

Ya

Ve X
VA:m*a) = w:\g
1A
Vg =IB*w , V. =IC*w@
1B IC
Vg, = —*V V. = ——=*V
B A A ] C A A
AB=L , IA=LCos# , IB=LSing , TE:%
L
LSin@ 2
® LCos® * ° ¢ LCose® °
Vg =V, 108
V
Ve =—2
2Cosé@

Problem 11.5.2:
Sekildeki krank biyel mekanizmasinda AB=10cm. uzunlugundaki kranki A

etrafinda saat ibreleri yoniinde @ = 5Rad /s. sabit ag¢isal hiz1 ile doniiyor. 8 = 30°
i¢cin BC=30cm. uzunlugundaki biyelinin acisal hizini ve C pistonunun hizini
bulunuz.
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Cozim :

I
v Wgc
B

C

A 0 ol S—— A X

F 14 * _ ‘l\l ” »
Dpp Vi | !
— — AB

Ve =IC*@gc VC:TE*%QAB
Vg =10%5 | Vg =50cm/s
Siniis teoreminden
Sing _Sind _ Sin(180° -8 - ¢)
AB  BC AC
AC = ABCosé8 + BC Cos ¢

—

= Sin(ozisme
BC

Cosp =+/1-Sinp , Cosgp= \/1 —~ (%)2 Sin® @

m:ﬁcOSe+ﬁcJ1_(Q:§)2SinZe

AC =10Co0s30° + 30\/1 - (%)2 Sin?30°

AC =37,815cm.

A= AC , 1A= 37,815 1A = 43,665cm.
Cosé Cos30°

IC =1ASin@ , 1C =43,665+Sin30°

1C =21,833cm.

IB=1A-AB, 1B=43,665-10, IB=33,665cm.
AB 10

Wge =—@ , @pe = 5, |wg. =1,485Rad /s

BC IB AB BC 33,665 BC

Ve = IC*@pe , V. =21,833%1,485
V. =32,42cm/s
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12.1

12.2

BOLUM 12

KINETIK

Kinetik ve Newtonun ikinci hareket kanunu
Kinetik hareketi olusturan kuvvet moment gibi nedenleri de gz oniine
alarak hareketin incelenmesidir.
Kinetikte temel yasa Newtonun ikinci hareket kanunudur.
Bir pargacigin lineer momentumunun zamanla degisimi tizerine etkiyen
kuvvetlerin bileskesi ile orantilidir ve bu bileskenin yoniindedir.

Pargacigin lineer momentumu hizi ile orantili olup hiz yéniindedir ve bu
oranti katsayis1 kiitle adini alir.

Pargacigin hiz1 V kiitlesi m ile gosterilirse Lineer momentumu

P=mV
olarak tanimlanir. Bu tanimla ikinci hareket yasasi
F-dP_ i(m\7 )
dt dt
seklini alir. Newton mekanigi yani klasik mekanik ¢ergevesinde m
kiitlesinin yalniz cismin i¢ 6zelliklerine bagli oldugu zaman ve yerle
degismedigi varsayilir. Dolayisiyla ikinci yasa
F=ma

seklinde yazilabilir.

Maddesel noktanin kinetigi
Newtonun ikinci hareket kanunu olan

—

F=ma
denkleminin kartezyen koordinatlardaki bilesenleri
F,=ma, , F,=ma, , F, =ma,

dogal koordinatlardaki bilesenleri
Fr=ma; , Fy =ma,

seklinde yazilabilir.
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12.3 Kiitle merkezinin hareketi teoremi
Asagidaki sekilde gosterildigi gibi maddesel noktalardan olustugu
diistiniilen sistem veya rijid cismin hareketinde her bir maddesel nokta

icinyazilan F=mad  denklemi alt alta yazilip toplanirsa

Q » X
V4
Ifl = mlal
'fz = mzéz
|f3 = m353
Ifl = mial
_|_ Fn = mnén

denklemi elde edilir. Burada G maddesel noktalar sisteminin kiitle merkezidir.
Kiitle merkezinin yer vektori

- imiO—Ai

OG ==———  seklinde yazilabilir. Bu vektdriin zamana gore ikinci

2m,

i=1
tirevi alinirsa kutle merkezinin ivme vektori bulunur.

n
2 ma
_ =l
n
2
i1

dg
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n
Bu ivme vektorii ifadesinden. m = Z m, olmak iizere

i=1

n
ma, = z m; d, yazilabilir.
i=l

Z'Ei = Zmi a, 1fadesindeki Zmi a yerine ma, yazlirsa
i=l1 i=1

z F=ma,
seklindeki kiitle merkezinin hareketi teoremi olarak bilinen denklem elde edilir.
Bu denkleme gore maddesel noktalar sisteminin veya rijid cismin kiitle merkezi

biitiin kuvvetler ona uygulanmis ve toplam kiitle orada yogunlasmis bir
maddesel nokta gibi hareket eder.
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12.4 Rijid cismin sabit bir eksen etrafinda donme hareketi ve atalet
momentleri

Sekilde gosterilen V hacim bolgesini kapsayan ve A Ekseni etrafinda M, dis
momenti etkisinde donen cismin iizerindeki bir dm diferansiyel kiitlesi ve bu
kiitle i¢in kinetik denklemi yazip cismin tiim V hacmi i¢inde integre edilirse rijid
cismin sabit eksen etrafinda donme hareketine ait kinetik denklemi bulunur.

Maddesel noktanin hareketi verilen
F=ma denkleminin
dogal koordinatlardaki ifadesi
Fr=ma; , Fy =may
Bu denklemler rijid cismin bir diferansiyel kiitlesine uygulanirsa
dF; =a,dm dF, =a, dm
Sekilde gosterildigi gibi sabit bir eksen etrafinda donen cismin biitiin noktalari
cembersel hareket yapar. Bundan dolayi cisim {izerindeki bir diferansiyel kiitle
icin yazilan denklemlerden ikincisinin donme hareketine bir etkisi olmaz.
Birinci denklemdeki a, ivmenin tegetsel bileseni yerine
a; =ra yazilarak elde edilen
dF; =radm
denkleminin her iki tarafi diferansiyel kiitlenin y6riingesinin yarigapi olan r ile
carpilip integre edilirse sabit eksen etrafinda donme hareketine ait kinetik
denklemi elde edilir.
IrdFT =Irradm

\ \
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Burada M, = I rdF; oldugu bilindigine gore yukaridaki denklem
\%
M, =a|r’dm
J
seklinde yazilabilir.Buradaki j r’dm biyikliine cismin A eksenine gore
\Y

atalet momenti denir
I, = I r’dm

\Y
Boylece sabit bir eksen etrafinda donme hareketine ait moment ve agisal

ivme arasindaki bagintiy1 veren kinetik denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

M, =l

12.5 Atalet momentleri
Sabit bir eksen etrafinda donme veya genel diizlemsel hareketin
kinetiginde rijid cismin sabit bir eksene gore atalet momentinin bilinmesi
gerekir. Bu islem noktaya ve diizleme gore atalet momentleri tanimlayip

daha kolay yapilabilir.

I, = . radm A noktasina gore atalet momenti
v

I, ={r/dm d dogrusuna gore atalet momenti
v

I, =|rsdm P diizlemine gore atalet momenti

\%
12.5.1 Atalet yarigap1
Bir noktaya veya eksene gore atalet momenti I olan m kiitleli bir cismin
tiim kiitlesi bu noktaya veya eksene esit uzakliktaki bir bolgede toplanmis
farz edilirse bu uzakliga atalet yarigap1 denir ve k ile gosterilir.

| =m=k?

129



12.5.2 Atalet momenti ile ilgili teoremler

1 ) Bir rijid cismin birbirine dik ii¢ diizleme gore atalet momentlerinin
toplam1 bunlarin ara kesiti olan noktaya goére atalet momentine esittir.

2) Bir rijid cismin birbirine dik iki diizleme gore atalet momenlerinin

toplam1 bunlarin ara kesiti olan dogruya gore atalet momentine esittir.
3) Iki boyutlu bir rijid cismin sekil diizleminde bulunan birbirine dik iki

dogruya gore atalet momentlerinin toplami bunlarin arakesiti olan

noktaya gore atalet momentine esittir.

4) Bir rijid cismin herhangi bir dogruya gore atalet momenti bu dogruya
paralel olup kiitle merkezinden gecen dogruya gore atalet momenti ile
cismin kiitlesini bu dogrular arasindaki uzaklikla ¢arpilarak elde edilen

sayiin toplamina esittir. Bu teoreme paralel eksenler teoremi denir.
5) iki boyutlu cisimlerde Sekil diizlemine dik eksenle bu eksenin sekil

diizlemindeki izdiisiimii olan noktaya gdre atalet momenti birbirine

esittir.Bu son teoreme gore iki boyutlu cisimlerde sekil diizleminde

bulunan bir noktaya gore atalet momentinin kiitle merkezine gore atalet

momenti ile bu noktalar arasindaki uzaklik karesinin kiitle ile

carpiminin toplamina esitligi seklinde paralel eksenler teoremine benzer

teorem yazilabilir.

Bu teoremlerin ispat1 asagidaki sekilde yapilabilir.

y

A

o
IO=I(x2+y2+zz)dm
\Y
Iyozz"‘xzdm s Ixozzj.yzdm D Ixoy
\Y \Y
Bu denklemlerden I =1 +1_ +1

0 yoz X0Z X0y

Bu esitlik birinci teoremin ispatidir.

=I22dm

\
elde edilir.
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Ayrica I, = I(yz +2%)dm oldugundan
\%

X X0z + Ixoy
yazilabileceginden ikinci teorem ispatlanmis olur.
Paralel eksenler teoremini ispatlamak icin

I, =J‘(x2 +2%)dm
Y

IYG =J'(Xi/e + Zi/e)dm
Vv

X=Xg+Xp6 > Z=125+1Zp

2 2 2 2 2 2
X°+2° = X5 +2Xg X6 + Xajg +26 +2252p,6 +Zasg
2 2 2

Xg +2g =d

2 2 2
Iyzj(xA/G+zA/G)dm+d Idm+2xGIxA/de
\Y \Y \%

kiitle merkezi formiiliinden j X,,cdm=0 oldugundan
\%

_ 2
I,=1,,+md

yazilarak paralel eksenler teoremi ispatlanmis olur.
Ugiincii teorem ikinci teoremin iki boyuta indirgenmis halidir. Bu teoremin
1spati i¢in asagidaki sekil géz oniine alinir.

i=
\

Ixzjyzdm , Iyzszdm
S S

Io =j(x2 +y*)dm
S

Bu atalet momenti ifadelerinden
lo=1,+1,

yazilarak ti¢lincii teorem ispatlanmis olur.
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Problem 12.5.1
Kiitlesi m olan L uzunlugundaki homojen , dogrusal ve sabit kesitli gubugun
ucuna ve merkezine gore atalet momentini bulunuz.

Cozim:
A
y
dl L »
dm
A ¥ G X
X |dx
> —

IA:szdm, dm=pdx , m=pL
/

L L3
IA:'[szdX ) IA:p_
0 3
Atalet momentini cismin kiitlesi cinsinden bulmak i¢in sonucu ﬂL =1 ile
Yo,
3
carpmak gerekir. 1, = pLﬂ
3 pL
L2
l,=m 5

paralel eksenler teoremine gore

L., L., L2 L2
ly,=lg+m=)?, Ig=l,-m=)?, lg=m—-m—
A G (2) G A (2) G 3 4

L2

lo =m—
¢ 12

Problem 12.5.2
Kiitlesi m olan L uzunlugundaki homojen , dogrusal ve sabit kesitli Prizmatik
cismin taban diizlemine gore atalet momentini bulunuz.

Coztim: y,

A taban dizlemi

N

{0)
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Cozim:
I, :szdm ,  dm=pdV
\%

eger A taban diizleminin alan1 S ise

m=pSL , dn=pSdL dir.
L L3
ly=[x’pSdL , 1,=pS—
5 3
Atalet momentini cismin kiitlesi cinsinden bulmak i¢in sonucu % =1
Yo,
: : L m
ile carpmak gerekir. I, =pS———
3 pSL
L2
IA =m ?

Problem 12.5.3

R yarigapl ve m kiitleli homojen ¢ember seklindeki cismin atalet momentini
a) merkezine , b) capina , c)teget dogrusuna, d) ¢ember lizerindeki bir
noktaya gore bulunuz.

d dogrusu  y4

R A noktasi
O X

Cozlim:
a) Cember seklindeki cismin iizerindeki biitiin noktalarin O noktasina
uzakligi R oldugundan

I, =mR?

olur.
b) Atalet momenti ile ilgili teoremlerden {igiinciistinden
lo =1 +1,
yazilabilir. Ayrica tiim ¢ap dogrularina gore kiitle dagilimi ¢ember
seklindeki cisimde ayni oldugundan
I, =1, yazlabilir. Boylece gember seklindeki cismin ¢apina gore

. 1
atalet momenti  [l, =1, = om R?

y
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Paralel eksenler teoremine gére 1, =1, +mR* oldugundan

|d=§mR2
2

c) Atalet momenti ile ilgili besinci teorem goz Oniine alinirsa O ve A noktasi
arasinda paralel eksenler teoremi yazilabilir.

I, =1y +mR?

I, =2mR’

Problem 12.5.4
R yarigapli ve m kiitleli homojen daire seklindeki levhanin atalet momentini

a) merkezine , b) capina gore bulunuz.

Cozim: \

y dm = pdA

dr

VV><

%

m=pzR*, dA=2zrdr, dm=p2zrdr

a)
R R R
Io :J.rzdm , Io :J.rz(p2rrrdr) , g :pzrrfr3dr
0 0 0

4
IO =p2ﬂ'T

Atalet momentini cismin kiitlesi cinsinden bulmak i¢in sonucu

. K i R* m
- =1 1le carpmak gerekir. g = p27z—

prR 4 prR?

1 2
l.=—mR
D)

b) Atalet momenti ile ilgili teoremlerden iigiinciisiinden
lo =1, +1,
yazilabilir. Ayrica tiim ¢ap dogrularina gore kiitle dagilimi dairesel levha
icin ayni oldugundan
I, =1, vyazlabilir. Boylece dairesel levhanin ¢apina gore atalet momenti

=1, = %m R? formunda elde edilir.

=1,
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Problem 12.5.5
Silindir seklindeki homojen dolu cismin taban diizlemindeki bir ¢apina gore
atalet momentini bulunuz.

yA

R
O

X
Cozim:

Atalet momentleri ile ilgili ikinci teoreme gore
IX = IXOy + IXOZ

yazilabilir. Ayn1 sekilde

z

+1 ve |, =1, oldugundan I = yazilabilir.

= L yoz xoz — lyoz X0z
I, dairesel levhanin merkezine gore atalet momenti gibi

1, :%m R*> oldugundan

o = %m R* olur.

Loy = L esitligi prizmatik ve sabit kesitli cisimlerin taban diizlemine gore
3

atalet momenti oldugundan

x=%mL2+%mR2 , Ix=m(%L2+iR2) esitligi bulunur.
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Problem 12.5.6

R Yarigapli ve m kiitleli homojen dolu kiirenin kiitle merkezinden gecen

bir capina gore atalet momentini bulunuz.

Cozim:

R
m:ZIdm , mzzpjnrzdz , r*=R*-7?
0

R R3 4
mzzpnj(Rz—zz)dz, m=2p7r(R3—T), m=§p7rR3
0

Atalet momenti ile ilgili teoremlerden ikincisine gore

I, = Loy + lx; Yazilabilir. Kiirenin biitiin ¢apsal diizlemleri kiireyi iki esit
pargaya boldigiinden 1,,, =1,, ve |I,=21,  yazlabilir.
R R R
oy =2[ 27dm s by =2[Zprridz , N =2px[7 r’dz
0 0 0
R R
Loy =2p7 [ (RP=2)dz , Ly =2px[(Z°R* —2%)dz
0 0
R® R’ 4 5
|X0y:2pﬂ'(T—?) N IXOy:Epﬂ'R
Atalet momentini cismin kiitlesi cinsinden bulmak i¢in sonucu
3m - =1 ile carpmak gerekir
4pR
4 s 3m T 2,
Ixoy:Ep”R 4pﬂ-R3 N IXoyzng ) Ix—ng
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12.6 Rijid cismin sabit bir eksen etrafindaki donme hareketi ile ilgili
problemler

M, =1,a

Burada M, , A eksenine gore cisme uygulanan toplam dis momenti

I, , cismin A eksenine gore atalet momentini I, =Ir2dm
\%

a 1se cismin agisal ivmesini gostermektedir.

Rijid cismin sabit eksen etrafinda donme hareketinde cisme etki eden dig aktif
kuvvetler ile mafsal tepkileri arasindaki bagint1 kiitle merkezinin hareketi
teoreminden elde edilebilir.

Burada a; cismin kiitle merkezinin ivmesidir.
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Problem 12.6.1

Homojen L uzunlugunda ve m kiitlesindeki sabit kesitli dogrusal gubuk A
ucundan kendisine dik silindirik mafsalla baghdir. Cubuk yatay konumdan ilk
hizs1z harekete birakiliyor. Cubugun

a) yatayla @ acis1 yaptig1 andaki agisal ivmesini

b) yeni harekete birakildig1 andaki mafsal tepkisini bulunuz.

Cozlim:
X
L mg L
2 2
< >
A
— Gy B X
1O~ O >
- s <<
ke
RS RS
a \\\\ \\\\
<0
a)

L 1
M, =mg—Cos@ , |,=—mL?
A gz A 3
mgLCose 39
a= 12 , |a=—Cos@
—mL? 2L
3

b)
D> F=mi,
Cubuk harekete yeni birakildig1 anda agisal hiz1 sifir oldugundan kiitle
merkezinin ivmesinin yatay bileseni sifirdir.

a, __t -
G > a)
0 =0 da a = 3_g N éG = _3_g ]
2L 4
> F=m3; denkleminden toplam kuvvetle ivme ayn1 yénde olmas1 gerekir.

Cisme yatay dogrultuda bagka aktif kuvvet etkimediginden mafsal tepkisi de
diisey dogrultuda olmalidir.

= - — = d 3 - = 1 s
Ra—-mgj=ma; , RA_ng:m(__g)J RA:ngJ
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12.7 Rijid cismin genel diizlemsel hareketinin kinetigi

y

A

Maddesel noktanin hareketi i¢in gegerli olan
F=ma
denklemi Rijid cismin bir diferansiyel kiitlesine uygulanirsa
dF =&, dm
yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafi diferansiyel kiitlenin yer vektorii ile
soldan vektdrel ¢arpilir ve cismin tiim kiitlesi boyunca integre edilirse rijid
cisme uygulanan moment ve cismin acisal hareketleri ile ilgili denklemler elde
edilir.
dp =dg +a,

Fasc ANAF = IFA/G A(8g +8,,6) dm
s

0 —y

|

o AOF

-

A

M.k =]
S

MK = ([ Tycdm) Adg) + [Ty 6 A8, dm
S S

sag taraftaki birinci integral kiitle merkezinin formiliinden dolayz sifir
olur. Ikinci integral i¢in

ap e =0k A (X +VY))+ ok Alok A (X +Y])]

apg = —youi + xa | + ok A (X0 | - yoi)
ne ==Y + X0 | — xo’i — yo?]
Fae Ay =Xl + Y A(=yai + xa | — X0l — yo’))

Fac Ady e = X ok — xyo’k + y2ak + xyo’k

Q|

-

= = 2 2N
Fag Adac = (X" + Yy )ak
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ZMGE:j(x2+y2)aEdm
S
burada I, = _[(xz +y>)dm  dir.
S

Boylece genel diizlemsel harekette moment ve agisal ivme arasindaki
D Mg =lga
bagintisi elde edilir.

Problem 12.7.1

R =60cm. Yarigcaplt m =10kg. kiitleli homojen dairesel levha kaymadan
yuvarlanma hareketi yapmaktadir. Levhanin merkezinin ivmesinin 5m/s?
olmas1 i¢in merkezine uygulanan yatay dogrultudaki F kuvvetini ve gerekli
olan en diisiik siirtlinme katsayisini bulunuz.

Cozim: R
y
X
0
N
Y Mg =lga , > F=ma,
a
3, =Ra = a=-%
R
IG=%mR2, D> Mg = fR
1, ag |
ZMG:fRZEmRE = f:EmaG = f =25Newton

F-f=ma; = F:%maG = |F =75Newton

szZO = N-mg=0 = N =mg=098,1Newton

yz% , |#=0,255
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Problem 12.7.2

R =60cm. Yarigcaplt m =10kg. kiitleli homojen dairesel levha kaymadan

yuvarlanma hareketi yapmaktadir. Levhanin merkezinin ivmesinin 5m/s?
olmas1 i¢in merkezine uygulanan Momentin siddetini ve gerekli olan en

diisiik siirtlinme katsayisini bulunuz.

Cozim:

v

LR o MG=%mRaG+fR

f=ma; = f =50Newton

Mg =410%0,6%5+500.6 , Mg =45Nm.
2

f
f: N - = —
u H=N

dF,=0 = N-mg=0 =

peo

98,1

N =mg = 98,1 Newton
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Problem 12.7.3
1,2 m. Uzunlugunda ve m=25 kg kiitleli bir gubuk A ucu yatay dogru
lizerinde B ucu 45° egimli dogru lizerinde olmak lizere siirtiinmesiz olarak
hareket ediyor. Eger cubuk ilk hizsiz olarak harekete birakilirsa ve bu anda
0 =30° ise bu an i¢in
a) Cubugun acisal ivmesini
b) A ve B noktalarindaki tepki kuvvetlerini hesaplayiniz.

Coziim:
ag
-\ B
B
-
Rg
15° \“t\
G \\\\\\‘\
450/ 30° . a,

dMg=lga = %RAC0530O —%RBCOSISO :émLza

dF=mda, = >F =mag , > F =mag
> F,=ma; = RgC0s45° =mag

D> F,=ma;, = R,+RgSin4s’-mg=mag
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Kinematik inceleme:

L N N
dg =ap tag,a » A =7a5' _TaBJ

dy=ajl , g,,=GAAB+®AVy,,

hareketi yeni bagladig1 igin @ =0 dur.

dy, A =ak A(~LC0s30°T + LSin30° j) , aB/A=—%LaT—§LaI
éB:%an——aB]:aAf+(—%Laf—£LaJ)
2 - A2 - 1 = B3
—agl ——ag]=(a, ——La)l —La
5 2B 5 gl =(@x ) 5 J
1 2 J3+1
aA——LGZTaB A= > L
_ﬁl_a:_ﬁ B aB:\/: La
2 2
g =8, +ag,a » ”G:aGXi+aGVj
éG/A=”/\E+E)/\\70/A
~ 3+1 -
d, = > Lai
_ - L or Lo oe L - 3. -
=ak A(-——Co0s30" i +—=Sin30 s p=——al ——La
ag/A ( > ) Iy G/A 4 4
a—ag T+a T B Lalys CLai -V iad)
x v 2 4 4
e, T+, 1= 204 L7 N3 1]
aex=2*/i+1La , aeyz—gLa, ag, =1.339a , ag, =-0,520a

RgCos45° =ma; = Ry =1,8%ma

%RACOS 30° —% RyCos15° = %mﬁa = R, =2,3434ma

2,3434mea + %1,894ma -mg =-0,520ma

9,81

75 ;

2,3434 + 71, 894 +0,520

a= a=233Rad/s

ag, =3,12m/s’ , a; =-121m/s’

Y

R, =136,5N| , [Ry=110,3N
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BOLUM 13

IS VE ENERJI ILKESI

13.1 Maddesel noktanin hareketinde is ve enerji ilkesi
Bir maddesel noktaya etki eden kuvvetin maddesel noktanin yer
degistirmesinde yaptigi isi bulabilmek i¢in asagidaki sekil ¢izilebilir.

yA FN ‘
E
(1) m I:T /'I
dr ds
F
F+dr (2)
(0) ‘X

z
Burada m kiitlesi df kadar yer degistirme yaptiginda etki eden F kuvvetinin
yaptigi is dr=F edr dur.
M Kkiitlesi (1) konumundan (2) konumuna geldiginde etki eden F kuvvetinin
)
yaptigrisise 1, = IF odr
i)
seklinde integral ile hesaplanir. Burada F=F, T+F N  df =dsT seklinde
@)
yazilabileceginden bir F kuvvetin isi <, = IFT -ds
i)
seklinde de hesaplanabilir.
Bir maddesel noktanin hareketinin teget dogrultusundaki denklemi
Fr =ma;

Burada a, yerine Vg—v yazarak
S

F, =mvg—;/ , F;ds =VvdV
elde edilen denklemin her iki tarafi (1) konumundan (2) konumuna integre
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(2 (2
edilirse I F.ds = I mVdV

O M
2

Burada Ty = I F,ds
i)

Oldugundan 1, = % mvV, — % mv,*

denklemi elde edilir. Elde edilen %mv2 ifadesine V hizindaki m kiutleli

maddesel noktanin kinetik enerjisi denir ve T ile gosterilir. T = %mv ?

Bu sekilde bulunan |7, =T, -T,

denklemine is ve enerji ilkesi denir. Bir maddesel noktanin (1) konumundan (2)
konumuna hareketinde maddesel noktaya etki eden kuvvetlerin yaptig1 isler
toplam1 maddesel noktanin bu konumlar arasindaki kinetik enerji farkina esittir.
Kinetik enerji maddesel noktanin hareket ettigi yola bagli degildir. Sadece son
ve ilk konumdaki hizlara baglidir. Etki eden kuvvetlerin yaptigi isler ise
mekanik enerjinin korunmadigi durumlarda yola baghdir.

Problem 13.1.1
0 egim acili egik diizlem tlizerinde birakilan blogun s kadar yol aldiktan
sonraki hizin1 bulunuz.

Coziim :
mg

() |0

T(l)—)(Z) =T2 _Tl Py T(l)—)(z) = (m g Sine)S— f S ) Tl = O

T2:%mvz, (mgSin&)s—fs:%mvz, V:\/z(gSine—%)s
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13.1.1 Mekanik enerjinin korunumu ve potansiyel enerji:
Bir kuvvet alan1
F=-VU

seklinde yazilabiliyorsa buradaki kuvvete korunumlu kuvvet U ya ise
potansiyel enerji denir.

Kartezyen koordinat sisteminde

vu=i, Mg, 0
OX oy 0z
df = dxi +dyj+dzk
)

le 14,0 = j Fedr denklemine gidilirse

0
Pou, oau., au
Tiys) = —I (—dx+—dy+—dz)
D oX oy 0z
6)
T = _IdU
0
T = U -u,

korunumlu kuvvetlerde bir kuvvetin isinin Potansiyel enerji farkinin
negatifi ile yapilabilecegi goriiliir. Bu elde edilen denklem is ve enerji
denkleminde bir kuvvetin isi yerine yazilirsa
U -U,=T,-T,
veya
U +T,=U,+T,

mekanik enerjinin korunum denklemi elde edilir.
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Problem 13.1.1.1

0 egim acil1 egik diizlem {izerinde birakilan blogun durana kadar aldig1 s
yolunu bulunuz. Cisim ilk harekete birakildiginda yay katsayisi k olan yay

dogal uzunlugundadir.

CoOziim :

U-u,=T,-T, , Ul—UZ:mgh—%ksz , h=sSing , T,=0

T, LYE , mgsSiné?—lks2 LNYE
2 2 2

durdugu anda hiz1 sifirdir.  mgsSind - % ks>’=0 =

S =2m—gSin0
k
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13.2 Rijid cismin sabit bir eksen etrafinda donmesinde kinetik enerji
hesab1

Rijid cisme ait bir diferansiyel kiitlenin kinetik enerjisi
dT = 1V 2dm
2

Sabit bir eksen etrafinda donme hareketinde
V=ro

oldugundan
4T = Lr2e’dm
2
yazilabilir. Bu diferansiyel kinetik enerjinin cismin tiim V hacmi
tizerinde integrali alinarak toplam kinetik enerji bulunur.
T= I L2 odm
v 2
integral i¢cindeki sabitler disar1 alinarak elde edilen
1
T==—0|r’dm
o]

denkleminde
I, = I r’dm

\%

ifadesi A eksenine gore cismin atalet momenti oldugundan sabit bir
eksen etrafinda donme hareketinde rijid cismin kinetik enerjisi

1

T=—1,0
2 A

seklinde hesaplanir.
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Problem 13.2.1
Uzunlugu L ve kiitlesi m olan AB ¢ubugu A ucundan silindirik mafsalli
olarak diisey diizlemde hareket edebilmektedir. AB ¢ubugu yatay konumda ilk
hizsiz harekete birakiliyor. Yatayla 0 acis1 yaptigi1 andaki agisal hizin1 bulunuz.

Cozim:
mg
A L/2 L/2 B
o ' |
ENE |
\\\\\\ Img
\\\\\\I
\\\\}\\
U-U,=T,-T
L ..
UI—UZ:ngSm0
1 2
T,=0, TQ_EIAw
ngSine — 1,0
1
I A 5mL2
3
mg%Smé?:——mcho2 ~ lo=/2Ysing
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13.3 Rijid cismin genel diizlemsel hareketinde kinetik enerji hesabi

y

A

|

-

A/G dm

-

()
-

>

dT = ldem
2

V2=V, eV,
\7A =\7(3 +\7A/G
V/f = (\7@ +\7A/G).(\7(3 +\7A/G)

T = [(VE +VSc + 2V, oV 0 dm
S

Burada V, oI\7A <dm=0 ve V2. =r’.0 oldugundan toplam kinetik enerji
S

1 1
T =§mVG2 +5m2!rj/de

seklinde yazilabilir. Burada Irj ,cdm =1, cismin kiitle merkezinden gecen
S

ve hareket diizlemine dik eksene gore atalet momentini gosterdiginden genel

diizlemsel harekette kinetik enerji

1 1
T=EmVGZ+EIGw2

formiilii ile hesaplanir.
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Problem 13.3.1

R yarigapili ve m kiitleli bir disk 0 egim agil1 egik diizlem tizerinde
kaymadan yuvarlanma hareketi yapmaktadir. Disk egik diizlem {izerinde ilk
hizsiz harekete birakildiginda diskin n sayida tam devir yaptig1 andaki acisal hizi
ne olur ?

Cozlim:

U-U,=T,-T
Kaymadan yuvarlanmada stirtiinme kuvveti is yapmaz . Ciinkii kayma
olayindaki gibi siirekli ayni bolgede temas yoktur. Normal kuvvet harakete dik
oldugu i¢in is yapmaz.
U -U,=mgh , h=sSind , s=n*2zR, s=2nzR

U, -U, =2mgnzRSind , T, =0
1 o, 1,
T,=—mVZ+=l o
2 % 2°°
Kaymadan yuvarlanma hareketinde V; =Re dir.

1 2
l. =—mR
)

T, :lm(Ra))2 LI , T, _3 R0
2 22 4

2mgnnRSin0:%mR2a)2 = a):‘/gggr Sing
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Daha onceki senelerde sinavlarda sorulan Statik problemleri

Problem 1) Sekildeki gibi homojen plakalardan olusturulmus cismin kiitle merkezinin

koordinatlarini bulunuz.

EK A

AY
3 Im | 1,5m, 1
4 \<//
E A 4 1m
i A 4 >
: > x
3m
2,4m Y, daire
Z
Coziim:
X y z A Ax Ay Az
LR 4 1|1 08 |0 3,6 36  [288 |0
>3’ m 2 10,75 (05 |0 -1,5 -1,125 [-0,75 |0
_mR _9n 3 |0 1,2 05 [24 0 2,88 |12
A== &= 4 |0 0,8 | 1,667 |24 0 1,92 |4
5 |4m |0 4/n | 9n/4 9 0 9
> 13,969 [ 11,475 6,93 | 14,2
D Ax 11,475
- : = =0,821m.
: >4 : 13,969 :
D Ay 6,93
==, = 2 5 20,49671’1.
USa 0 Tikee 0 B
D Az 14,2
- , Sl =1,017m.
- > 4 - 13,969 E
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Problem 2) O da kiiresel mafsalli 6m uzunlugundaki OA kolu A ucunda F = 10 kN
siddetinde bir yiik tasimaktadir. O daki tepki kuvveti ile AB ve AC iplerindeki kuvvetleri

hesaplayiniz.
a=p =45
Coziim:
y, 3m
C(04,-3)
A(3V2 , 342, 0)
F=10kN
(0,4, 3)B
> X
4m
z
ZF=6 , ZMA =0 ( denge sart1 )
Y>F=0 = S,+S,.+R,+F=0
YM,=0 = R,=RU,, , on =it
: . : . - 4B AC
Sip=SuUis » Sic=8:Usc » Uy ZE > AC :ﬁ

AB=0B-0A4, AB=(-3\2)i +(4-3v2)j +3-0)k,

\ZE\ =5,2018m. ,
S5 =-0,81568 ,7 —0,0466S 7 +0,5767S ,k
S, =-0,81568 .1 -0,0466S,.j —0,5767S .k
R, =0,7071R,i +0,7071R,, j

F=-10j

»F =0 = -0,81565,, -0,81568,.+0,7071R, =0 S, =S, =65kN.
D F,=0 = -0,0466S,. —0,0466S,. +0,7071R, =10 ~ = |R, =15kN.

YF =0 = 0,5767S,,-0,5767S,, =0

AB|=\(\2) +(4-32) + 3

U, =-0,81567 —0,0466 j +0,5767 k

153



Problem 3) Sekilde 6lgiileri verilen homojen dolu cismin kiitle merkezinin koordinatlarini
hesaplayiniz.

y

A

A 4
A
A 4

( Olgiiler mm dir. )

¢ =25mm ( z=25 simetri diizlemi oldugu igin )

Coziim
x |Y A Ax Ay
1[32]15 67,5 |2160 |1012,5
2 (191175 [300 5700 | 5250
36 |15 67,5 | 405 1012.5
411915 380 7220 | 1900
51191 76 [ 180,57 |10774,1 | -4572,67
RY/4
6 |19 40 |-50n |-2984,5 | 666,67
RY/4
S [1225 232746 | 5269
Ax 23274,6
5:2 , 5:—
>4 1225
DAy 5269 T
7 >4’ T 1005 @ =2

4R 4%19 76
BE T BT Ty BTy,
R? 19°
A5:”2 A =" 4 180,50
4r 4%10 40
SV R VI G
2 2
A5=—”7r, =20 sox

, |E=19mm| ( x=19 simetri diizlemidir. )
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Problem 4 ) Uzunlugu L ve agirhigt W olan homojen bir gubuk sekilde goriildiigii gibi

Diisey diizlemde tutturulmustur. Siirtlinme kuvvetlerini ihmal ederek A ,B ,C noktalarindan
gelen tepki kuvvetlerini bulunuz. Not : BC aras1 a uzunlugundadir.

Cozim:

v

Y F.=0 = Rysina—R.sina=0 = R, =R,

ZFy:O = R,—Rycosa+R,cosa-W=0 =

ZMA=0:> RBa—W£cosa:0 =
2

R, =W
L
R, =R. :VZV—acosa
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Problem 5) iki ¢ubuk T seklinde bir levye olusturmak icin birlestirilmistir.D de siirtiinmesiz
duvara dayanmis A ve B de ise rulmanli yataklar ile mesnetlenmistir. CD nin ortas1 E ye
P =600N siddetinde bir diisey yiik uygulandigina gére D noktasina duvardan gelen

A

tepki kuvvetini bulunuz.

(Olgiiler mm dir.)

Y>F=0 = R,+R,+R,+P=0

>M,, =0 = (ADAR,—-AEAP)eU, =0

R,=R,i , P=—600] , AD=-150i +300 300k , AE = AC +CE
AC =907 =120k , CE=0,5¥CD , CE =0,5%(—2407 +300 —180k)
CE =-1207 +150j-90k , AE =-30i +150 —210k

g, -AB g _180i-240k 5 1800 240k 5 6 gk
4B J180% + 2407 300

AD AR, —AE AP =(~1507 +300 —300k) AR, i +(=307 +150 7 —210k) A—600 ]
AD AR, — AE A P =—1260007 —300R,, j + (-300R,, +18000)k
(AD AR, — AE AP)eU ,, =—75600—14400+240R, =0 = |[R, =375N
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Problem 6 ) Sekilde gosterildigi gibi diiz bir kayis A kasnagindan B kasnagina moment
iletiminde kullanilmaktadir. Her bir kasnagin yarigcap1 60 mm dir. A Kasnaginin aks1

P =900N siddetinde bir kuvvetle ¢ekiliyor. Kasnaklarla kayis arasindaki siirtiinme
katsayisinin £ = 0,35 oldugu bilindigine gore

a) Iletilebilen en biiyiik momentin siddetini b) Bu durumda kayistaki en biiyiik cekme
kuvvetini bulunuz.

SYFE=0 = S§+8-P=0 = S +5 =900N
dYM,=0 = M+S,R-SR=0 = M=(S,-S,)R

g; s, =e = 5 =S¢
S,e"7 +5,=900 , S, ("7 +1)=900 = §,=224,84N
S, =675,16N

M=(S,—S,)R , M=450,32%0,06 , |[M=27Nm

S =8 =67516N

Sl _ 0357 0,357

no
e 5
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Problem 7) 1000 N agirhigindaki bir beton blok sekilde gdsterilen mekanizma ile

kaldirilmaktadir. Beton blogun kaymadan tasinabilmesi i¢in blok ile F ve G tutma g¢eneleri
arasindaki siirtiinme katsayisi en az ne olmalidir.

1000 N
12 6]6 12
A
A B \4
C D ¥ 14
A4
A
E
- N 48
F llOOON G 3
\o N )
. 42 ( Olgtiler cm dir)
1000 N
12 120
A al Ll
1562\ Y10 AC=BD=+12* +10° =15,62¢cm
S, C b S
12 12
F=0=S5, —S,——=0 = §,.=S
Z X BD 15,62 AC15,62 AC BD
10 10

SF, =0 = 1000-S,, =0 = S,.=8,,=78IN

- S
15,62  ““15,62

12 781N
15,62 2 10
C 2 14
\\ i
18 E
1000N| «—
48
l / /
N— 3
21 |G
f:m:SOON , f=uN = N=L Cn=2%
2 U U
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10 12

M,=0 = 48N -21f/-18S, —— 145, ———=0
2M; / 1€15,62 1€15,62

48209 515500 - 1878110 _145781—2 =0 =2 _sg1 25
P 15,62 15,62 P
11=0,86
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Problem 8) A kayit band1, 7, = 20mm yangaph ve M = 0,3 Nm siddetindeki moment

etkisinde olan B makarasindan gectikten sonra serbest donen bir C makarasinin altindan
gegiyor. Bant ile makara arasindaki siirtiinme katsayis1 £ = 0,4 olduguna gore bantin

kaymadan hareket edebilmesi i¢in P kuvvetinin minumum degerini bulunuz.

(6

SV
Cozim:
(]
[ B
A
P
SV
s

=" = S=peV

=0 = M+P*r,-S*r,=0 = M=(S-P)n
0,3

0,02(e™*" —1)

M~
<

0,3= P -1)0,02 P=

P=597TN
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Problem 9) Yatay diizlemde bulunan /7 agirhgindaki A ve B cismi , birbirine C
noktasindan mafsalli olan AC ve BC ¢ubuklarina mafsallidir. Sistemin dengede kalmasi serti
ile gubuklarin birlesme noktasi olan C ye uygulanacak en biiyiik P kuvvetinin siddetini W
agirhigina bagh olarak 6 = 80° icin bulunuz. ( W agirliklari ile yatay diizlem arasindaki
siirtiinme katsayisi ¢ =0,3 dir.)

COzim :
P
0
C
Scu
30" Sca
60"

YF =0 = §.c0830" -8, cos60" +Pcosd =0
YF =0 = S.sin30+S.,sin60° — Psind=0

V3 1

—S., ——S8,.. =—Pcos@
T AT S., =0,342P

NE) =S, =0,9397P
ls, +73SCB = Psin@ @7

Wl 5o, ~30" Y F =0 = f-5.,c0s30'=0 = f=0,2962P
A Y F, =0 = N-W-S5.,sin30"=0
P O F=uN . f=03N

0,292P=0,3W +0,3%0,342P*0,5 = P=1225W

607NV T F.=0 = S4,c0860° — £ =0 = £ =0,46985 P
Y F =0 = N—W —Ssin60" =0
B T F=03N
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J3

0,49685P =0,3W +0,9397 *7 *0,3P = P=13292W

P kuvveti 1,225W dan biiyiik oldugunda denge bozulacagindan dogru cevap
P=1225W| olmahdur.
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Problem 10 ) Homojen telden sekildeki gibi biikiilmiis cismin gosterilen konumda dengede

kalabilmesi i¢in @ agis1 ka¢ derece olmalidir.

Cozim :

C

YM,=0 = W,(0Gi—04)-W, AG:>cos6 =0
— 2r

oG, =— OA =rcos® , Ezzlcose
b4 2

Wiy=zrp , Wy=rp

2
ﬁrp(—r—rcos 0) —rpﬁcosﬁ =0
/4 2

2

2pr° — pr? cos&—p%cos@ =0

2—ﬂcos6’—%cos6’:0 = (COSH)*(E+%)=2 = cosfd=0,5492

0 = 56,69°
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Problem 11 ) Homojen levhadan sekildeki gibi kesilerek olusturulmus cismin

a) kiitle merkezinin koordinatlarini

b) A ucundan sekildeki gibi asildiginda denge durumundaki & ag¢isini bulunuz.

1,5 cm

a

1,5 cm]

!

22,57+ 83,1667

T +28,5

11 cm ‘
’ C
Cozim: Ya 1
2
3
A\
1,5 cm I %Q\
Y | N
1,5 cm} ! %& 11-G,
v ! > )
- 11 cm R \ §§
\' “\
L
X ¥y A Ax Ay
2
3z 2 3
4 1,5 3x8=24 96 36
8+1=9 | 1 3*3/2 40,5 4,5
2 1,5 -7 =2 -1,57
z Tm+28,5 307 +136,5 | 22,57 +83,1667
A A
G o2t G 30m36S i 6 2 G
>4 Y Tr+285 >4 ’
G
G,=3,047Tcm , tanf=—>= , tan@= 3,047 6 = 25,36°
: 11-G, 11-4,57
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Problem 12 ) C bilezigi ile diisey ¢ubuk arasindaki statik siirtinme katsayisinin 0.4 oldugu
bilindigine gore #=35" , /=600 mm , P =300 N olursa sekilde gdsterilen konumda
mekanizmanin dengede kalma kosulu ile AB ¢ubuguna uygulanacak momentin en kiigiik ve

en biiylik degerlerini bulunuz.

v P

ZMA =0 = M—éSBCCOSQZO :MzéSBCcosH

ZFX=0 = N-S,,c080=0 = N=S5,.cosb
DY F,=0 = f-P+S,sin0=0
f=uN , f=04N
0,45, cos@—-300+S,.sin@ =0

300
0,4cosd +sind

S4c(0,4c0os0+sinf) =300 = S, =

~300%0,3cos® . [M__ —8L8Nm

™0, 4cos @ +sin @

ZFX=O = N-S,,co080=0 = N=S5,.cosb
DFE =0 = —f-P+58,sin0=0

f=uN , f=0,4N

0,48, c0s@-300+S,.sinf =0

300
S.-(sinf@—0,4cos0)=300 = §,.=
s ( ) Be sin@ —0,4cosd
_ 300*0,3cos @ M —299.8 Nm

ks. . ’
" sin@—0,4cos @
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EK B

Daha onceki senelerde sinavlarda sorulan Dinamik problemleri

Problem 1 ) Bir maddesel nokta bir dogru iizerinde a = —0,2V * ivme —hiz bagmtis1 ile
hareket ediyor. t =0 da konum s=0 ve hiz V =20m/s olduguna gore
t =2 deki konumu hiz1 ve ivmeyi hesaplayimniz.

Coziim:
av ) f dv 1., 1 1
=02V = |dt=-5= = t=5(=),=5(———
dt ! ZJ;Vz (V)20 (V 20)
5 5 5 Vool 5
=——— —=t+- = i = V:—1
V20 14 5.1 b
4 4
N t
a5 _ a5 jds=j SR VRN s=5In(t+1/4)[
dt dt 1 : o t+1/4 0
t+—
4
20
s=5[In(t+1/4)|-In(1/4)] = s=5In(4r+1) , V=
4t +1
20
t=2de s=5In9, [s=10,99m| , V="2,|V=2,22m|, a=-0,2(2,22)
5 (2,22)

a=-0,99m/s*
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Problem 2 ) Sekilde gosterildigi gibi P, maddesel noktas1 d; dogrusu iizerinde

s=10+8Sin~t konum-zaman bagintisina gére P, maddesel noktasi ise xy diizleminde

bulunan R =12cm.yarigapli bir gember iizerinde 8 = %tz acgl-zaman

bagintisina gore hareket etmektedir. t =3 i¢in P, maddesel noktasinin P, maddesel

noktasina gore bagil yer , hiz , ivme vektorlerini ve aralarindaki uzakligi bulunuz.
y o 20cm.

l L

P,

-
C A
10cm \J 16¢cm.

/O A Y _,X

d1 Pl S
Z
Cozim:
Fo o =T — T, T =OC+CP, , OC =207 +16] , CP, = Rcos0i + Rsin0 ]
g . = . e nd nd E
o =(20+12c0s0)i +(16+12sin0)j 7, =0A4+sU,, , Uy, :ﬁ
AB
- 200 +10k - 2. 1 - 1 -
U,p=————o, =i +—k, —(20——S)z —sk
RN S T N LN J5 5
2 = - 1 - i
7o =(12c080+——=5)i +(16+12sin0) j ———sk , t=3de 0=—, s =10+42
P /P \/g \/g 3
?,,2/,,1=(6+i(10+4\/5)?+(16+6J§)j—i(10+4\/§)/€, Foip =207 +26,47 7k
55 55
2 1 - 2 21 T
120sin0+—=7)i +126cos0 ——Vk 0=—1t, V=—cos—t
Ve p, =(- \/g )i )] \/g 27 3 B
1=3de =2 y="2, Vo im = (= 122—”£ 2r i L g
9 3 ! J53 927 53
Vi 1p, =—5.937 +4,197 - 0,66k
.. ) 2 . .. . R
G, » =(-120sin0—-120 cosO+——=a)i +(120cos0—120>sin0) j ——ak
P /Py ’\/g ’\/g
21 . on : n
0=— , a=——sin—t¢t , t=3de 6—— a=—\/§
27 18 12 27
2
Gy, = (- P23 Al 2 \/_) 2nl_jpam £) LIy
27 2 81 2 \/—36 272 81 J5 36
Gn p ==5,71 +=3,77 +0,17k| , BP, = ‘w = J20* +26,4* +7* , |PB =33,85cm
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Problem 3 ) Sekildeki mekanizmada dairesel levhanin merkezinin hizi sola dogru
V. =2cm/s (sabit) olduguna gére AB ¢ubugunun verilen konum igin
a) acisal hizin1 b) agisal ivmesini bulunuz

R=10cm.
AB =24cm.
BC = 46¢m.
0 =60° icin
a) @Wpg =7
b) apg =7
Coziim:
X
a)

— e — e e CD
V.=ICw,. , IC=IE-R , IE=AFtan6 , AE = BCcos@+ ABcos0 , cosq)zﬁ
CD=~BC -BD , BD=A4Bsin0—R , BD=10,785cm, CD =44,718¢cm ,

— — — — AE —
AE =56,718cm , IE =98,238cm , IC =88,238cm , IA= 5 I4=113,436cm
cos
— 0 Ve 2
IB=89,436cm , ¢=13,659", 0, ==, Oy =———, Oy =0,0227rad /s
IC 88,238
V,=1Bw,. , V,=2,027cm/s , |0, =0,0845rad /s
b)
d, =a. +d,,., d.=0 (C ninhareketi dogrusal hizinmn siddeti sabit old.)
G, =0,k NAB+®,, AV, Ay, c =Oge /\@+(7)BC N/

V,=V,sin®i —V,cos0j , V,=176i -1,01;, V.=2i , V,.=V,-V.
Voe=-0240 —1,01] , AB=ABcosOi + ABsin®; , AB=127 +12/3 ]
CB =BCcosqi +BCsingj , CB=46c0s13,659°7 +46sin13,659° j

CB =44,7i +10,86 ]
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Gy =0,k A(127 +124/3 7)—0,0845k A (1,767 —1,01)
i, =(-12+3a,, —0,085)7 +(12a,, —0,149)
Gy = pok A (44,71 +10,86 1) +0,0227 k A (=0,247 —1,017)
Gy =(~10,86 0. +0,023)i + (44,7 oLy —0,00545) j
d, = (-12\3 0, —0,085)7 + (120, — 0,149) j = (=10,86 atp. +0,023)7 + (44,7 . —0,00545)
~12:3a,, —0,085=—10,86 0, + 0,023
+ 3 (120, —0,149) = /3 (44,7 a1, —0,00545)
66,560 = —0,3566 = 0 = —0,00544rad / 5*

o, =—0,00804rad /s’
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Problem 4 ) D diski ve ona mafsalli gubuktan olusan mekanizmada sekilde gosterildigi anda
D diskinin agisal hiz1 @, = 6rad/s. ve agisal ivmesi a,, = 2rad / s* dir. Sekilde gosterildigi
anda

a) AB cubugunun agisal hizini

b) AB cubugunun agisal ivmesini

c) AB cubugunun orta noktasi G nin ivmesini hesaplayiniz.

Coziim:

a)

— v, 240
V,=Rw, ,V,=40%6 , V,=240cm/s , V,=IBo,, = ®,, ==, ®,, =——
B D B B B AB AB ]B AB 50\/3

mAB=§\/§, w,=27Trad/s| , V,=Ido,, , VA=50§\/§, V,=803cm/s

b) d,=d,+ady,,, d; =—0,k ADB—wpyk AV, , d, =—2k A407 —6k A (=240 )

d, =—14400 —80) , d,=a,i , G, , =0,k NAB+ o,k AV, Vs, =V, —V
Vy,=—80\37 2407 , AB=-50y37+507,

N

Gy, =0k A(=50337 + 50])+§ﬁl€ A (—80+/37 —240 /)

Gy, = (=500, +384/3)7 +(-50\3 ., —384) ]

G, =—14407 =80 = a,i +[(—500,, +384+/3)7 +(=50\3 ., —384) /]

~14407 =80 = (=500, +a, +384+/3)7 + (=503 a1, —384) j

—500,, +a, +384/3 = _1440} 80384 |0, =—-3,51rad /s
= O, =

~50\/3 a1, —384 =—80

S0N3 T 4, = -1929,6¢m/ s>

¢) d,=d,+ad,,, , d,=-1929,6i , a, , =o,ukAAG+o,.k AV, ,
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V., =0ukAAG | E:%E : T:%(—soﬁhsoj),E:—25J§?+25]

Vo =§J§IEA(—25J§?+25]) V., =—40\37 -1207

s, , =—3,511€A(—zsﬁ?+2sj)+§ﬁ/€A(—40J§?—120j)
a.,, =420,31 —40; , d, =-1929,6i +(420,3i —40 )
g =—1509,37 -40/| , ||d;|=1509,8 cm/s’
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Problem 5) 6kg Kiitleli ve ¢ =20cm. kenar uzunluklu kare seklindeki homojen
malzemeden yapilan asagidaki cisim A kosesi etrafinda ilk hizsiz harekete birakiliyor.
Cismin AB kdsegeninin yatayla 0 a¢is1 yaptig1 anda A mesnetindeki tepki kuvvetini
hesaplayiniz.

£ =20cm.
m = 6kg.
0 =30’
Cozim:
. X
A g
vh
ZF ma
—aAAG+mAV
7, =5 TG . G, = iGoos0 + ACsin0j . 4G =22 | T5=2I TG:%
AG2:£|c0s30°7+£|sin30°j, AG, = \/E +—2I#
2 2 4 4
M —
ZMA=[AOL = a=% , ZMA=mgAGcose, ZMA=§mgI
A
— 1 1 1 1 V2
I, =1.+m(AG)* , I, =—m|*+—ml*, I.=—ml*, I, =—m!*> +m(—1)
A G ( ) G 12 12 G 6 A 6 ( )
IA:lm|2+gm|2, IA=gm|2,0L= 4 ,a:ﬁg , a=ﬂ9’81
6 4 3 2 8 | 8 0,2
—ml
3
o =45,06rad/s* , T th =T, T, =0 (ilk hizlar sifir oldugundan )
—_— . 2 1 1 2
Ty = M8AGsnG t(l)ﬁ(z)zimgl = o’ 1”0’
Tz:gmlzwz, ﬁmgl 2 ml*® 3fg 3\/7981
6 4 6 41 4*02
w=7,213rad/s , V,=7213k n (?I +g| V. =-0,517 +0,883 ]

V6 - 2

d, = 45,061€A(To,2z +To,2j)+7,213/2A(—0,517+0,883j)

d, =-9,5551 +1,84 ]
D F,=ma, = R, =6%(-9,555) = R, =-57,3N.

D F =ma;, = R, +mg=6%184 = R, =-47,82N. R,=74,6N|

172



Problem 6 ) A otomobili otobanda dogrusal bir yolda hareket ederken B otomobilide R = 150

m. Yaricapl bir ¢ikista hareket ediyor. A nin hiz1 1 m/ s* oraninda artarken B nin hiz1 0.9

m/s” oraninda azaliyor. Sekilde gdsterilen konum igin
b) A nin B ye gore ivmesini a,p hesaplayiniz.

a ) A nin Bye gore hizin1 Vup |

AY
A Va=75km/h
I
B
30 Ve=40km/h
R=150
0 > X

Cozim :
a) Vyp=V,-V,

V,=750 , V,=40c0s30°7 —40sin30°j , V, =203 7 -20
( V,,=40,367 +20 j|, [V, ,=4504 km/h

V,s=(15-203)7+20F |,

@ = arctan =26,36"
40,36
b) 67A/B :ZiA _EiB
a,=i
. . V2
a, =(ay), T+(a,)yN , (a,), =-0,9m/s* , (a,), =?f
40 %1000 (11,11)°
V,=40km/h=—m/s , V,=1L11m/s , (a =
g 60 * 60 b (@) 150
(ay)y =0,823m/s* , d,=-0,9T+0,823 N
G, =-0,9 (cos30”7 +sin30" ;) +0,823(-sin30° i — cos30° ;)
d, =—(0,45v3+0,4115)7 +(0,45-0,4115y3) j
a, =-1,191i —0,2627 j
a,,=2191i =0,2627 j| , |a,;=2,206m/s*| , ¢ =arctan ,2627

= 6,84"
1
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Problem 7 ) Sekildeki Krank-Biyel mekanizmasinda AB kranki saat ibrelerinin tersi
®,, =5rad/s (sabit) agisal hizi ile dondiigiine gére Sekilde gosterilen konum

yoniinde

icin C pistonunun a) hizin1 b ) ivmesini bulunuz.

A
y
10 cm
|—|_ L1 30 cm
%) | | (e
A |_|_\/A/ B
10 cm | -
\ 4 ——~ ~J/C . X
|
[ ]
Coziim :
a)
y 4
s :
- D 4
Hayvi B \
10 cm | I
v NC > X
[ |
V,=wyAB , V,=5%10 , V,=50cm/s
— v — —
Vy, =w,-IB = a)BC:% , IB=+/30"-10" , ]B:IO\/gcm, wgcz%md/s
V.=, IC V _ Y cm/s V.=17,68cm/s
c — %Wae s C_T P c b
8

b) do=d,+de, , dy=a,kAAB+o,k AV, , o, sabitoldugundan a,, =0 dir
4 J.d,=5kA50] , d,=-2500, ., =0, kABC+ady AV.,
=V. -V, , V.=-17,68i , V., =-17,68i =50

BC=10/87 10 , a‘m=aBC/}'A(10\/§?—10])—%/&(—17,68?—50])

~ 250 - 250 - - R
aC/B:(IOO‘Bc_E)l +(10v/8 o, +$)J , de=acl
250 -

d.=a, 7:(10aBC—2j_; 250)7 +(10~/8 +$)j

250
10aBC—$—250:aC Qe =_82%:_1’105 rad | s*
—
230_,

108 a,,.. +
BC \/g

a.=-349,4cm/s’
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Problem 8 ) Verilen mekanizmadaki dogrusal hareket yapan A bileziginin Sekilde
gosterildigi anda hiz1 saga dogru ¥V, =2.5m/s , ivmesi ay,=1.5m/s* olduguna gére BC
krankinin

acisal hizin1 ve agisal ivmesini € = 30° i¢in bulunuz.

y

1,25 m 3m
v
B
—
»k'\ —> V,=2,5m/s
| —»

1 sonsuzda

Ani donme merkezi I sonsuzda oldugundan w,, =0 ve V, =V, dir.

— V 2,5
V,=w,.BC = a)BC:B:BC , wBCZ1,25 , |z =2rad/s

d, = ayk A\CB+wuk AV, , d,,=0a,k ABA+wykAV,,
CB=-125j, V,=2,5i ,ﬂ:%ﬁi—%j

A, = ok A(=1,25) ] +2k A2,51 , d,=125a,.1+5]
Gn =0k ACT=20) L = taui 2B a, ]

i, =151 =(1,25a, +%aAB )7+(%\/§ &, +5)]

3
L25aye +2 0, =15 o, =-1,92rad /s’

Ay =3,51rad /s

%\/gaAB+5:O
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Problem 9 ) 6 kg kiitleli homojen bir gubugun A ucu yatay diizlemle temas halinde iken B
ucu diisey diizlemde hareket edebilen bir bilezige mafsallidir. Ve bu bilezige bir P kuvveti
uygulanarak bilezige yukar1 dogru V, =0,5m/s (sabit ) hiz verilmektedir. Siirtiinme

kuvvetlerini ihmal ederek A mesnedindeki tepki kuvvetini 8= 30" i¢in bulunuz.

I

P

I V,=0,5m/s (sabit)
B

P
mg
I 4 I _
1/ G “IB|V, =0,5m/s (sabit)
A 0
A | >
ZF ma; ZMG:IG
d, =d, +d,,, , V, sabitoldugundan d, =0 dr.
Gy =0k ABG+wzk AV, , BG==0,3/3i-0,3], V., =w,kBG
d,=d,+d,, , d,=a,i , Gy,=0 , d,,=ak A\BA+w krV,,
BA=-0,6\37-0,6], V,,=V,~V,, V,;=05] , V,=Id*w, |
v, 0,5 50 5 1 -

Vy=IB*w,, = 0,== I

8 S 7
1B 06\/_ Cas 63 2@

1 - L - -
V,y=—=i-05], V., =——kA(-0,3437-0,37), =7
A/ B 2\/5 G/B 6\/_ G/B 4\/§ 4
aAZ:aAB/EA(—o,éJ?Z—o,6j)+i/€A(—?—o,5j)

63 243
- - 5 - a,, =0,13365 rad / s
a,i=00,6,+——)7+(0,63a,+—7)] =
! S PNE] ¥ 12#3 a,=0,32075m/ s
- 5 1 -
. =0,13365k A (0,337 0,3 +—k/\ —=j
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d, =0,160375{ -3,22%10™"" j , G, =0,160375i
Y F.=ma, = N=6%0,160375 , N =0,96 Newton

> F,=ma, = P+R,-mg=0, P+R,=6%9,81 , P+R,=5886 Newton

dYMy=1;, = 06*/_ 06‘/§RA=im*L2*aAB
EX 2 1
06*/_ O6I=L6*1,22*0,13365
2 2 12
P—R, =0,384225% 2
0,63/3 = |R, =29,06 Newton

P+R, =58,86
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Problem 10 ) Seckildeki krank biyel mekanizmasinda AB krank kolu saat ibreleri tersi

yoniinde 360 dev/dak ile donmektedir. 6=0° , b)0=90° ,  ¢)0=180° degerlerinde
BC kolunun agisal hizi ile pistonun hizin1 bulunuz.
C
30cm
0
A
Coziim: |0cm Ocm
a) 6=0
Ve ®4- = 0| (‘ani donme merkezi sonsuzda oldugundan.)
A
C Vy=V. ( @y =0 oldugundan )
a V,=0,, 4B
I «© da V, O :3602—nrad/s , ®,,=127rad/s
A 60
A >B Vy,=120mcm/s , V. =120ncm/s
e
10 cm V. =37Tcm/s
b) 6=90°
V, =(nABZ§ , Vy;=120mcm/s
— v,
Ve =0,.1B , o :%
IB=+30-10> , TB=10y8
1207
W, = o, =13,329rad / s
BC 10\/§ BC
Vo=wuIC , V. =13,329%10
V. =133,29cm/ s
c) 6=180"
0, = 0] (‘an1 donme merkezi sonsuzda oldugundan.)
Vy=V. ( @y =0 oldugundan)
I «© da VB=0)ABZZ§ , Vy=120m cm/s
® 15, V. =37Tcm/s
L A
V,¥10 cm
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Problem 11 ) Kiitleleri m = 10 kg ve boylari | = 2m. olan iki ince ¢gubuk sekilde
goriildigi gibi birbirine C noktasinda mafsalla baglanmis olup B noktasi zemin iizerinde
serbestee kayabilmektedir. Sistem 0 = 60° de ilk hizsiz olarak harekete birakiliyor. 6 =
30° de cubuklarin agisal hizlar1 ile B noktasinin hizini bulunuz.

C

Tioe) + I =T, , T, =0 (ilk hiz1 sifir oldugundan ) , Tio() = 2mgh

h=h—h,, h=|—sin600—|—sin30O , h=(sin60° —sin30") , h=0,366m.
2 2

1 1 1
Ty = 2#10%9,81%0,366 , 7, =7181Nm., T, =51Amjc +EmVéz +§IG2coBC2
— — — AC —_ —
Vor =0ac1Gy o Ve =0,0AC Ve =0elC = @pe =200, IC=IA=AC
— AB  — o o - 2
e 5 AB=2lcos®, I4=21 ,IA=4m. ,IC =2m., ®, :E(DAC = Oy =0,
cos

IG, =|iG,|=|iB+BG,| , IB=-IBj , 1B=Idsin® , IB=4sin30’, B=-2]

NP

E:—%cos6f+%sin9] BG, =—c0s30° 7 +sin30° J B—(?z:—?i to

— V3. o3l — 39 —
IG2 :‘IGz = —71 _E‘] , IG2 = Z+Z 5 IG2 :\/gm. 5 VGZ =\/§OJAC
11 11 40 30 40
TZ =—§m|2wic +Em*3coic +Eﬁm|20)ic 5 T2 =?wic +7(Dic +£(DZC

%k —
Tzz%mjczﬂ,zn = o, = /% , o, =0, =1754rad/s| ,V, =0, IB

V,=1,754%2 , |V, =3,51rad/s
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Problem 12 ) BHDF istavrozu AB ve DE cubuklari ile baglanmistir. AB Cubugu
®,, =4 rad /s sabit acisal hizi ile saat ibreleri yoniinde doniiyor. Sekilde gosterildigi anda

istavrozun
a) acisal hizin1 b) agisal ivmesini ¢) G merkez noktasinin ivmesini bulunuz.

150, 150 ;150 , 150

|A <
L ] Ll il V—I_I
A

Fr / Bl %200
G
\ 4

B ° D

=

H ( Olgiiler mm cinsindendir.)

150 ple 150 e 1501 150,

X
m\/\ e

v

y I

a) V, = ABw, AB =+150* +200° , AB=250mm , V,=1000mm/s

B

Vi

VB=]79a)BHDF = a)BHDF=E , IB=I4 = Opypr = @4 =41ad /s

V,=V,=1000 mm/s , ,, =4rad/s
b) G;=d,+dg, , d;=4d,+dg,,

G, =,k NAB+ @,k AV, , V,=w,k NAB , @, sabitoldugundan a, =0 dur.

AB=1500 +200) , V, =4k (1507 +2007) , V, =—8007 +600 ]

d, =4k A (-8007 + 600 )) , a, =-2400i —3200

o)y = Oppk NBG =8k AV, , V., =—4k A150i , V., =—600]

o)y = Cppopk AN150T =4k A—6007 , Gy, = 24007 +150 0y, /

d, =a,,k N\ED+4k AV, | V), =4k A(~1507 +200/) , V, =-800i —600 ]

d, =k A(=1507 +200 J)+4k A (-8007 —600 /)

d, =(—-200a,, +2400)i +(-150a,, —3200);

JG/D=0{BHDF1€AD—G—41€/\VG/D , VG/D=—41€/\D—G , DG =-1507
J

V., =-4k A=150i , V., =600
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g p = Ok A (=150)0 =4k A600] , dg,, =24007 =150, |
G, = (24007 —3200 )+ (-24007 +150,,,, /) =

[(-200ar,,, +2400)i + (=150 ¢, —3200) 71+ (24007 — 1500, /)
d, =-4800i + (150, —3200) j =

(4800 -200a,,))i + (150, —3200 - 150, j)

=

4800 — 200z, = —4800 a, =48rad/s’
=
~150@,, —3200-150a,,,, =150a,,,, — 3200 Ay =24 rad | s>

¢) d, =-48007 +(150a,,,, —3200) j

G, =—48007 +4007 , a, =4816,6 mm/s* , |a, =4,8m/s’
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Problem 13 ) 12 kg kiitleli AB ¢ubugunun uglar1 sekildeki kanallar dogrultusunda hareket
etmektedir. Diisey kanalda hareket eden A ucuna katsayisi k = 120 N/m olan bir yay
baglidir. Buyay 8 =0 da dogal uzunlugundadir. Eger cubuk & =0 da ilk hizsiz harekete

birakilirsa @ =30° de A ucunun hizini1 bulunuz.

_NAANANNA

A
Cozlim:

J v, B
< Ca-—>
§ 0

A P 1

VB
Ty, t Tl = Tz

Ty, =M g0’275 Sinﬁ—%k(Ay)z , Ay =750sin0
1 ] 2 2 G 2 G s G 12 5

V.=wlG , 7@:0’275, V,=03750m/s

2

r 11,075
27 4

0,

o’ +1L12>x<0,752 o , T,=2%0,75 &’
212

r L =l2g 751 1 ( 1

2
———120 0,75—j . 7,.,=3g%0,75-15%0,75’
2 2 2 2
.., =13,635kgm , 1,,=13,635=2%0,750" = w=\12,12 , @=3,481rad/s

V,=Idw , 14=0,75%cos0 , 171:0,75*?, v, =0,75*§*,/1z,12

V,=2,26m/s
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