STATIK

Ders Notlari

500N 200N
l g)ON/m
300Nm
VAN LT T
( L]
A Szt 2. B
!‘ﬁlm e im :L im :!: im e im >

Prof. Dr. Muzaffer TOPCU
PAU. Miihendislik Fakiiltesi
Makine Muhendisligi
DENIZLI



ICINDEKILER

1. Genel Prensipler
1.1 Giris

1.2 Temel Kavramlar
1.3 Temel ilkeler

2. Vektorler ve Kuvvetler

2.1 Giris

2.2 Vektorlerin Toplanmasi ve Cikarilmasi
2.3 Vektorlerde Carpma

2.4 Maddesel Noktanin dengesi

2.5 Coziimlii Ornekler

3. Bir Kuvvetin Bir Eksene Gore Momenti

3.1 Bir Kuvvetin Bir Eksene Gére Momenti

3.2 Varignon Teoremi

3.3 Kuvvet Ciftleri

3.4 Kesisen Diizlemlerdeki Kuvvet Ciftleri ve kuvvet ciftlerinin bileskesi
3.5 Kuvvet Sistemlerinin Bileskesi

3.6 Coziimlii Ornekler

4. Rijit Cisimlerin Dengesi

4.1 Giris ve Tanimlar

4.2 Mesnetler ve Mesnet Reaksiyonlari
4.3 Ug yerden puntalanmis diizlem yapilar
4.4 Uzay Yapilar

4.5 Codziimlii Ornekler

5. Agirhk Merkezi

5.1 Girig ve Tanim

5.2 Birlesik Alanlarin Agirlik Merkezleri

5.3 Agirlik Merkezinin Integrasyonla Bulunmasi
5.4 Donel cisimler (Pappus Guldin Teoremleri)
5.5 Coziimlii Ornekler

6. Alan ve Kiitle Atalet Momentleri

6.1 Giris ve Tanim

6.2 Paralel Eksenler Teoremi

6.3 Birlesik Cisimlerin Atalet Momentleri
6.4 Asal Atalet Momentleri ve Asal Eksenler
6.5 Kiitle Atalet Momentleri

6.6 Coziimlii Ornekler

7. Kirislerde Kesme Kuvveti ve Egilme Momentlerinin Hesaplanmasi ve Diyagramlari
7.1 Giris ve Tanim

7.2 Kesme Kuvveti ve Egilme Momenti

7.3 Kesme Kuvveti ile egilme momenti arasindaki iligki

7.4 Kesme Kuvveti ve Egilme Momenti Diyagramlariin Pratik Olarak Cizilmesi

7.5 Coziimlii Ornekler



8. Kafes Sistemleri

8.1 Bir Kafes Sisteminin Tanimi1

8.2 Basit Kafes Sistemleri

8.3 Izostatik ve Hiperstatik Sistemler

8.4 Kafes Sistemler i¢in Genel Bilgiler

8.5 Kafes Sistemlerinin Izostatik Olma Sart1
8.6 Cubuk Kuvvetlerinin Tayini

8.7 Coziimlii Ornekler

9. Cerceve ve Makinalar
9.1 Giris ve Tanimlar

10. Siirtiinme

10.1 Giris

10.2 Kuru Siirtiinme ve Kanunlari

10.3 Siirtiinme Kanunlari

10.4 Siirtinme Katsayilar1 ve Siirtiinme Agilari



Kaynaklar

1. J. L. Meriam (Cevirenler: E. Erdogan, M. Savci, Tuncer Toprak), “Statik” Birsen
yayinlari, 1991, Istanbul.

2. F.B. Beer, E. R. Johpston (Cevirenler: F. Keskinel, T. Ozbek), “Miihendisler i¢in
Mekanik(Statik)”, 1985, Istanbul.

3. Mustafa Inan, “Statik Ders Notlar”,1990, iTU.
4. Ekrem Pakdemirli, “Ornekleri ile Miihendislik Mekanigi”, 1975, Ankara.
5. S. Timeshenko, D., H., (Ceviren: Ilhan Kayan), “Miihendislik Mekanigi”.

6. E.Kiral, V. Haktamr, “Miihendislik Mekanigi”, Cukurova Universitesi, ADANA



BOLUM 1

GENEL PRENSIPLER

1.1 GIRIS

Mekanik, kuvvet etkisi altinda cisimlerin denge ve hareket sartlarini inceleyen bir bilimdir.
Mekanik {i¢ ana bdliime ayrilir. Bu boliimler: Rijit cisim mekanigi, Elastik cisim mekanigi ve
Akiskanlar mekaniginden olugmaktadir.

MEKANIK
\ 4 \ 4 A 4
Rijit Cisim Mekanigi Elastik Cisim Mekanigi Akigkanlar Mekanigi
a . Statik a . Mukavemet a . Sikigtirilabilen Akigkanlar
b . Dinamik b . Sikistirllamayan Akiskanlar

Rijit cisim mekanigi, diyagramdan da goriildiigii lizere statik ve dinamik olarak ikiye
ayrilir. Statik dengede bulunan cisimlerle, dinamik hareket halindeki cisimlerle ugrasir.

Statik, kuvvet etkisi altinda cisimlerin denge sartlarini inceleyen bir bilim dalidir. Statik’e
ait ilk prensipler ve kanunlar kaldiracin bulunmasi ile baglamistir. Archimedes denge kanunu
ve kaldiraca ait ilk formiilleri yazmistir. Bugiine gelinceye kadar bir¢ok bilim adami bu
konuda caligmislardir. Bazi bilim adamlar1 sdyle siralanabilir. Galile, Stevinus, Varignon,
Newton, D’ Alembert, Langrange ve Hamilton

Statik’te duran kati1 cisimler ile kuvvet arasindaki denge sartlar1 incelenir. Yani cismin
fiziksel davranist (uzama , kisalma, egilme, hareket, hiz vb. ) ile ugrasilmaz, dengelenmis
kuvvetler ve bunun geometrisi arastirilir. Gergekte kuvvet etkisi altinda cisimler bir miktar da
olsa sekil degistirirler. Bu sekil degistirmeler, ya ¢ok kiigiik olduklarindan denge sartlarinin
incelenmesinde g6z Oniline alinmaz yada cismin sekil degistirmedigi farzedilir. Bir baska
deyisle statik rijit cisimlerin kuvvet ve boyutlar1 arasindaki etkilesimi inceler.



1.2 TEMEL KAVRAMLAR
1.2.1 Kuvvet

Kuvvet, tatbik edildigi cisimlerin bulunduklar1 konumlar1 degistirmeye ¢alisan fiziksel bir
etki olarak tanimlanabilir. Eger bir cisim ip, zincir vb. ile bir yere Sekil 1.1°de goriildigi gibi
asilmis ise yer ¢ekimi etkisi ile ipi veya zinciri, diisey dogrultuda agirligi kadar bir kuvvetle
asag1 dogru ¢ekmektedir. Kuvvet B noktasindan etki etmektedir. Yoni asagi ve dogrultusu
AB dir.

A A
‘
W
o F=W
Sekil 1.1

Sekil 1.1°de goriildiigii gibi kuvvetin tam olarak tanimlanabilmesi i¢in;

a. Kuvvetin siddeti (F)
b. Tatbik noktasi(B)

¢. Dogrultusu(AB)

d. Yonii(Asagi)

bilinmelidir. Yukaridaki kuvveti tanimlayan bu dort 6geye kuvvetin elemanlar1 denir. Kuvvet
gibi siddeti, tatbik noktasi, dogrultusu ve yoniiyle tanimlanan biiyiikliklere Vektorel
biiytikliikler denir. Kuvvet gibi 1s1 akisi, hiz, ivme birer vektorel biiyiik iken, sicaklik ve kiitle
skaler buytikliiktiir.

1.2.2 Madde

Madde, uzayda yer kaplayan her seydir. Bir cisim, kapali bir ylizeyle ¢evrelenmis bir
maddedir.

1.2.3 Cisim

Tanim olarak cisim, uzayda yer kaplayan her sey cisim olarak adlandirilir. Cisimler gesitli
sekillerde (kati, sivi, gaz vb) olabilir. Davraniglar cesitli sekillerde modellenebilir. Mekanikte
cisimler davranisina gore, rijit, elastik, elasto-plastik, vizkoelastik cisim olarak adlandirilir.
Statikte ise cisimler rijit olarak kabul edilir. Yani cisimler kuvvet etkisi altinda hi¢ sekil
degistirmezler.



1.2.4 Atalet
Atalet, maddenin, hareketteki degisiklige karsi direng gosterme 6zelligidir.
1.3 TEMEL ILKELER

Elamenter mekanik, deneylerden elde edilen alt1 temel ilkeye dayanir.Bu ilkeler statik
icinde gegerlidir.

1.3.1 Paralel Kenar Kanunu

Bir cismin herhangi bir noktasina etkiyen, iki kuvvetin etkisi, bir paralel kenarin kosegeni
ile gosterilen tek bir kuvvetin etkisine denktir. Bu kuvvete Bileske kuvvet denir. Asagidaki

sekil 1.2°de gorildiigii gibi a ve b vektorlerinin toplami paralel kenar kuralina goére ¢
vektoriine esittir.

Sekil 1.2

Vektorel olarak bu toplam ¢’=a’+b’ seklinde tanimlanabilir. Eger iki vektor arasindaki ac1
v ise bileskenin siddeti

¢ =+a* +b* —2abcosy (1.3.1)

dir. Buna kosiniis kanunu denir. Kuvvetlerin toplanmasinda Siniis kanunu da kullanilir.

Sekil 1.3



Sekil 1.3°den gorildiigii tizere,
ot+B+y=180° (1.3.2)

a b c

sin(a) - sin(f3) B sin(y)

(1.3.1)

Yukaridaki ifade de vektorlerin (Kuvvetlerin) toplanmasinda kullanilabilir.
1.3.2 Newton’un 1. Kanunu

Denge halindeki kuvvetlerin etkisinde bir maddesel nokta, ya sabit durur ya da dogrusal
hareket eder.

1.3.3 Newton’un 2. Kanunu

Bir maddesel noktanin ivmesi, uygulanan bileske kuvvetin biiytikliigii ile dogru orantilidir.
Ivme, kuvvet ile ayn1 dogrultu ve yondedir.

F=ma (133)
1.3.4 Newton’un 3. Kanunu

Temas halindeki cisimlerin temas noktasindaki etki ve tepki kuvvetleri ayn1 dogrultuda ve
siddette fakat zit yonliidiir.

LY

Sekil 1.4

Sekil 1.4’deki top bir diizlem {izerinde durmaktadir. Diizlemde, yani x,y dogrultularinda
top harekete karsi serbest oldugu halde diisey dogrultuda (z yoniinde) hareket serbestligi
yoktur. Bu kanuna gore diizlemin topa gosterdigi tepki kuvveti R=W dir.

Statikte, harekete karsi tamamiyla serbest olmayan cisimlerin denge sartlarin1 incelemek
zorunda kaliriz. Cismin herhangi bir dogrultu ve yondeki serbest hareketine mani olan seye
Bag denir. Dolayisiyla orada dogan kuvvete de Bag Kuvveti denir. Ilerleyen boliimlerde
baglar ve bag kuvvetleri detayl bir sekilde incelenecektir.

1.3.5 Siiperpozisyon ve Kayicihk ilkesi
Bir rijit cismin bir noktasina etkiyen bir kuvvetin yerine, ayni tesir ¢izgisi lizerinde, ayni

siddet, dogrultu ve yonde, fakat bagka bir noktaya etkiyen bir kuvvet konulursa, rijit cismin
denge ve hareketinde bir degisiklik olmaz. Bu durum sekil 1.5’de gosterilmistir.



A/ A/
B B

7 Sekil 1.5 /

1.3.6 Genel Cekim Kanunu

Kiitleleri M ve m olan iki maddesel nokta karsilikli olarak esit ve zit yonli F ve —F
kuvvetleri ile sekil 1.6’da goriildiigli gibi birbirini ¢eker. Cisimler arasindaki bu cekime
Newton’un gravitasyon kanunu denir ve agagidaki formiille izah edilir.

FogMm (1.3.4)
12

F : 1ki maddesel nokta arasindaki karsilikl1 cekim kuvveti
G : Gravitasyon sabiti

d : Maddesel noktalarin merkezleri arasindaki uzaklik
M, m : Maddesel noktalarin kiitleleri

M
F F

d

A
\

Sekil 1.6
G=6.673.10"cm’/grsn’

Gravitasyonal kuvvetler, her cisim ¢ifti arasinda mevcuttur. Yeryiizii {izerinde, 6l¢iilebilen
tek gravitasyonal kuvvet, yerin ¢ekiminden ileri gelen kuvvettir.(1.3.3) ve (1.3.4) nolu
denklemlerin birlesiminden, diisen cismin kiitlesi birbirini gotiirerek, g ivmesi,

g=— (1.3.5)

dir.

Yeryiizine gore g'nin degeri, ekvatorda 9.78 m/s’, 45° lik enlemde 9.81 m/s® ve
kutuplarda 9.83 m/s” olarak bulunmustur. Cogu miithendislik problemlerinde, g’nin degeri
9.81 m/s” olarak almak uygundur.

Bir cismin kiitlesini, genel ¢ekim kanunuyla hesaplamak miimkiindiir. Cismin agirliginin
degeri, W ise ve cisim g ivmesi ile diistligiine gore (1.3.3) nolu denklemden,

W=mg (1.3.6)
bulunur.



BOLUM 2

VEKTORLER VE KUVVETLER

2.1 GIRIS

Cevremizdeki biiyiikliikler, alan, hiz, hacim, kiitle vb. genellikle iki sekilde adlandirilir.
Skaler ve vektorel biiytikliikler.

Skaler: Sadece fiziki biiylkliigii olan sicaklik, kiitle, alan gibi degerlere skaler diyoruz.

Vektor: Fiziki biiyiikliigii yaninda birde yonii ve dogrultusu olan hiz, ivme, kuvvet ve
moment gibi degerler vektor olarak adlandirilir.

Vektorel ifadeleri skalerden ayirmak igin ya lizerinde bir ok(v ) veya alt cizgi (v) olarak

gosterilirler. Vektorler kendi dogrultusunda kaydirilabiliyorsa bunlara kayan vektor baslangic
noktasi sabit ise boyle vektorlerede bagl vektorler denir.

Skaler biiytikliikler i¢in gegerli olan dort islem (toplama, ¢ikarma, ¢arpma bolme) ve diger
matematiksel (tirev, integral) islemler vektorler icinde vektorlere has yontemlerle
yapilabilmektedir.

2.2 VEKTORLERIN TOPLANMASI VE CIKARILMASI

Bilinen iki vektdr 4 ve B olsun. Bu iki vektoriin taplamma R diyelim. Paralel kenar kanunu

vasitastyla sekil 2.1°de bu toplam R=A+ B seklinde verilir. A ve B, vektorlerin boylarin
gosterdigine gore vektorlerin toplami geometrik olarak sekil 2.1 gibi verilebilir.

1
[l
|
_I_
oo

oo
!

Sekil 2.1 iki vektérlerin toplanmasinin geometrik gdsterimi

Bu vektorlerin arasindaki ag1 € ise toplamin siddeti su sekilde yazilabilir. Vektoriin siddeti
iki cizgi arasinda gosterilir.



|R|=+4? + B* +24BCos(0) 2.1)

B vektorii ile R vektoriiniin yaptigi aci su sekilde yazilabilir.

o= arctanLﬂ(e} (2.2)
B+ Acos(0)

Vektorlerin toplanmasi i¢in dort temel metot vardir.

a) Paralel kenar metodu
b) Uggen metodu

¢) Poligon metodu

d) Analitik metot

Ilk iki metot genellikle iki vektoriin toplanmasinda diger iki metot ise ikiden ¢ok vektoriin
toplanmas1 durumunda kullanililir. Bunlar sirasiyla ele alalim.

a) Paralel kenar metodu

Bir noktada kesisen iki vektor bir paralel kenara tamamlanirsa vektolerin kesim
noktasindan gecen kosegen o vektorlerin toplamina esittir. Paralel kenara tamamlama 6lgekli
bir ¢izimle yapildiginda kdsegenin boyu dlgiilerek bileske kuvvetinsiddeti bulunabilecegi gibi
cebirsel olarakta bileske kuvvetin siddeti ve yonii hesaplanabilir. Sekil.2.2’de geometrik ¢izim
verilmistir.

0 B K Acos(0) L

Sekil 2.2 Paralel kenar kurali ile kuvvetlerin toplanmasi

(OML) iicgeninden bileske kuvvet asagidaki gibi yazilabilir
OM =|R| =[(OK + Acos(0)) + (4sin(6)’]
[R|=[4? + B? +24BCos(0)]?

Ayrica yukaridaki dik (OML) iiggeninden

Asin(6) ve o =tan’ Asin(6)

t =7
an() B+ Acos(6) B+ Acos(6)



daha once buldugumuz formiiller ile ayn ifadeleri bulduk. O halde paralel kenar kurali ile
vektorlerin toplam1 ve yonii bulunabilmektedir diyebiliriz. Ayrica yukaridaki formiillerden su
0zel durumlar sdylenebilir.

1. 0=0° iki vektor ¢akisiktir.
2. 0=90° iki vektor birbirine diktir. Bu durumda sunlar yazilabilir.

|R|=[A2+B2)]% ve a:tan'lg

3. 6=180° ise iki vektor aym dogrultudada olup yonleri zittir.
R=A4-B ise a=0° ve B> A veya a =180° ve B<A dir.

b) I"Jg:gen Metodu

—

A ve B verilen iki vektdr ise 4 vektdriiniin ucundan(ok tarafi) B vektdriine
paralel ve ayni siddette bir vektor ¢izilir. A vektoriiniin baslangic noktast ile B
vektoriinlin uc noktasin birlestiren dogru R biliske vektoriiniin siddetini 4 dan B ye
dogru R nin yonii bulunur. Sekil 2.3°de tiggen metodunun uygulamasi goriilmektedir.

Sekil 2.3 liggen metodunun uygulamast
¢) Poligon Metodu

Bu metot iicgen metodun genisletilmis halidir. Tkiden fazla vektdriin toplanmasi igin
kullanilan geometrik bir toplama metodudur. Bilinen {i¢ vektdr A,B,C olsun vektdrlerden
birini ¢izdikten sonra diger vektorleri kendi yon ve dogrultusuna sadik kalarak ¢izilen ilk
vektoriin u¢ noktasi ile diger vektoriin baslangici birlestirilir. Ayni islem sonraki vektor
icinde uygulanir. ilk ¢izilen vektdriin baslangi¢ noktasi ile son cizilen vektdriin bitim
noktasi birlestirilirse R bileske kuvveti; siddet ve yon olarak bulunmus olur. Burada islem
strast ve vektorlerin birbirini kesmesi 6nemli degildir. Sekil 2.4’de {i¢ vektdr i¢in metodun
uygulanis1 gosterilmistir.

—

_ B
A y )
B C
C/ R=A+B+C

Sekil 2.4 Poligon metodu




d) Analitik Metot

Bir vektorii (birbirine dik dogrultularda) kartezyen koordinat sisteminde iki bilesene
ayirmak miimkiindiir. Vektoriin eksenlerden birisi ile yaptig1 ag1 6 ise .Vektor sin(0) ve cos(0)
ile ¢arpilarak dik koordinatlardaki izdiistimii bulunabilir. Sekil 2.5’de goriildiigii gibi vektor x
ve y eksenleri yoniinde bilesenlere ayrilabilir.

Sekil 2.5 Bir vektoriin bilesenlere ayrilmasi

Sekil de bir kuvvet i¢in yapilan bu bilesenlere ayirma birden fazla vektor i¢inde yapilabilir.
Sonra bu bilesenler cebirsel olarak toplanirlar. Biitlin vektorlerin x yoniindeki bilesenleri Rx
ve y yoniindeki bilesenleri Ry  olmak {izere bu islemler birden ¢ok kuvvet i¢in yapilmis ise,

D" Rx =Fixct Foxt Factuociiinnes + Fox
D Ry =Fiyt Faoyt Faytuoocrinnannas + Foy

Vektorlerin toplanu

u R
R =[Z R+ TR} ve a=tan’ % -

[fadeleri yazilabilir. Eger R=0 ise ZRX =0 ve ZRy =0 olmasi gerektigi toplamanin

ozelliginden goriilmektedir.



Ornek 1:

F, =95N

F_=95c0s30=82.3N F,, =95sin30 =47.5N
F, =62cosl5=-599N F,, =62sin15=16.1N
F
D> F, =224N D F, =63.6N
F=4(224)" +(63.16)> =6743 N  a=tan ' (63.6/22.4) o
a=170,6°

Simdiye kadar bir diizlem ic¢inde bulunan vektdrlerden bahsettik. Uzayda yukaridaki
yontemlerle vektorel islemleri yapmak zordur. Uzayda vektorleri ii¢ dik eksendeki bilesenleri
ile yazmak gerekir. Bunun icin birim vektorleri tamimlamak gerekmektedir. Bu vektorler
sirastyla x,y,z eksenleri boyunca i, j, k olarak bilinir.

Bu vektorlerin boylar1 bir birimdir. Bir skaler ile bir vektoriin ¢arpimida ayni yonde bir
vektor vermesi tantmindan, uzaydaki bir vektorii agagidaki gibi yazabiliriz.

Sekil 2.6 Birim vektor

10



Diizlemde bir vektoriin gosterilimi ve birim vektorler Sekil 2.7 deki  gibidir.

F=F,i+F,j
y .
A J
l F=[F+F’
i
F
F Fy tan(6) = Fy
0 X g
Fy
Sekil 2.7

F = Fx;+Fy]+le€

Burada Fx , Fy, Fz skaler terimleri, F’ niin sirastyla x,y,z eksenleri yoniindeki
bilesenlerinin siddetleridir. Sekil 2.8’de uzayda bir F ’niin bilesenleri gosterilmistir. Sekilden

de anlasilacag gibi Fx, Fy, Fz bilesenleri F ’niin ii¢ noktasmin koordinatlaridir.
O halde vektoriin baslangi¢c noktasi orijin ve bitim noktasinin koordinatlar1 (x,, y», z») olarak
verilirse,

F=x+y,j+ 2212 ve ‘17“‘ =X +y; +z; olarak yazmak miimkiindiir.

Sekil 2.8 vektoriin bilesenleri ve birim vektdrler

Sirastyla x, y, z eksenleri ile vektoriin yaptig1 acilar (a), (B), (7) ise,

11



2.2.1 Dogrultman Kosiniisleri: Cos(a), Cos(B), Cos(y) dir. Dogrultman kosiniisleri

arasinda su bagint1 vardir.
Cos*(o)+ Cosz(B)+ Cosz(y) =1

Dogrultman kosiniislerini vektorlerin bilesenleri ve siddetlerine bagl olarak asagidaki gibi

yazabiliriz.

F F

2 Cos(y) =—=
) 7]

Cos(oc)=|F7x , Cos(B)= |F

A vektorii dogrultusundaki (boyunca) birim vektdr A4 ise su sekilde tanimlanabilir.

x ik = Cos(a) i+ Cos(p) j+ Cos(y) k

XA:E:Fi'F—yj-i‘
FoF R |

F =F)s=FCos(a) i +FCos(B) j +FCos(y) k

F, ise bu vektorlerin toplami F . vektorii su

Eger bilinen vektorler Fy , F, ,
sekilde yazilabilir.

Fo=>F=YFi+Y Fj+> Fk

2.2.2 Uzayda iki Nokta Arasinda Tamimlanmis Kuvvetler

Eger koordinat eksenleri vektoriin baslangicinda ge¢cmiyor ve baslangic noktasi
A(X1, y1, z1) ve bitim noktast B(xa, ya, z5) olarak verilmis bir F vektorii soyle yazilabilir.

Sekil 2.9’da boyle bir vektorii gostermektedir.

r =(xy _XA)Z+(yB _yA)j—i_(ZB _ZA)IE veya

F=(x,—x)i +(y, =) +(z, —2))k

|V| =\/(X2 'X1)2 +(Y2 'Y1)2 +(Zz 'Z1)2

seklinde yazilabilir.



7z A B(x2, y2, 22)

=

A(Xla YI» Z])

v
<

Sekil 2.9 Iki nokta arasinda tanimlanan kuvvetler

A-B dogrusu {izerindeki birim vektor su sekilde tanimlanabilir.

2.3 VEKTORLERDE CARPMA
Vektorlerde ¢arpma islemi denilince asagidaki dort tip carpma akla gelir.
a) Bir skalerin bir vektorle carpimi
b) Iki vektériin skaler carpimi
c) Iki vektoriin vektorel carpimi
d) ikiden fazla vektoriin skaler ve vektorel ¢carpimi

Bunlar sirasiyla ele alalim.

13



a ) Bir skalerin bir vektorle carpimi
Skaler say1 a olsun vektorde F ise skaler ¢arpim,
S=aF

olarak yazilabilir. Burada S vektoriiniin siddeti, a skaleri ile F vektoriiniin siddetinin
carpimina esittir. S’nin dogrultusu F ile ayni1 olup,

a>0ise S vektdrii F vektorii ile ayni yonde

a<0ise S vektdrii F vektoriiniin tersi yonde
a=0isc S vektorii bir noktaya dontisiir
Ornek 2:
F=5-7j+ 15k olarak verildigine gore 2 F ve (-4 F ) nedir?
Coziim:

2F=10i —14] +30k ve -4 F=—20i+28 —60k "dir.

b) iki vektoriin skaler ¢arpimi

Verilen iki vektor 4 ve B olsun. Bu iki vektdriin skaler carpimi;

0A=4

OB=B
OH=0D=Acos6

Sekil 2.10 Skaler ¢arpimin geometrik anlami
AB=ABcos(0)=A,B, + 4B, + 4B,

ifadesiyle tanimlanabilir. Yukaridaki ifade A4 skaler carpim B diye okunur. AB skalerdir ve
Sekil 2.10°daki tarali dikd6rtgenin alanini verir. Eger iki vektor birbirine dik ise #=90° ve
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c05s90=0 oldugu icin skaler ¢arpim sifir olur. Diger bir ifade ile skaler ¢arpimlari sifir olan iki
vektor birbirine diktir. #=0°, cos0=1I olur ve skaler ¢arpim, bu iki vektoriin siddetleri
carpimina esittir. B birim vektor ise, skaler ¢carpim A nin B dogrultusundaki bileseninin
siddetini verdigi Sekil 2.10’dan goriilmektedir (OH=Acos 0)

Yukaridaki agiklamalardan 1,j,k birim vektorlerinin skaler carpimi soyle yazilabir.
ii=jj=kk=1 ve ij=ik=jk=0
Birim vektorler cinsinden verilmis iki vektor.
A=Ai+Aj+Ak ve B=Bi+B j+Bk
olsun bu iki vektoriin skaler carpimi;
AB=A4B +A4,B, +4.B,_ olur
Skaler carpim (.) ile gosterilmektedir.Bir vektoriin kendisiyle ¢arpima:

AA=A> =42+ A2 + A7 veya A=A’ + 47 + A7 du.

Buradan soyle diyebiliriz. Bir vektoriin siddeti kendisiyle skaler ¢arpiminin karekokiidiir.

Ornek 3:
A =7i =8 +3k vektdriiniin B =2i — 6 + 3k vektdrii yoniindeki bilesenini bulunuz.
B=Bb seklinde yazarsak b birim vektoriinii hesaplayabiliriz.

B=(4+36+9)"?=7 ise, b = % (2i — 6] +3k )dir.

Ab = %((7).(2)+(-6).(-8)+(3)(3))=771 =10.15 bulunur
¢) Iki vektoriin vektorel carpim
Bilinen iki vektdr, A= A7 +A4,j+Ak ve B=B.i+B,j+B_ k olsun, bu iki vektoriin
vektorel garpimi;
C = AxB

olarak yazilir ve A vektorel ¢arpim B diye okunur. Burada ¢arpim yine bir vektordiir. C
vektoriiniin siddeti;

C=A.B.Sin0’ dir.
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ve A-B vektorlerine diktir. Yonii sag el kuralma gore bulunur. Sekil 2.11° de sag el kurali ve
iki vektoriin vektorel carpimindan elde edilen C vektorii ve yonii goriilmektedir.

N

k=ixj

N

Sekil 2.11 Sag El Kurali, Vektorel ¢arpim ve C vektoriiniin yonii
Burada sirasiyla x,y,z yonlerindeki birim vektorler i,j,k ise bu vektorlerin vektorel ¢carpimi
ixi = jxj = kxk =0 ve

ixj=k, kxi=], ]xlg =i tersiise
Jxi = —k, ixk = -7, lgx] =—i dir.

Bu ¢arpimdan da vektoriin yonii goriilmektedir. Ayrica Sekil 2.11°den vektorel carpmada
AxB = — BxA oldugundan ¢arpma sirast onemlidir. Paralel iki vektoriin ¢arpimi sifirdir. Bir

baska ifade ile ¢arpimlar sifir olan iki vektoriin, vektorel carpimi sifir ise bu iki vektor

paraleldir. Geometrik olarak vektorel ¢arpimin manas, ¢arpilan iki vektériin meydana
getirdikleri paralel kenarin alanini vermektedir. Iki vektor birim vektorler cinsinden verilmis

ise bu iki vektoriin vektorel carpimi asagida verilmigtir.

C=AxB=(Ai+A,j+Ak)x(Bi+B,j+B.k)
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Bu ¢carpimin sonucu asagidaki matrisin determinatimin agilimidir.

ik
A, A, A|=(AB -AB)i-(AB. ~AB)j+(AB, -A4B)k
B, B, B,

2.4 MADDESEL NOKTANIN DENGESI

Newton’un birinci kanuna gore bir maddesel noktaya etkiyen bileske kuvvet 0 ise
maddesel nokta hareketsiz kalir. Eger baslangicta bir hizi varsa sabit hizla dogrusal hareket
yapar. Bu kanuna gore uzayda bir noktada kesisen kuvvetlerin statik dengesi i¢in bileske
kuvvet R = 0 olmalidir. Bilesenler halinde yazilacak olursa XF,=0 , XF,=0 , XF,=0 sart1
bulunmalidir. Bunlara denge denklemi ad1 verilir. Eger kuvvetler ¢okgeni ¢izilmis ise bileske
kuvvetin sifir olma sart1 yerine getirilebilmesi i¢in ¢okgenin baslangi¢c noktasinin tekrar
kapanmas1 gerekir. Diizlemde denge denklemleri iki tanedir. Kuvvet dengesinde ayrica
momentlerin dengesi i¢in de bir denklem daha yazmak gerekir.

SF,=0 , TF,=0

a) Durum diyagrami b) Serbest Cisim Diyagrami ¢) Kuvvet Diyagrami
Sekil 2.12
Sekil 2.12°de goriildiigii gibi problemin fiziksel sartlarinin gosterilmesi durum diyagrama,
cisim izole edilir ve etki eden kuvvetler gosterilirse buna serbest cisim diyagrami denir.
Problem denge denklemleri yardimiyla ¢oziilebilir. Coziimde kullanilan yalnizca kuvvetlerin
gosterildigi diyagrama kuvvetler diyagrami denir. Mesela kuvvetler liggeninde kuvvetleri
belirleyen siniis denklemleri;

TAB _ TAc — P
sinf sina sin(180—(a+ f))

seklinde yazilabilir.
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Denge denklemleri ile ¢6zmek istersek;

>F.=0
Tac
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2.5 COZUMLU PROBLEMLER

Problem 1:

B Sekildeki cergeveye 500 N’luk kuvvet etki etmektedir. Foc=400 N
ise Fpa’y1 hesaplayimiz. Ayrica 6 agisin1 bulunuz.

R e )

Foc=400N
0 60°
so0 N\ &/ Foa
Fy, 500 N
400 500
Sina Sin60

Sina = 400 (Sin60)
500

a=439°

6=180—60—439
6=176,1"

400  F,
Sina  Sin@

F,, =560N

Problem 2:
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Bileske kuvveti ve x ekseni ile yaptigi aciyi

bulunuz.
Coziim:
4 !
R, =) F,=R, =-400+250.Cos45—200.— R
: 5 ‘
R =-3832 N « R,=296,8 N
0
R, =Y'F, =R =250.Sin45 +200% p -x
R=-383.2N

R,=2968 N T

R=4/(-383,2)’ +296,8°
R=485 N

6 =tan™ % =378’
383,2

9

Problem 3:
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F,=(60j+80k) N F, ve F, kuvvetlerinin bileskesinin siddetini ve
X,y,z eksenleri ile yaptig1 acilar hesaplayimiz.

F,=(50i-100j1100k)

Coziim:
R=F +F,
z —
R R = (60 +80k)+(50i —100 j + 100k)
v R =50i—40j +180k

0 =Y |R| = /507 +(~40)* +180°
//>/ R =191 N

L R _50i-40/+180k
Rl 191

A=0,2617i-0,2094j +0,9422k

F F F
Cos(a)=—=, Cos(B)=—=, Cos(y) =—=
()|F (m|F (W|ﬂ
Cosa=0,2617 Cosp=-0,2094 Cosy=0,9422
a=74,8° B=102° v=19,6°
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Problem 4:

F kuvvetinin xy diizlemi ile yaptig1 a¢1 30° ise F

F=4 kN N ..
kuvvetinin bilesenlerini bulunuz.

// > y
F'=4.Cos30=3,46 kN
F.=4.8in30=2 kN
F. = F".Cos 60 = 3,46.Cos 60 = 1,73 kN
F, = F'.Sin60 = 3,46.8in60 =3 kN
-y F=(,73i+3+2k) kN
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Problem 5:

Bir kancaya F;=300 N ve F,=700 N kuvvetleri
etki etmektedir. Bileskenin y ekseni {izerinde 800
N olabilmesi i¢in F, kuvvetinin bilesenlerini ve x,
y, z eksenleri ile yaptig1 a¢ilar1 hesaplayiniz.

Coziim:

R=R +R +R =F+F,

F =F cosa, +F, cos B, + F,cos 5,
=300co0s45i+300co0s60j+300cos120k
=212i+150;-150k

Fy = (F, )i+ (Fy))j+(Fy)k

R=R, =800,

R=F +F,

800, = (212+ F, )i+ (150 + F, ) j + (=150 + F, )k

R =212i+F,x=0

F,x=-212N
F,z=150N
800=150+F,,
F,, =650N

F, =F,cosa,
—212=700co0s,

a, =108°

650 ="700cos S,

B, =218"

150 =700cosy,

F,  —212i+650,+150k
F] J(=212)* +650* +150?

7, =77,6° veya A= =-0,302i+ 0,928 j + 0,214k
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Problem 6:

AR

W=m.g
Coziim:
y
Fl A
o
600 ( F2 3(
Y
F1:60 N

Verilen sistemde BC kablo kuvveti ile CD yay

kuvvetini hesaplaymniz. (W=60 N)

Y F.=0

2F,=0

—T.cos60+F, =0

T.sin60—-F, =0
60

sin 60
F, =T.cos60

F, =34,64N

T =

=69,28
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Problem 7:

vy)

2 kN >
20°
4 kN
Coziim:

BA=20i—15]

RN

20m

[BA]=+/(20) +(-15) =25

—

FBA:FBA‘ —L'py

>R, =0

—2.Cos5—-4.Cos25+ Fy, s =0

F,, =7kN

20
25

15
25

20

15m

Kuvvetleri bilinen iki kablo B
noktasina baglanmistir. Ugiincii bir
AB kablosu bag teli olarak
kullanilmaktadir. Bu tel A dan B’
ye baglanmistir. AB’deki kuvvet
ne olmahdir ki 1ii¢ kablonun
bileskesi diisey olsun.
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Problem 8:

AB kablosundaki kuvvet 350 N, BC kablosundaki
kuvvet 450 N dur. Kablodan B noktasina gelen
kuvvetlerin bileskesini bulunuz.

Coziim:

A(0,3,8) B(6,0,6) C(0,3,0)

BA=—6i+3j+2k
BC =—6i+3) -6k
B4 =~36+9+4=7
IBC|=+/36+9+36=9

Fon =22 (<61+3]+20)
— 4 R . N
Fyo = %O(—6i+ 3 —6k)
F,, =-300i +150j +100k)
F,. =—300i+150j — 300k

Ry =Fy +Fy,
R, =—600i+300 — 200k

|
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BOLUM 3
BiR KUVVETIN BiR EKSENE GORE MOMENTI

3.1 BiR KUVVETIN BiR EKSENE GORE MOMENTI

Bir kuvvetin tatbik edildigi cismi sabit bir eksen etrafinda dondiirme egilimine kuvvetin o

eksene gére momenti denir.

Moment Yoni

Sekil 3.1 Bir kuvvetin momenti ve sag el kurali

Momentin isaretini belirtmek i¢in ON eksenin okla gdsterilen yonde (+) oldugunu kabul
edip sag el kuralina gére momentin yonii belirtilebilir. Sag elin parmaklar1 kuvvetin ¢evirme
yoniindeyken bagparmak kuvvetin yoniinii gosterir. M momenti sekilde goriildiigii gibi bir
vektorle gosterebilir. M moment vektorii vektor kurallarina uyan ve tesir ¢izgisi moment
ekseni olan bir kayan vektor olarak diisiiniilebilir. Ciinkii dik diizlem olarak baska bir diizlem
almsaydi yine aym siddette ve yine ayni dondiirme yoOniinde bir vektor bulunacakti.
Momentin birimi Newton metre (Nm) dir. Biitiin kuvvetlerin ayn1 diizlemde olmasi halinde
bir noktaya gore momentten bahsedilebilir.

Aslinda bu moment o noktasindan gecen ve diizleme dik olan eksene gére momenttir.
Diizlemsel kuvvetlerde moment vektoriinii gostermeye gerek yoktur. Kuvvetlerin diizlemde

olmas1 durumunda noktaya gore moment den bahsedilebilir.
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Sekil 3.2 Diizlemde Momentlerin yonii

Sisteme birden ¢ok kuvvetin etkimesi durumunda ise momentler toplanir.

A
M
/_--..\R()

+MRO

Sekil 3.3 Momentlerin Toplanmasi

Ornekler;
Ornek 1:
100 N
0 ) 1 Mg =(100N)(2m)=200N-m )

D Fd
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Ornek 2:

2m
AY
0 /u T
‘ | o m M, =(50N)(0.75m) =75N-m )
————————————————————————— 50N
Ornek 3:
2 m-
i | lrm
" M, = (7kN)(4-1m)=21.0kN-m )
4m
TN
0
Ornek 4:
~—1.25 m+

M, = 800N (2.5m) = 2000 N-m

=
I

800N (1.5m) = 1200 N-m

=
I

800N (O0m) = ON-m

M, = 800N (0.5m) = 400 N-m

3.2 VARIGNON TEOREMIi

Bir kuvvetin bir noktaya gére momenti, bu kuvvetin bilesenlerinin yine ayni1 noktaya gore

momentlerinin toplamina esittir.

R=P+0 = M (R)=M (P)+M,(O)

Sekil 3.4 Varignon teoremi
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Bu teorem ikiser, ikiser kuvvetler i¢in pes pese uygulanarak ikiden ¢ok kuvvet ve onlarin
bilesenleri icin ispat edilebilir. Yani bir noktada kesisen bir¢ok kuvvetin herhangi bir noktaya
gore momentleri toplami ayni noktaya gore bileske kuvvetin momentine esittir. Bu teorem
hem bagli hem de kayic1 vektorlere uygulanabilir. Varignon teoreminden yararlanarak bileske
kuvvetin bir noktaya goére momenti yerine bu kuvvetin bilesenlerinin ayni noktaya gore

momentlerini almak ¢ogu zaman daha elverisli olmaktadir

y A
Fy 4o od
! Mo=Fd
v g M= M, +M,
< > »' F
AT X
./’ X
0 7 d v > X
7k

z
Sekil 3.5 Kartezyen koordinatlarda Bir kuuvetin momenti

Uzay kuvvet sistemleri i¢in varignon teoremi genellestirilirse bilesenleri Fy , Fy , F, olan ve

uzayda A (X, y, z) noktasina etki eden bir kuvvetin eksenlere gére momentleri yazilabilir.

Bunlar;
My=F,y+F,z
M, =Fy.z+F,x A
M,=F,x +F,y Y A F

Sekil 3.6 Uzayda bir kuvvetin momenti
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Od=r=r.i+r,.j+rk

F=F.i+F j+F.k

(M, ) = FxF
ik

M,=|r 7 r

X y z

Fr Fy Fz

M, = M,.i+M,.j+ M,k

M, = (F.ry — Fy.r, )i - (Fry — Ferp)j + (Fyre + Furygk

Problem:

3.3 KUVVET CIiFTLERI

MA:?

Z1t yonlerde etkiyen esit iki kuvvetten meydana gelen sisteme kuvvet ¢ifti denir. Burada

dengelenmis bir moment bulunmaktadir. Moment Merkezi, Kuvvetlerin arasinda veya disinda

yada kuvvetlerden biri lizerinde alinsa yine ayni siddette ve ayni1 dondiirme ydniinde kuvvet

cifti elde edilir.

Sekil 3.7 Kuvvet ciftleri
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M, = -(OA)F+F.(OB) M, =(O’A).F+(O'B)F
M() =Fa M() = F.a

Moment vektdrlerinin biiyiikliigli moment merkezine bagli olmadig1 i¢in ayni zamanda

diizlem tizerinde herhangi bir noktaya kayabilirler.

Sekil 3.8 Kuvvet Ciftlerinin Konumu

3.4 KESISEN DUZLEMLERDEKI KUVVET CIFTLERI VE KUVVET CIiFTLERININ
BILESKESI

M,

el
s

Mr=M;+M,

Sekil 3.9 Kuvvet ¢iftlerinin Toplanmasi

Kesisen iki diizlem M ve N olsun. Bunlar iizerinde iki tane kuvvet c¢ifti bulunsun.
(Mp, Mq). Bu kuvvet ciftlerinin siddetleri ve yonleri aynmi kalmak sartiyla aralarindaki
uzakliklar degistirilebilmektedir. Bu sonugtan yararlanarak Kuvvet ¢iftlerinin moment kollar1

degistirilerek ara kesit iizerinde ayni noktalardan gegmeleri saglanabilir. Mp = P.a; Mgq=Q.a
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Siddetleri Pa ve Qa olan ve ara kesit iizerinde A ve B noktalarinda kesisen iki kuvvet ¢ifti
goriilmektedir. Ciftlerin momentleri Mp ve Mq diizlemlere dik olarak c¢izilmistir. A ve B
noktalarinda kuvvetler paralel kenar kanunu kullanilarak P ve Q kuvvetlerinin bileske kuvvet
ciftini temsil eden iki esit paralel ve zit yonlii R kuvvetini elde ederiz. R = P + Q dur. Bileske
ciftinin siddeti Mg = R.a dir. Dolayisiyla bu diizlemlere dik ve giftleri temsil eden moment
vektorlerinin vektorel toplami bilegske kuvvet ¢iftini temsil eden moment vektorlerini verir.

Yani

MRsz‘FMq

R = /P?+0* +2PQcosf

Ra= \/Pza2 +Q%a* +2PQa’ cos 6

Mg = \/Mp2 + Mg’ +2MpMgq.cos 6

Cos90=0

Mg = Mp* + Mq*

Kuvvetler icin yapilan biitiin vektorel islemler kuvvet ciftlerini temsil eden moment

vektorleri iginde gecerlidir.

3.4.1 Kuvvet Ciftlerine iz Diisiim Yonteminin Uygulanmasi

Kuvvet ciftlerini temsil eden momentlerin bileskelerin vektorel toplamiyla bulundugunu
gordiik. Bilesenlere ayni yontemle ayrilmaktadir. Uzayda bileske momentin geometrik yolla
dik iki diizlemde bulunmasi her zaman miimkiin degildir. Bunun yerine izdiisiim yontemi

kullanmak daha elverislidir.

( My )i= Mj.coscx;
( My )i= M;.cospi
( My )i= M;.cosy;

Burada ocj, Bi, vi Mj moment vektoriiniin sirastyla x, y, z eksenlerine yaptiklari agilardir.
Kuvvet ciftlerinin kendi diizlemleri i¢inde ki konumlarinin 6nemi olmadigina kuvvet
ciftlerinin diizlemleri kendilerine paralel olarak hareket ettirmekle c¢iftlerin etkileri

degismeyecegine gore uzaydaki herhangi bir kuvvet ¢ifti sistemin uzayda herhangi bir
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noktasinda kesisen moment vektoriiyle temsil edilebilir. Buradan bir noktada kesisen uzay

kuvvetlerine benzer olarak herhangi bir M; , M, , M3

M, kuvvet ¢ifti sisiteminin M

bileske kuvveti ¢ifiti

M, = Zn:Mxi M, = Zn:Myi M,= > M,i

i=0 i=0 i=0

olarak bulunabilir. Bileske kuvvet ciftinin siddeti |M | = \/ Mx* +My* + Mz ile verilir.

X, y, z eksenleriyle yaptig1 acilarin dogrultman cosiniisleri

x My z :
cosc=— , cosP=—= , cosy=-— dir.
M| M| M|

3.5 KUVVET SISTEMLERININ BILESKELERI

Mekanikte birgok problem kuvvet sistemlerini ilgilendirir. Bu kuvvet sistemlerinin
yapacag tesiri izah ederek en basit hale doniistiirmek gerekir. Bir kuvvet sisteminin bileskesi
rijit cisme tesir eden dis etkileri degistimeksizin orjinal kuvvetlerin en basit kombinezonudur.
Bir cismin dengesi icin iizerine tesir eden biitiin kuvvetlerin bileskesinin sifir olmasi sarttir.
Eger bir cisme tesir eden kuvvwetlerden dogan bileske sifir degilse cismin kiitlesiyle ivmenin

carpimini bileske kuvvete esitleyerek ivme tanimlanir.

3.5.1 Paralel Kuvvet Sistemleri

Bileskenin siddeti sistemi meydana getiren kuvvetlerin skaler toplamina esittir. Bileskenin

tesir ¢izgisinin konumu Varignon teoremi ile bulunur.

A

y 1 Fi
4 I I xR =Fx; + F2x5 + F3x3
Y3 L J \ 4
V2 ly, &K Y Gixy) X yR =F1y1 + Fay2 + F3ys
<> . N F:"xi N F:'xi
e < R <R
X3 :

\
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3.5.2 Esdeger Kuvvet Sistemleri

Eger iki kuvvet sistemi verilen herhangi bir noktada aynmi kuvvet ve kuvvet ciftine
indigenebiliyorsa birbirine esdegerdir denir. Bir nokta i¢in saglanan esdegerlik bundan sonra
biitiin diger noktalar i¢inde saglanabilir. Matematik olarak gerekce ve yeter sart ;

SF=XF , XM,=ZIM,
YFx=2Fx" , ZXZFy=2XFy , XFz=2ZXFz
Mx=ZMx', XMy=2My' , EMz=ZXMz dir.
Bunun manas1 sudur. Eger iki kuvvet sistemi bir rijit cisme X, y, z dogrultularinda ayni

Oteleme ve dondiirmeyi yaptirmaya ¢alisirsa bu kuvvet sistemleri birbirie esdegerdir denir.
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3.6 COZUMLU PROBLEMLER

Problem 1:

Statik Denge:

D> F,=0=-T.Sin45+F-P,=0
D> F,=0=—T.Cos45+P,=0

D M,=0= T.Sin45.L—F.§ =0

I g

l.denklemden; P.= >

~

V2

1l .denklemden'i,L = F.%

V2

Buna gore; P. = Y

11.denklemden; P,

y

Agirlig1 ihmal edilen ve boyu L olan bir ¢ubuk bir pim ile
sekilde goriildiigii gibi zemine baglanmistir. Ayrica
cubugun iist kismi da bir kablo ile zemine baglanmistir.
Eger cubugun ortasmna bir F kuvveti yatay olarak
uygulanirsa;

a) Kablodaki ¢eki kuvvetini

b) Cubuga ve pime etkiyen yatay ve dikey kuvvet
bilesenlerini bulunuz.

y T F
X
P
mg~0
....... )
........ 1)
......... (1)

P =§ olarak elde edilir.

=7T= F.TZ olarak bulunur.
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Problem 2:

Coziim:

B(40,40,30) ; E(0,40,0) ; G(40,40,0) ; F(40,0,0)

BE = —40i —30k

GF =—40;

OA =40 +30k

— —40i-30k

F = 2000.(———25) = 1600 — 1200 k
‘ V402 +30?

. —40; .

F. = 3000.(—2) = —3000
2 ( 40 J

M, =5000i

. 40 j + 30k

M, =10000.(——L22=2) = 8000 / + 6000k
’ V402 +30?

M, =M, +M,+F +F, =5000i +8000 + 6000k +| 40 40

M, =-43000i+8000; —50000k Ncm

Verilen kuvvetleri ve kuvvet ¢iftlerini
O’ya indirgeyiniz. (Birimler cm’dir.)

F1= 2 kN
F>=3 kN
M;=5 kNcm
M,= 10 kNcm

; 0(0,0,0) ;5 A(0,40,30)

ik i ik
30 [+140 40 0

-1600 0 -12000 |0 —3000 O
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Problem 3:
Verilen kolda kuvvetleri ve kuvvet ¢iftlerini A’ ya
indirgeyiniz.

A’da dogacak reaksiyon kuvvetlerini
hesaplaymiz.

Coziim:

Burada problemin ¢oziimiinde matris yontemi kullanilacaktir. C ve D noktalar1 ayr1 ayri
matris seklinde yazilacaktir.

ik i ik
M,.=| 3 2 0|+ 3 2 -2
300 0 0| |—300 —1000 0

M, =i(0)— j(0)+ k(0 — 600)+i(0—2000) — j(0—600)-+ k(~3000+ 600)
M, =—-2000i + 600 — 3000k

Burada;
M, =-2000Nm , M, 6=600Nm , M_=-3000Nm
A noktasindaki mesnet reaksiyonlar ise sirasi ile;

D F,=0=4,+300-300=0=>4,=0
D F,=0=4,-1000=0= 4, =1000N
YF.=0=4.=0

II1. Yol:
i j k

M, =(300+300);+|3 2 —2 |=-2000i + 600 — 3000k
0 —-1000 O
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Problem 4:
A(-3, 2, 0), B(0, 0, 6), C(2, -3, 0), D(0, -3, 0)

Agirligi 500 N olan OB c¢ubugu yukarida
koordinatlar1 verilen li¢ tel halatla A, C, D
noktalarina sabitlenmistir. Sistemin dengede
kalabilmesi i¢in halat germe kuvvetlerinin
minimum ne olmasi1 gerektigini hesaplayiniz.

Coziim:

BD=0-3j-6k=+9+36=1/45=345
BC=2i-3j—6k=4+9+36=1/49=7
BA==3i+2j—6k=+/9+4+36=+/49=7

— 2 3j 6k — 3 2j 6k
F,|————— , F =
BC Bc[7 7 7] BA BA[ 775 7J
2. F.=0 2.5 =
2 3 3 3 2
7FBC_7FBA:0 _mFBD_7FBC+7FBA=O
= Fyo =L5F, —-0,447F,, —0,428F,. +0,286F,, =0
= F,, =-0,796F,,
Y F =0
6 6 6
_ﬁFBD_7FBC_7FBA_500=O
—1,431F,, =500
= F,, =-350N
= F, =-525N

= F,, =278,6N
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Problem 5:

Verilen kolda kuvvetleri ve kuvvet giftlerini

- 3m |
yi o
e— C 200 N D’ye indirgeyiniz ve D’de dogacak mesnet
5 reaksiyonlarmni hesaplayimniz
Z/R\ D Be//z 200N Y play )
B 2m
2m
300N
AY—
400 N
Coziim:
i j k
M, =400+| 3 -2 2
300 —400 O

M, =400 +i(0+800)— j(0— 600) + k(—1200 + 600)
M, =800i +1000 j — 600k

D, =-300N D, =400N D =0
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Problem 6:

Sekilde gorildigii gibi C
noktasindan asili olan cisim 80
N agirliga sahiptir. Buna gore
kablonun yatay ve dikey

¢cekme kuvvetlerini ve A

' C piminde = meydana  gelen
L 05m——+——05 m#os - reaksiyon kuvvetlerini

bulunuz. (D’deki  makara

stirtlinmesizdir.)

COzum:
T\
Ax ﬁ{ |
0,5 m >l 0,5 m >le 0.3 m
Ay 80 N

Denge denklemlerine gore;

2
T(0.5) + T| —= |(1) —80(1.3) =0
ZMA =0 (\/gj
T=74583 N
1
A -74.583 — |=0
> F =0 x (\EJ
A =334N
2
74.583 + 74.583| — —80—Ay =0
>F, =0 5
A,=613N
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Problem 7:

Sekildeki ving G;, G, ve Gj3 olarak ifade edilen agirlik merkezlerinden
W;=14000 N, W,=3600 N ve W;=6000 N olmak flizere ii¢ agiliga sahiptir.

Agirlik kaldirma kollarinin agirligini ihmal ederek;

a) 3200 N agirliga sahip cisim eger sabit hizla kaldirilirsa dort tekerde

meydana gelecek reaksiyon kuvvetlerini bulunuz.

b) Agirlik kaldirma kolu sekildeki pozisyonda tutulursa kolun u¢ kismai ile ne
kadarlik agirlik kaldirilabilir.

COzum:
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a)
W=3200 N
> M, = 0= (2N, )(4.25) - (6000)(4.5) - (3600)(2.75) — (14000)(0.75) + (3200)(2.5) = 0

8.5N,, —39400 =0

N, =4635N

>'F, =0 = 2N, + 2N, -3200 140003600 - 6000 = 0
N, =8765N

b)

> M, = 0= ~(6000)(4,5) — (3600)(2,75) — (14000)(0,75) + W (2,5) = 0

W =18960 N
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Problem 8:

D | H} T | :
| . ABC elemani B noktasindan bir

Etm pim ile desteklenmistir ve DC

I
C elemanina da C noktasindan bir
pim ile baglanmistir. Buna gore
§ON B ve D noktasinda meydana
1 B gelen reaksiyon kuvvetlerini
[ o
A | _ 'T bulunuz.
COzum:
D
45° . L
C
12{ mm
SON

A

250 mm

— (- ;
oyl

By
D M, =0 80(250)—(D.Cos45°)(120) + (DSin45) (90) = 0
D=942.8 N
> F, =0 ~B, +D.Cos45° =0
B, =666.67N
D>F =0  -80+B,—D.Sin45° =0
B, =746.67N
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Problem 9:

AB kolu, 800 N agirligindaki
c silindiri BC kablosu ile sekilde

£

goruldiigii.  gibi  tutmaktadir.

Buna gore, A mesnedindeki

reaksiyon kuvvetlerini ve BC

kablosundaki ¢ekme kuvvetini
f“"’ \é\ bulunuz.

COzum:

BC =0,3i—0,6+0,2k 7
|BC|=0,7
03. 0,6 . 02
T =T, — 4+
be (07 “077 0,7 J

DM, =0=> M, = (r,; xF)=0

F kuvvet ver ise konum vektoriudir.

r i ik
DM, =(- 800N06)z+07 -03 06 0
103 06 02 800 N

T
D> M, =(-480N)i+ ﬁ(O,lZz’ +0,6/)

2
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Buna gore;

T,
—480N +-250,12=0 = T,. =2800N
0,7

2

YFE =0=A, +3’§T3C =0 = A, =-1200N

3

0,6
ZF}’:O; AY_WTBCZO

A, =2400N

dYF,=0; A, ﬁL%TBC —800N =0

2

A, =0
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Problem 10:

z Bir boru, iizerinde
dikey olarak
uygulanmis olan 3 kN
ve 4 kN’luk yiikleri
BC ve BD kablolari ile
tasinmaktadir.  Buna

gore, A kiiresel

mafsalindaki reaksiyon
kuvvetlerini ve B
baglantt noktasindaki

kablolardaki cekme

kuvvetlerini bulunuz.
COzum:

A(0;0;0), B(0;1;1), C(2;0;3), D(-2;0;3) d 1.5 m-
Tsc

BD = —2i— j+2k
BC=2i—j+2k

|BD|=|BC|=~4+1+4 =3

AX -‘
—2; 1.2 Im
TBD ZTBD(TZ—E‘]—}—gk) AZ i
2, 1. 2
Ty :TBc(gl_EJ +§kj
st k A k
DM, =3 (X F) = (BRNAY—(4NSS)i+ =2 0 1 L[+ 0 1
—2 -1 2 2 1 2

D M, =(-34kN)i + Lop (3i—2j+2k)+%(3i+2j—2k)

3
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Buna gore;

T, . T
i=0= —34kN + 223+ 53 =0 = T, +T,. =34kN
3 3

T T
ij:%Z—%ZzO:TBD:TBC

k=0=T,, =Ty =17kN

> F, =0:>Ax—§TBD+§TBC =0=>A,=0

1 1
DYF =0; A, =370 =375 =0

A, =113kN

dYF,=0; A, +§TBD +§TBC —3kN —4kN =0

A, =-15,66kN
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Problem 11:

COzum:

a) A(3;3;0), C(4,0;-2)

AC=i-3j-2k
|AC| =3,74
F = AC  i-3j-2k

©TUlad T 374

F,.={21,39i—64,17 j — 42,78k N

l
M, :Z(rOA xF) 3
21,39

J
3
—64,17

k
0
—42,7

Egrisel cubuk X-y
diizleminde olup yarigcapi
3m’dir. Eger ¢ubugun
ucundan 80 N’luk bir
kuvvet wuygulanirsa, bu
kuvvetten dolay1r olusan
momenti;

a) O noktasina gore,

b) B noktasmma gore

bulunuz.

= {-128,34i +128,34j— 256,68kN.m

b) B (3-3.Cos45°; 3.Sin45°, 0) = B(0,878 ;2,12;0) ve C(4,0,-2)
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Tge =T — 1, =(4-0,878;-2,12;-2) =(3,122;-2,12;-2)
i j k
M, =1, xF=3122 -212 -2 |={-37,571+90,71j—154,8k |N.m
21,39 —64,17 —42,78
Problem 12:

i g Sekildeki {icayakli
G cercevenin CA pargasini
temel alarak
F ={501-20j—80k |kuvveti

nin momentini bulunuz.

COzum:

A(0;2;0), C(2;0;0), D(2,5;2;4)
ro=0im , ro={02im , r,={25i+2j+4km

Fen =Ty -Fo =2j-2i={-2i+2jjm
Fap = Fp - Ty = 2.51 4 2j+ 4k — 2j = {2.51 + 4k}m

U=t = _ AR 070740707
Tea (-2)> +(2)°
~.0707 0.707 0
M, =Ua (pxF)=| 25 0 4
50 —20 -80
M, =226,24Nm
M, =M, Ug, =1{-160i +160j}N.m
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Problem 13:

700 N
450 N 300 N

E‘rf]'?-' l
1 -
E&k prp—-

R § 4m - im -

COzum:

Fax =D F, = Frx =45000s60° — 700sin30° =—125N
Fp, = 2 F, > Fy, =—450c0s60° — 700sin30° — 300 =—1296N

Fp =(Fpy)? + (Fyy)? = Fy =1302N

Fox =125N and =120 — g g4 5°
125

My = > My, = My = 1500 — 700c0830° (3) + 450sin° 60° (4)
=-1760N.m =1760N.m
F, =1302N

1302(sin84.5° )x =1760

M, =1760N.m
x =1.357m

1500 N - m
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Problem 14:

[

—
Fo= [ 1000 — 100§ — 50K} N / \ Iy = {3004 + 400§ — 100k | N
4 m

Fi={-300k}N Y
Bm
| m
4 L L ] v
E 5 E
X
COzum:
r, =0 {-1jjm
{12k}

Fr =D F, F, =F, +F, +F,
— {300i + 400 — 100k |+ {100 — 100§ — 50k |+ {~ 500k}
— {400i + 300 - 650k )N

Mg, :ZMA ; Mg, =1 3pXF +1,XF, +1,:XF

L A B L
=fo o 12/« 0 0 12«0 -1 0
300 400 —100 [100 -100 —50[ [0 0 =500

— {3100 + 4800jjN.m
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Problem 15:

u:l

64 kKN/m f
A A A L | A

_I_ __] [___EF“'

~ w = (64— x2) kN/m

.

h A

H\}z A =B T\\_

/—/’r Q C
..| -

= 4 m

&m

COzum:

F, =) F, =64(4)+ Twax

8
:254+J(64—X2)dx

=254 +341.33 = F;, =595.3kN

8

341.3y = I X.0.0
8

341.3x + jx(64 —x7)dx
8

341.3x + J.x(64 —x’)dx

341.3x =1024 = x =3.00m

F,,=254+341.3=5953 kN
M,=254(2)+341.3(7)=2897.7 kn.m

595.3(x)=2897.7 kNm = x =4.86m
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BOLUM 4

RIJIT CISIMLERIN DENGESI
4.1 GIRIS VE TANIMLAR

Kuvvet etkisindeki bir kontriiksiyon (yap1), rijit bir cisim gibi hareket etmiyorsa
dengededir (Sekil 4.1). Rijit cismin hareketi, 6telenme yada donmedir veya ikisinin birlesimi
seklinde olabilir. Yapimin dengede kalabilmesi icin, yapiyr dondiirmeye veya Otelemeye
sebep olan kuvvet mesnet noktalarindaki tepki kuvvetleri ile dengelenmelidir.

z

A ¥, /

Sekil 4.1 Rijit Cismin Dengesi

Iki boyutlu bir yapmin herhangi bir yonde hareket etmemesi icin gerekli olan sart,
o yapmin birbirine dik herhangi iki yonde hareket etmemesi seklinde tanimlanabilir.
Normal olarak (sart olmamak kosulu ile) bu yonler yatay ve dikey alinir. Yapiya herhangi bir
yonde kuvvet etki etmez ise yapt o yonde harekete zorlanmaz. Bundan dolay1 yatay yonde
herhangi bir hareket olmamasi i¢in o yonde etki eden biitiin kuvvetlerin toplami sifir olmalidir
(XFx = 0). Benzer sekilde, dikeyde hareket olmamasi i¢in (ZF, = 0) olmalidir.

Bir yapinin diizlem i¢inde donmeme sarti, o yapinin bir eksende donmemesi ile belirlenir.
Boylece, diizlemin herhangi bir noktasinda kuvvetlerin bileske momentinin olmamasi lazim
gelir. Bundan dolayi, diizlemde donme olmamasi i¢in herhangi bir noktada momentlerin
toplamu sifir olmalidir. Yani, sistemin i¢inde yada disinda noktaya gore alinan moment sifir
(ZM = 0) olmalidir.

54



Sekil 4.2: Kuvvetlerin GOsterimi
Iki boyutlu bir yapinin tamamiyla dengede olabilmesi igin;

2F, = 0: biitiin yatay kuvvetlerin cebirsel toplami sifira esit

2F, = 0: biitiin dikey kuvvetlerin cebirsel toplami sifira esi;

IM =0: biitiin kuvvetlerin herhangi bir nokta (eksen) etrafindaki momentlerinin cebirsel
toplami sifira esit demektir.

Bunlar iki boyutlu (diizlem) yapilarin statik dengesi icin 3 denge denklemi olarak bilinir.
Yukarida denklemlerin saglanabilmesi i¢in yeterli baglarin ve bunlara karsilik gelen mesnet
reaksiyonlarin saglanmasi lazimdir. Ug ayr1 denklem ile {i¢ bilinmeyenin siddeti belirlenebilir.
Eger yapt sadece yeterli mesnetlerle baglanmigsa (3’ten fazla olmayan bilinmeyen
reaksiyonlar), yap1 yukaridaki esitliklerle tamamiyla analiz edilebilir ve statik olarak belirlidir
(Izostatik). Eger bilinmeyen sayis1 iigten fazla ise, sadece yukaridaki denklemleri kullanarak
¢Oziim miimkiin degildir ve yap1 statik olarak belirsizdir (hiperstatik). Bu tip problemler,
elastik cisim mekaniginde cisimlerin sekil degistirmelerine bagli bilinmeyen sayist kadar yeni
denklem yazilabilirse bilinmeyen tepkiler bulunabilir. Iki boyutlu yapilarda {igten az mesnet
reaksiyonu varsa, eksik baghdir. Yapi rijit cisim olarak hareket eder. Bir cisim (yapi) ii¢ yada
daha ¢ok noktadan bagli olmasina ragmen yukaridaki denklemlerden birini saglamiyorsa
bdyle sistemlere yetersiz bagl sistemler denir.

4.2 MESNETLER VE MESNET REAKSIYONLARI
4.2.1 Kayic1 Mesnetler

Sadece bilinmeyen bir reaksiyon saglar ve hareket yoniine pozitif bir a¢1 ile etki eder.
Boylece kayic1 mesnetler, bir dogrultuda lineer harekete ve donmeye miisaade ederler.
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v, = j

&

Ay

Sekil 4.3: Kayic1t Mesnet

Sekil 4.3’den de anlasilacag iizere, y yoniinde deplasman yoktur yani sifirdir ama y
yoniinde bir tepki kuvveti R, meydana gelir.

4.2.2 Sabit Mesnetler

Tek noktada sabitlenmis mesnetler yatay ve diiseyde iki reaksiyon verir dolayisiyla iki
yonde cismin hareketine engel olur. Fakat donmeyi saglar.

b b

Ray
Sekil 4.4: Sabit Mesnet

X ve y yoniinde yer degistirmeler sifira esitken, x ve y yoniinde reaksiyon kuvvetleri
R, ,R, meydana gelir. 00 oldugunda M , =0 olmaktadir.

4.2.3 Ankastre (Konsol) Mesnetler

Yonii ve siddeti bilinmeyen iki reaksiyon ve momenti saglar (toplam ii¢ bilinmeyen).
Boyle bir mesnet iki dogrultuda lineer hareketi ve bir eksen etrafinda donmeyi engeller.

K
V]
X R 0
MA}U )

y

Sekil 4.5: Ankastre Mesnet

Burada ise x=y=0=0"dirve R, #R, #M ,#0 olmaktadir. Bu mesnetlerin birlikte

uygulanmasin1 sekil 4.6’deki gibi gorebiliriz.
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Sekil 4.6: Kayar ve Sabit Mesnet’in Birlikte Uygulanmasi

4.3 UC YERDEN PUNTALANMIS DUZLEM YAPILAR

Eger yap1 iic noktadan sabitlenmis ise (mentese gibi) (sekil 4.7), dyle ki yapin bir
parcast diger parganin donmesinden bagimsiz olarak pim etrafinda donebiliyor, bdylece 6zel
bir ¢esit denge esitligi daha yazilabilir, ¢iinkii pim etrafindaki biitiin kuvvetlerin momentleri
toplamu sifir olmalidir. Bu mesnet reaksiyonunun bilinmeyen bir bileseninin belirlenmesini
saglar.

Sekil 4.7 Ug yerden puntalannus kavisli yap1

4.4 UZAY YAPILAR

Ug boyutlu bir yap1, uzay yapidir. Karsilikli dik yénler, bir uzay yapi igin kuvvetlerinin
toplami, sifir olmali ve ii¢ tane karsilikli dikey eksen (x,y ve z) etrafindaki kuvvetlerin
momentleri toplami da sifir olmalidir. Bundan dolayi,

2Fx =0:  Xyoniindeki kuvvetlerin toplami sifira esittir.
2Fy =0: Y yéniindeki kuvvetlerin toplami sifira esittir.
2Fz =0:  Zyoniindeki kuvvetlerin toplami sifira esittir.
M, =0: X ekseni etrafindaki momentlerin toplami sifira esittir.
2M, = 0: Y ekseni etrafindaki momentlerin toplami sifira esittir.
IM. = 0: Z ekseni etrafindaki momentlerin toplami sifira esittir.

4.4.1 Biiyiik Yapilar

Yapinin, Sekil 4.8’de barajda goriildigi gibi dengeyi saglamasi kendi agirligina
baglidir. Boylece, denge i¢in,
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Sekil 4.8 Baraj duvari

2Fy = 0: Yapmm agirhginin (W) ve yiikiin (T) dikey bilesenleri (Ty) yapmin altindaki
dikey yukari1 yondeki yer tepkisi (V) ile dengelenmelidir.

2Fx = 0: Yikiin (T) yatay bileseninden (Tx) kaynaklanan dogrusal yondeki kayma egilimi,
yukiin arkasindaki tepki kuveveti (P) ve/veya yer ile yap1 arasindaki siirtinme kuvveti (R)

tarafindan engellenmelidir.

2My = 0: Donme merkezi (O) etrafinda yiikten kaynaklanan dondiirme momenti ayni
noktada kendi agirligindan kaynaklanan yenilenme momenti tarafindan dengelenmelidir.

Kiitle yapist dondiirmeye karsi giivenlik faktoriinii saglamak i¢in agirligi  denge igin
minimum gerekli agirliktan daha biiyiik olacak sekilde dizayn edilmistir.

Ornekler;

Sekil 4.9: Bir kapida; a) Tek mentese olmasi durumunda gelen kuvvetler b) Cift
mentese olmas1 durumunda meydana gelen kuvvetler
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Sekil 4.11: Arabanin dengesi

Sekil 4.12: Ving’te denge sistemi
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Tablo 4.1 iki Boyutlu Cisimler i¢in Mesnet ve Bag Tepkileri

Baglanti Tipi Reaksiyon

Bilinmeyen Sayis1

(1)

Kablo

Bir bilinmeyen. Reaksiyon kuvveti cekme kuvvetidir ve
bu kuvvet bagli bulundugu elemandan itibaren kablo

dogrultusundadir.

£ &,
. 8 \\ veya 5'}_/ '\\ Bir bilinmeyen. Reaksiyon, kuvvettir ve bu kuvvet
' A\ ; "\ baglanti gubugu boyunca etki eder.
Agirliksiz baglanti gubugu
(3) /}
.;“' Bir bilinmeyen. Reaksiyon, kuvvettir ve bu kuvvet
} temas noktasindaki yiizeye dik olarak etki eder.
fd (]
Kayic1 Mafsal F
(4)
" %ﬂ‘ ==l o %9: —  Bir bilinmeyen. Reaksiyon, kuvvettir ve bu kuvvet
%N F F yariga dik olarak etki eder.
Kayic1 Mafsal
(5) A
/ T
£ ) Bir bilinmeyen. Reaksiyon, kuvvettir ve bu kuvvet
) e temas noktasindaki yiizeye dik olarak etki eder.
F
Kayic1 Mafsal
®) B
e
=23 Bir bilinmeyen. Reaksiyon, kuvvettir ve bu kuvvet
i} f temas noktasindaki ylizeye dik olarak etki eder.
Piiriizstiz Temas F
Yiizeyi
(7)
Bir bilinmeyen. Reaksiyon, kuvvettir ve bu kuvvet

N e P
'/ f’_;_ﬁ-f veya .. -
v

DN

Diiz gubuk tizerindeki

bilezige bagli mafsal

cubuga dik olarak etki eder.
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Bilinmeyen Sayisi

iki bilinmeyen. Reaksiyonlar, iki kuvvet bileseni veya ¢
dogrultusundaki bir bileske kuvvettir.(p ve 6 acist 2.
baglant1 tipindeki gibi olmadik¢a birbirine esit olmak
zorunda degildir.

Iki bilinmeyen. Reaksiyonlar, kuvvet ve momenttir, ve
cubuga dik olarak etki eder.

Baglanti Tipi Reaksiyon
F,
F.T
Mafsal
(9) /5
4
J// //
/(%/
F ql\fl
Diiz bir ¢ubuk tizerinde
bilezige ankastre baglanti
10
(10) F,
A
F.l
M M

Ankastre mesnet

Ug bilinmeyen. Reaksiyonlar, iki kuvvet bileseni ve
momenttir. Veya ¢ dogrultusunda bir bileske kuvvet ve
momenttir.
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Tablo 4.2 U¢ Boyutlu Cisimler icin Mesnet ve Bag Tepkileri

Baglanti Tipi Reaksiyon Bilinmeyen Sayisi

(M

Ug bilinmeyen. Reaksiyonlar, {i¢ kuvvet bilesenidir.

Kiiresel Mafsal
(2)

T

Radyal Yiik tastyan Yatak
3)

Dort bilinmeyen. Reaksiyonlar, iki kuvvet ve iki de
momenttir.

Bes bilinmeyen. Reaksiyonlar, ii¢ kuvvet ve iki de

/B

momenttir.
Doner mafsal -
M.
)
‘It' F:
. o FV Bes bilinmeyen. Reaksiyonlar, ii¢ kuvvet ve iki de
= ?7 e ; momenttir.
Mentese ‘}“' F,
M,
®) M; t
& o _ _ _
F Alt1 bilinmeyen. Reaksiyonlar, li¢ kuvvet ve ii¢ de
M, % > momenttir.
Ankastre mesnet ‘)\' E.‘ I"}‘
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4.5 COZUMLU PROBLEMLER

Problem 1:

O’ da dogacak mesnet reaksiyonlarini
hesaplayimniz.

F=500 N
F,~=600 N

Coziim:
ik
M =40 30 0
500 0 —-600

M, =i(—18000—0)— j(=24000 - 0)+ k(0 —15000)
M, =-18000i + 24000, —15000k =

M, =-18000 Ncm

M,, =24000 Ncm

M, =-15000 Ncm

2F=0 = O,=500N
2F~0 = 0O,=600N
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Problem 2:

I 3m > Verilen kolda kuvvetleri ve kuvvet ciftlerini
i « C 200 N D’ye indirgeyiniz ve D’de dogacak mesnet
’/§—> <— reaksiyonlarini hesaplayiniz.
7 A
D BC// $0ON
B
2m
300N
AY—>
400 N
Coziim:
i j ok
M, =400+ 3 -2 2
300 —400 O

M, =400 +i(0+800)— j(0— 600)+ k(—1200 + 600)
M, =800i +1000 j — 600k

D,=-300N D, =400N D, =0
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Problem 3:

A’da dogacak mesnet reaksiyonlarini

y
L 40 cm hesaplayiniz.
Ay
A, “: 40 cm N
As 1000N 30 em
Y F, =0 > Fy=0 Y Fz=0
-Ax+500=0 A,-1000=0 A~=0
Ax= 500N Ay=1000N
(NN
M, =0

M,=1000.30=30000 Ncm

M,=1000.40=-40000 Ncm
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Problem 4:

ABCDE kirigini A noktasindan sabit bir mesnet ve D noktasinda kayic1 bir mesnetle Sekil
4.13°de goriildiigii gibi mesnetlenmistir. Ug noktadan kuvvetler etki etmektedir. Reaksiyon
kuvvetlerini belirleyiniz.

10 kN 20 kN 5 kN
A Bl (o8 D E
1m { 2m _141m i 1m~l
o [

I ST 1

Sekil 4.13: Cikmal1 kiris yiik diyagrami
Coziim

A da A, ve A, gibi iki reaksiyon kuvveti ve D de dikey olarak etkiyen sadece tek bir
reaksiyon D kuvveti vardir. Bu reaksiyonlar serbest kuvvet diyagraminda gosterilmistir

(Sekil 4.14). Sadece ii¢ bilinmeyen vardwr; burdan sistem statik olarak belirlidir ve
bilinmeyenler belirlenebilir.

10kN 20kN 5kN
A, l

TAY D

Sekil 4.14: Serbest kuvvet diyagrami

>

y

Yatay yiik yoktur; bundan dolay1,
Y F,=0ise 4,=0

(1) Dy’yi belirlemek i¢in A etrafinda momentler alinir:
(ZMa =0)
-(10x1)-(20x3)-(5x5)+(Dyx4)=0
Dy=+23.75 kN

(2) Ay’y1 belirlemek i¢in

(F, = 0)
+A,+Dy—10-20-5=0
+A,+(23.75)-35 =0

Ay=+11.25kN

(3) D etrafinda alinan momentler kontrol edilir:
Mp=+Ayx4)—(10x3)—(20x 1)+ (5x 1)
=+(+11.25x4)-45=45-45=0
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Problem 5:
ABCD kirisi A’da sabit bir mesnede ve C’de kayici bir mesnede sahiptir. Sekil 4.15°de

gosterildigi gibi, kiris, herbiri 15 kN olan iki tekil yiik ve 2 kN/m lineer yayili olan yiike
maruzdur. Reaksiyonlar1 belirleyiniz.

15 kN 15 kN

2 kN/m |
A la c D
% 1 1m
- = -l
> -

! 2m 2m 2m

Sekil 4.15: Cikmali kiris yiik diyagrami
Coziim:

15 kN 15 kN

2 kN/m
S Nivey
A

y CY

Sekil 4.16 Serbest kuvvet diyagrami
D> F,=0ise A, =0 Yatayda yiik yoktur.

C,’yi belirleyelim;
A etrafindaki momentleri alalim: yayi/i yiikiin momenti, (2 x 3 = 6 kN) x( 4.5 m) dir.

(XMj =0)
-(15x2)+(Cyx4)-(2x3x4,5-(15x6)=0

Cy =+36.75 kN
Ay y1 belirleyelim;
(ZFy=0)
+A,-15+Cy,-(2x3)-15=0
+Ay—15+(+36.75)-6-15=0

Ay=-0.75 kN
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BOLUM 5

IKi BOYUTLU CiSiMLERIN AGIRLIK MERKEZLERI
5.1 GIRIS VE TANIM

Agirlik kuvvetlerinin bileskelerine cismin agirhigi, ve bu kuvvetlerinin bileskesinin tatbik
noktasina cismin agirlik merkezi denir. Diinyanin kat1 bir cisme tatbik ettigi yer ¢ekim
kuvvetleri diinyanin merkezine yoneliktir. Bu kuvvetleri ¢ok biiyiik bir yaklagikla paralel
kuvvetler olarak ele alinabilir. Miihendislikte bir cisme uygulanan agirlik kuvvetlerinin veya

baz1 sebeplerle tatbik edilen kuvvetlerin bileskesinin tatbik noktalarinin bilinmesi

gerekmektedir.
W =AW, + AW, +......+. AW,
X3
X
/ X1
X < / 0
t s
Y3
t
AW,
AW,
AW, y
v

Sekil 5.1 Agirlik kuvvetleri

Agirlik  kuvvetlerinin bilegkesinin tatbik noktasi, bu kuvvetlerinin eksenlere gore
momentlerini, bileskenin momentine esitleyerek bulunur. Boylece AW, + AW, +........ +AW,
gibi n tane paralel kuvvetin yerine eslenigi konulmus olur. Kuvvetler z eksenine paralel

olduklar1 i¢in bu eksene gdre momentleri yoktur.

XW = X1 AW] + AW+ X0 AW, W= xAw,  x= %J.x.dW
i=1

yW =y Aw; + y,AW,; +........ +yn AW, yW = Z)’[AW,— y= %J.y.dW
i=1

Eger iki boyutlu cisim diizgiin kalinlikli bir plak ise burada kalinligin diger boyutlardan
cok kiiclik olma sart1 vardir. Bu durumda agirlik kuvveti AW = y.t.AA vy (6zgil agirlik), t
(kalinlik ), AA (alan), seklinde ifade edilebilir.
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Toplam agirlik;

W= AW, =y.tAA| +1.LAA; +o Y LAAL = 1. (AA + AA; . FAA) = LA

i=1

Eksenlere gére momentleri yazalim ;

XYLAA =7t D x4 =yt (XA + X0 Ap T XnAy)

i=1
n
X.A: inAl = Xl-Al + X2.A2 Feens + Xn.An
i=1

Kiitle Merkezi;

1 ) 1
X = = J x.dA  benzer sekilde y= Z-[ v..dA

z
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|

Sekil 5.2 Kiitle merkezi

S, = y.d S, = [xdA
Burada Ix.dA ’ya alanin y eksenine gore statik momenti veya y eksenine gore birinci
momenti denir. j v.dA da alanin x eksenine gore statik momenti yada birinci momentidir.

y
A

b

<%

Agirlik merkezinin yeri; cisimde bir simetri ekseni varsa agirlik merkezi bu eksen iizerindedir.

Eger iki simetri ekseni varsa simetri eksenlerinin kesim noktas1 agirlik merkezidir.
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Cubugun Agirhk Merkezi;

Sekil 5.3 Cubugun agirlik merkezi

AW =y.a.AL
a = Telin kesit alani

Y = ozgiil agilik
AL = Telin kiicilik par¢asinin boyu

i=1
n 1
SMy=0 xL= ;xl.ALl. x=zfxl.dL

SMy=0 ylL= iyiALl. yZ%Iyl.dL
i=1

Alanin Agirhk Merkezi;

Sekil 5.4 Alanin agirlik merkezi

—

xdA B IydA zdA

A y A A

—

>
Il
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5.2 BIRLESIK ALANLARIN AGIRLIK MERKEZI

A1 oG, Gi=(x1,y1)
1 G:(X )
‘A, G 2 2, Y2
i o G3=(x3,Y3)

X
-

Birlesik alan dncelikle kendisini meydana getiren geometrisi bilinen kii¢lik alanlara ayrilir.
Her bir alanin agirlik kuvveti bu alanin agirlik merkezinde bulunmasindan hareketle tim
cismin agirlik merkezi bulunabilir.

W=W;+W,+ W3,
XW=x1.W| +x. W5 + x3. W3
YW =y.W; +y,, W, +y3.W;

A:A1+A2+A3

XA =X Al +X Ay + X3 Az

x4, yid;
X = x4 + X, 4, + X34, _ ; ! 3= WA+ 04 + 34, _ ,Z=1: '
A ZA A ZA
i=1 i=1
Ornek 5.1
Ay Agirlik merkezinin koordinatlarint bulunuz.
\ :?-._r.
el
£ [t — A+ X, A 1.(12)+4.(1
g g - A Ad 1124400 76,0
".;-._‘ 6 cm - l A 28 28
v "::',"f:;‘ _'
RSN con, | y- 24 D200 R o giom
2 em - T A 28 28

5.3 AGIRLIK MERKEZININ INTEGRASYONLA BULUNMASI
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Miihendislikte analitik olmayan egrilerle cevirili yiizeylerin agirlik merkezleri, kendisini
olusturan kiiciik tiggen, dikdortgen, kare...vb. elemanlara ayrilarak bunlarin alanlarinin
toplamlarindan hareketle yiizeyin agirlik merkezi yaklasik olarak bulunabilir. Eger ylizeyi
cevreleyen egriler analitik reel fonksiyon ise ylizeyin agirlik merkezi integralle bulunabilir.
Yiizey lizerindeki diferansiyel mertebedeki alan elemani: dA = dx.dy alinarak buradan cift
katli integralle agirlik merkezinin koordinatlari bulunabilir. Miihendislige daha uygun bir
¢Oziim ise diferansiyel mertebede ince dikdortgen kesitler tek katl integralle alanlar ve agirlik
merkezleri bulunabilir.

Egri altinda kalan alamin hesaplanmasi;

dA =dx dy

Taral1 alanin agirlik merkezinin integral ifadesi;

IX L dA
X =
A
_ Iy  dA
YT A
Ornek 5.2
Taral1 alanin agirlik merkezinin bulunmasi,
y
I
|
y
1 y=b0052% A = IdA, burada dA = ydx
b
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jde = ibcosgdx
0 0

2a
= b{&sinz}
T 2a],
= @[sinﬁ—sinO}
o 2
A 20
T
— f _ az _ la 2
[y a4 = {yg(ydm = {z(ydx) - 2!y dx

a a

=[x, a0 = J;x(bcos%dx)

0

2 a 2
Xcos2dx = b 4%0032 + gxsinﬂ = b 4i(0_1) + 2a
2 Vi 2a s 2a



Ornek 5.3

dA=(a—x)dy x.A= ngdA
Ya _a—x a+x _
a > Xg = +x= 5 y.A—IygdA
Xg
/ yg = y
X dy
y Ye
> X
Ornek 5.4
Ya dL = /dx* +dy’> dx parantezine alarak
........................................ Xg = X dL = 1+ y~ .dx
Ye Ye=Y x.L = Jx.dL, LZIa’L
 x, y.L J. v.dL
Ornek 5.5
Dikdortgenin agirlik merkezini integral yardimiyla bulunmasi,
Ya b.h’
y.A= [y, dA ybh==

h
ybh=[ybdy y=—
dy 2

h

2
ybh=b. 2
b 2o
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b
xbh= [xdd dA =h.dx
YA 0
Xg dy
b
i x.b.h = Ix.h..dx
0
h 5|b
xbh=h "
2
> X 0
«D b
X = —
2
Ornek 5.6
Ucgenin agirlik merkezini integral yardimiyla bulunmasi,
dA =x.dy y.A= jy.dA
h— b.h
Ya 227 —= | y.xd
3 h y _[ y.xay
b.(h—y) bh F b
a == —= —(h-y)d
2, _ p Y= I yoo-(h = p)dy
A dy
% b.h b ¢
y ——=—|(hy - y’).d
! ‘ y === f (hy = y?).dy
» X
,4—b, g h
3
Ornek 5.7

Ceyrek dairenin agirlik merkezini integral yardimiyla bulunmasi,

v

2
<_grcos(9_>

«—TC0SO—p

Ceyrek daire i¢inp acis1 0° ile 90° arasindadir.
y

dA = %(rde)(r) = %rzde
1
A = [dA = [-rdo
o 2
n 2
= Srbl = el -
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2 1, 29,
—rcos@ || —rdf| = I—r cos@do
3 2 0 3

3 T 3 3
3 [sm@]o = 3 {Sln2 0} =3

=

AN

Il
—

=

[4S)

[

AN

Il

O© Sy | N

IKi egri arasida kalan alanin ve agirhik merkezinin hesabi;

yi=X
y
4 _ dA=ydx=(+/x -x)dx
X=Y,
Y1=y2
A X:\/;
/ y=\/; -X x*-x=0
A 4 x(x-1)=0
dx x1=1, x,=0
> X
Ax = deA
1 1 1
_ 2 _
) J-di !x(& x)dx zl).x(x x)dx 5
r= T T ~z
- 5
.[dA J.(\/; —x)dx j(xz —x)dx
0 0
Y=Xi
}:k 2
Xy= y2 dA=xdy=(y-y")dy
X1=X2
y=y’
d
Y y(y-1)=0
YIZI 5 YZZO
dx
> X
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Ay = J.ydA

[ ya jy(y—yz)dy j(y2 - »")dy
y= _ o1 _ 0l
Ja foma Jo-ra

:l
2

5.5 DONEL CISIMLER ( PAPPUS GULDIN TEOREMLERI )
Teorem.1: Bir diizlem egrinin kendi diizlemi i¢inde fakat kendini kesmeyen bir eksen
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin alani egrinin uzunluguyla donme sirasinda

agirlik merkezinin kat ettigi yolun ¢arpimina esittir.

A =2my,L
dA =2ny,dL
A=2m.[y,dL

Ornek 5.8 Yarim ¢ember yayindan kiire yiizey alaninin elde edilmesi

A= 2n£.n.r
3n
/?\
@ > X A= §n.r2
3

Ornek 5.9 Egik bir dogrunun x ekseni etrafinda déndiiriilmesi ile koni yiizey alanmin hesab1

L A=2n._.L (koni)
pdi :
p
h

A=nrL

Ornek 5.10 Cemberden tor yiizey alaninin hesabi
A=2n.2n.R  (tor)

42
R A=4n"r.R

A -

Ornek 5.11 X eksenine paralel bir dogrudan silindir yiizey alaninin elde edilmesi

A=2nrh (silindir)

Ik
X
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Teorem 2: Diizlem bir yiizeyin kendi diizlemi i¢inde, fakat kendini kesmeyen bir eksen
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmi, ylizeyin alaniyla donme sirasinda

ylizeyin agirlik merkezinin kat ettigi yolun ¢arpimina esittir.

V =2mny,A
dV =2my,l. V =2n]y,dA

Ornek 5.12 Yarim daireden kiirenin hacminin hesabi

4r 7.t
V=2 —. kiire
(S o
-

X 3
4y

3

v

Ornek 5.13 Dikdértgenden dolu silindirin hacminin hesabi

h

A

V =2m. r hr
2

r
@ > X V=nr’h

Ornek 5.14 Uggenden koni hacminin hesabi

V=2r r rh

A
r o
@ lv o v= &

Ornek 5.15 Dolu daireden R yarigapli torun hacminin hesaplanmasi

V =2nR.ur’
R

@ V=2r’rR
- X

5.5 COZUMLU PROBLEMLER
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Problem 1)

A

«
[\)
o

vy B

- Taral1 alanin agirlik merkezinin koordinatlarini
hesaplayiniz.

%,

12cm

|

Coziim:

6,625 cm

y
A 2cm
_ﬂ_//
% Yo Ay.x; + A, x,  40.1+24.8 _3.625¢m
g/ o A4+4, 64 7
S // A A 40.10+24.1
1 7’ Y = Nt Ay, 2000+ — =6,625cm
/ % - A+ 4, 64
vy v %/% :T=X
|<_ 12cm
‘3,6cm‘
Problem 2)
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y
A

l|(£.|nm 50 mm X

Coziim:

X,.4, + %4, + x,.4; _30.(60.10) + 55.(10.100) +80.(10.60)
A+ A+ A, 600 +1000+ 600

X =

=55 mm

7 JeAt ypdy+ yid _115.60.10) +60.(10.100) +5.(10.60)
A+ A+ A, 600 + 1000+ 600

=60 mm

Problem 3)

: 50 10 Tarali alanin agirlik merkezinin koordinatlarini
] hesaplayniz.
7 10

7

Z 100

7

7

T4 ) 100
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"

|‘ T

X

Tarali alanin agirlik merkezinin
koordinatlarint hesaplayiniz.

Coziim:
X y A AX Ay
1 3 7 20 60 140
2 5 1 20 100 20
Toplam 40 160 160
;: )CIA1 +)C2A2 _ 160 :;:4 cm
A+ 4, 40
- A4 +y,4, _ 160 :;:4cm
A+ A4, 40
Problem 4)
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Tarali alanin agirlik merkezinin koordinatlarini
hesaplayiniz.

Coziim:

x_| vy | A XA yA — sxd 48

1105 ] 5 10 5 50 x="2 220

2 2 9 4 8 36 24 24

31 35| 1 10 35 |10
’ — Iy4d 96
Toplam 24 48 96 A 4 em

| A XA | 34 24 24

Problem 5)



2 Verilen profil kesitte agirlik merkezini,
yerini hesaplaymiz. (lgiiler cm’dir)

Y

b

Coziim:
A |X y Ax | Ay
L |14 |65 [11 |91 [154 |- 35 _ .,
2 116 |6 |6 |96 |96 |*T5q 0"
3|26 |65 |1 |169 |26 |- 276 _, o
56 356 276 |V T 5 T M

Problem 6)
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Sem 10cm

7/ Log

2

Tarali  alanin  agirhik
koordinatlarini hesaplayiniz.

merkezinin

Coziim:

y
5 ar
¢m- 10cm 37
4r
10c 37
=L 7,
7
X
X Y A X.A YA
1 | 125 5 250 3125 1250
2 2.5 7 -30 -75 -210
3 |2076| 576 -78,53 | -1630,28 | -452,33
Toplam 141,47 | 141972 | 587,67
— A
Yot A 1897200
DA 14147
- A
Y=Zy =587’67=4,15cm
D4 14147

Problem 7)
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A 15 cm
Y Verilen seklin agirlik merkezinin

koordinatlarini bulunuz.

15 cm

5
£ &
Q
< ET
(@\] )
2
20 20 20 cm X
Coziim:
X Y A X.A Y.A
1 30 22,5 2700 81000 60750
2 15 38 -472,5 -7087.5 -17955
3 52,5 37,5 =225 -11812,5 -8437.5
4 30 4,24 -157,08 -4712,4 -666
Toplam 1845,42 573876 33691,5

— A
x4 _ 573876

= =31,09cm
>4 184542

7_ b4 _3369L5

= = =18,25cm
>4 184542
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BOLUM 6
ALAN ve KUTLE ATALET MOMENTLERI

6.1 GIRIS VE TANIM

Atalet; direnim, kars1 koyma anlamina gelmektedir. Bir cismin atalet momenti geometrik

olarak dizaynda cismin (egilme, burulma vb.) zorlanmalara kars1 direncinin bir dl¢iitiidiir.

Sekil: 6.1

l =J'y2dA — Aalaninin x ekseni etrafinda atalet momenti ( ikinci momenti )
I, = '[xsz —» Aalanininy ekseni etrafinda atalet momenti
lo :_frsz — Aalaninin kutupsal atalet momenti

Iy = J.xydA —— Aalaninin ¢arpim atalet momenti
I, = jrsz = (¢ +y*)dA = ijdA + ijdA =L, +1L,=1,

I, Iy ve I, her zaman pozitiftir, Iy, + olabilir. I, I I, Ly = (L4) —> m4, cm? , mm* dir.

6.1.1 ATALET YARI CAPLARI

iy = \/% >0 I icin atalet yari ¢apl

I
iy = \/% >0 Iy icin atalet yari ¢apl

Iy icin atalet yarigapi yoktur.
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o= \/% >0 I, igin atalet yari ¢api

I ly i2

o= X +-2L=_[i +i]
Y N
x,1y,1,b, >0 (L) (mm,cm,m)

Ornek 6.1: Dikdértgenin tabanindan gegen eksene gore atalet momenti

yA
dA =b.dy
« b : s
L= .[yszz b..[ y’dy =—
| o
h| FSSSSSSSY d, . b.h’
y X 3
X hb’

Ornek 6.2: Dikdértgenin agirlik merkezinden gegen eksene gore atalet momenti

N L= [y*dA dA=b.dy
7777777 dy 1 h h
v] | bj rdy =b Y|
G x — M. y y= T
: e A :X h ~h 3 _h
h/2 2
Y Y | _ bh3
D2 12
. b
Benzer sekilde;
hb’
I =
Y12

Cismin tabanindan gegen eksene gore ve agirlik merkezinden gecen eksenlere gore atalet

momentleri farklhidir. Agirlik merkezinden gecen eksene gore atalet momenti minimum atalet

momentidir.

Agirlik merkezinde; I, = I XYy.dA=0,ix=
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Eger kesit bir simetri eksenine sahip ve xy eksen takiminin eksenlerinden birisi bu simetri
ekseniyle cakisacak sekilde secilirse ve buna ek olarak xy eksen takiminin orijini G agirlik

merkezinde ise kesitin ¢carpim atalet momenti I, = 0” dir. (SE: Simetri Ekseni)

]
A Ly # 0 Ly =0 VA ILiy=0
X
a X
G G »X
e 5
" e a > S.E-
y yA
" Ixy =0 Ixy =0

G x Gl
a a;\
» X

S.E
Sekil: 6.2

Ornek 6.3: Uggenin alan atalet momentinin hesabi

b/
'y %:h;hy =E(h_y)
d “y h Ix=iy2(%h—%y)dy,
2h
Ixa=iy2dA=%
3
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Ornek 6.4: Daire kesit i¢in atalet momenti

R
dA =2nrdr I, = Irsz = J.r227zrdr
0

4 |R 4
Ix:Iy Io: 27Z'r—4 :ﬂR
2], T 2

6.2 EKSENLERIN KAYDIRILMASI (PARALEL OLARAK)

y $
a };A Ix = J‘ysz Ix' = J.y‘z dA
Q‘m = [X’dA o biliniyor 1, = [x"dA
G " Ly = jxydA Iy = J‘X‘y‘dA
b Sy = jy.dA =0
\ 4 =X‘ Sy = JX.dA =0

(a,b) G (x', y') takimindaki koordinatlari
X' =a+x Ix~=jy‘2dA
y =b+y Lo = [(y+b)*dA
‘ I, = j(y2+2yb+b2)dA
b| |7 Lo = [y?dA+2b[ y.dA+b* [dA
v v Lo =L+ Ab>>0
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Iy = J'x‘2 dA
I, = _[(x +a)’dA
Iy =I,+a"A>0
Loy = Ix‘y‘dA
Loy = j(x +a)(y +b)dA=1,+abA >0

Bir cismin agirlik merkezinden gecgen eksenlere paralel herhangi bir eksene gore atalet
momenti, cismin agirlik merkezinden gecen eksene gore atalet momenti ile bu paralel iki

eksen arasindaki uzakligin karesinin, cismin alaniyla ¢arpiminin toplamina esittir.

Ornek 6.5: Paralel eksenler teoreminin uygulamasi

Ya

<

IX‘ = IXG + d 2A

=

3 2 3
bh +[gj o B

=
o
£

»
»
A
Luml
>
Il

12 2

Ornek 6.6: Paralel eksenler teoreminin uygulamast

Lo = Iy +d’A

b.h’ (h)z b.h
=l 7] 5

12
b.h’
36

Ixg =
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Ornek 6.7: Yarim dairenin atalet momentinin hesabi

4
7R ( Tim daire )

( Yarim daire )

A A=A +A,

Ix = le + Ix2
L[ =1 +1p

\S)

A2 Ixy =1 xy1+ Ixy2

Ornek 6.9

Ao

cm 2icm| 2 cmy

A 4
A
A
4
A

A a) Verilen profil kesitte I, , I, ve I, atalet
momentlerini

b) Cismin agirlik merkezinden gegen eksenlere gore
8 cm atalet momentleri

Ye




a.)

L=l +10
b,.h/ b,.h;
| =L 4d? A +22+d;.
T TUATTG A
3 3
I _62 +92.12+£+42.16:1317,33cm4
2 12
I, =1,+1,
b,.h/ b,.h;
I, ==L+ d2A +222 +d2A,
3 3
|y:2‘6 +8'2 =4133cm*
12 12

I, =9.0.12+4.0.16 =0

2cm

A 4

2icm| 2 cm

A

A
A
A 4

Ye

b..)
Xy =0
A +y,. . :
g 7 YA, =912+416:6,14cm
A +A 12+16
b, .h? b,.h:
|, =L 4+d’ A +22+d;.A
x 12
3 3
I :6'2 +(9—6,14)2.12+21§ +(4-6,14)°.16 = 260,76cm*
h; h3
L, =bl—1+df.A1 +bz—2+d22.A2
3 3
l, _20 82 4 33em
12 12
l, =0

Ornek 6.10: Verilen profil kesitin agirlik merkezinden gecen eksenlere gore atalet

momentlerini hesaplayimiz.
Ya 2 cm

10 cm

6 cm

A
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y, 2 cm
re—>

Coziim:
A
‘- L16+3.12 o
16+12 g
Q
g:616+1.12_3’85 S
16+12 =
2.8° 6.2° 2
I, = +(6-3,85)".16 + —— +(1-3,85)*.12=260,76 cm* v Y
12 12 6 cm g
8.2} 2.6° b 4

: +(1-1,85).16+ = +(3-1,85).12=68.76 cm”

Ix‘y' = leyl + Ix2y2
=X1.YL.A1 T X2¥2.A2
= (1-1,85).(6-3,85).16 + (3-1,85).(1-3,85).12
=(-0.85).(2,15).16 + (1,15).(-2,85).12
=-68.57 cm®

6.4 EKSENLERIN DONDURULMESI (ASAL EKSENLER VE ASAL ATALET
MOMENTLERI )

Atalet momentlerinin secilen eksenlere gore yer aldiklar1 ve bu eksenlerin degismesiyle
tabii olarak degistiklerini daha dnce gormiistiik. Simdi eksenlerin dondiiriilmesi halinde atalet

momentlerinin nasil degistigini inceleyelim.

u=x.cos 0 + y.sin 0

v =y.cos 0 - x.sin O

u I, = Ivsz: J(y.cos@—x.sin@)sz

I, = cos’ Hj y’dA —2sin @ cos ﬁj XydA + sin’ HI x*dA

1) L= Ix.cosze - 2.Iyy.51n0.cosO + Iy.sin26

I,= jvsz = J(X.cos@ —y.sin@) dA = cos’ Hj x*dA + 2.siné.cos HI X.y.dA + sin’ HI y>dA
2.) I, =I.cos’0 + 2.I,,.5inf.cosd + I,.sin’0

3) Iw= Iu.v.dA = I(X.cos 0+ y.sin@)y.cos @ —x.sin 6)
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Iy = Lx.sin0.cos0 - 1,.51n.0.c0s0 + Ly.( cos’0 - sin26)
2 sin.0.cosO = sin.20

c0s”0 - sin’0= c0s.20 doniisiimleri yapilirsa

Lol 1 -1 _
I,= Y 4 Y cos.20 — l,,-sin26
2 2
Ll 1 -1 ,
I, = Y+ Y cos.20 + l,,-sin 26
2 2

I
[y = — y.sin.2¢9—lxy.cos2<9
2

2.IXy
tan 20 = — I

EgerI,, I, I,y den 0’ li terimler yok edilirse

I +1\] -1 ,
I, - 5 41, = 5 ~| +1, ( Cember Denklemi )

(x-a)’+(y-b)=r

Ill \%
VA

Imax = Iort ¥ R
P Imax q
h " Imin = Ion -R

R
L, I, Atalet momentinin maksimum ve minumum
Linin B A degerine asal atalet momentleri, Bunlarin
) VI bulundugu eksenlere asal eksenler denir.
< ot > Asal eksenler tizerinde I,y =0 * dir.
2
I +1 I -1
ort — 2 - ’ R=\/{ 2 }’J +Ixy2
2
I +1 I -1
Imax,min= 5 2 i\/[ 5 y] +Ixy2
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Ornek 6.11: Agirhk merkezinden gecen ecksen takimina gore I.,I.,I I .1

X2 7Ty? Xy max > min

hesaplayniz.
lcm
y
8cm .
T e
ey «_ bem

Coziim:
X, = XA +XA _058+46 ,

A+A 8+6
y < YATDA 481056 ) S0

A+h 8+6
L' 6.1°

|, =——+(4-25)8+——+(0,5-2,5).6=8516cm*
12 12

3 3
| =8l +(0,5-2) .8+ 1.6
12 12

y

+(4-2,5)’.6=50,16 cm*

Ly = X1.YLA] + X2.y2.A2 = (0,5-2).(4-2,5).8+(4-2,5)(0,5-2,5).6 = -36 cm”

2.1,
tan 26 = — Y
-1,
tan 26 = __2(36)
85,16 —-50,16
0 =32°
I+1 -1\ _ 2
o= 0 [ ) 2 85165016 (851650161 4
2 2 2 2

Imax = 67,66 +40,02 = 107,68 cm*
Lin= 67,66 -40,02 = 27,64 cm*
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NOT: Bir kesitte delik varsa dolu kesitin atalet momentinden deligin atalet momenti ¢ikarilir.

A y
x 4
- b.h? - z.D*
12 64
D ;X D
h 3 4
/ = hb' D
12 64
v - 4
b

Ornek 6.12: Sekildeki cismin I,,1,,1,, hesaplaymiz.

p<

Icm

2cm lcm 2cm

12

3 3
=18 +[51'; +(4,5)2.5].2 =246cm*

3 3 3 3
=30 ol ) eya 1057 5[ 82° (157 16 |=21,5 em?
2 112 12 12
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Ornek 6.13: Verilen profil kesitte agirlik merkezinden gegen x, y eksen takimina gére atalet

momentlerini hesaplayiniz.

y
A
¢ 5|lcm )
I cm I:
» X
8 cm G g
1 cm
P 7 cm =|
_ XA XA XA _ 2,5.5+0,5.8+3,5.7 ~20cm
A+A +A 20
_ YA YA YA 955+5.8+05.7 —45 cm
A+A +A 20
5.1° 1.8’ 1°.7

L= 05~ 4,5)° St (5 4,5y 8+1—+(05 4,5)2.7=2826cm’

1.5° IR A 2o, LT

I, = 5 +(3,5-2)>.7=74,6 cm*

Ixy = XlYlAl + X2Y2A2 + X3y3A3 =0,555+ (-1,5)(0,5).8 + (1,5)(-4)7 =-35,5 cm4
2.(~35.5)

282,6—74,6

0= 9,420

tan260 = —

I+1 1Y _ 2
T min = Y 4[| Xy +|Xy2:Mi 282,6-74,6 1 (=355)
2 2 2 2

Imax = 178,6 +109,89 = 288,49 cm”
Imin=178,6 -109,89 = 68,71 cm*
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6.5 KUTLE ATALET MOMENTLERI

Sekil 6.3

xx" eksen takimindan r kadar uzaklikta bir Am kiitlesi diisiinelim buna bir kuvvet ¢ifti
uygulayalim (T). Sistem hareketsizken Am kiitlesi
baslayacaktir. Burada sistemin verilen bir donme hizina erismesi icin gerekli zamanin Am
kiitlesiyle orantili oldugunu gostermek istiyoruz. Bundan dolayr r*.Am carpimim sistemin

ataletinin ( eylemsizliginin ) yani sistemi harekete gecirmeye calistigimizda bunun direncinin

ekseni etrafinda donmeye

bir Slgiisiidiir. r*.Am garpimina Am kiitlesinin xx' eksenine gére kiitle atalet momenti denir.

m= z Am, =(Am; +Am; +Am; +............ +Am,)
i=1
1= Y r’Am; =7 Am, +1;Am, +.......... +1'Am
— 2 2 I
I= J.r dm =k"m k= ,/— (atalet yaricap1 )
m

Burada k atalet yarigapi, I sabit kalmak lizere cismin tiim kiitlesinin konulmasi gereken

uzaklig ifade eder.
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6.5.1 PARALEL EKSENLER TEOREMI

y};
dx A4 y

A

dm

S , X d = \JdX* +dy* +dz’

d 4 2
/ dy =1 +md
v . (L= (Ig) k + m.dy?

Ornek 6.14: ince Levhalarin Kiitle Atalet Momentleri

p: birim hacmin kiitlesi ( kg /m’ )
t : sabit

XA
(Tox ate™ _[ r’dm  dm=tpdA

dA (Ixx)kzjrztpdAztp j r’dA burada j r’dA Polar At. M

(Lewine=to(l ), Dirimiise (kg.m®) dir

(Iyy)kitte=tP(Iyy)atan

(Io)kﬁtleztp(lo)alan
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ab’
y (Ixx)kﬁtle: tp(I XX )alan :tp( E )

ba’
(IYY)kﬁﬂe: tp(I yy )alan :tp( E )

b V=a.b.t ve m=pV yukaridaki
. ifadelerde yerine konulursa
a (Lkiate=mb*/12 ve (Iy)ige=ma’/12

(Io)kie=(m/12).( a*+b?) elde edilir.

6.5.2 LINEER VE ACISAL HAREKET

Sabit bir noktadan r kadar uzakliktaki m kiitlesi sabit bir eksen etrafinda dondiiriilmek
istensin. Bu lineer hareket Newtonun ikinci kanunundaki kuvvet ve ivme tanimlanabilir.
Sadece donme olarak ele alinsa da bu donen sistemede ikinci kanun uygulanabilir. Ve
buradan kiitle atalet momenti tanimlanabilir.

Newton’un Acisal hareket i¢in
Ikinci . Newton’un
kanunu Ikinci kanunu
Lineer hareket Acisal hareket
m r m
r —
F=ma =l
a
=F.r o=—-
r
T=m.a.r
a
m.a.r=I—
r
[=mr*
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6.5.3 BAZI CiSIMLERIN KUTLE ATALET MOMENTLERI

L L
Q)
| = % ML2
LRV .
12 Ince Cubuk
Ince Cubuk

_ 2
Lo 1=IMR?+RY) ~ I=MR
| =—MR 2 Ince Cidarli silindir
2 ici bos silindir
Disk

| |

I:%M(a2+b2) | =5 Ma?
Dikdortgen levha Dikdortgen levha

< R>

| =2MR2
3

Kiire Ince cidarli i¢i bos Kiire
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6.6 COZUMLU PROBLEMLER

ALAN ATALET MOMENTI ILE ILGILI COZUMLU PROBLEMLER

Problem 1)
M
2,.22,.5
W\t
L
X
_ 9%x6,5 +12x%5 _ 118,5 _ 5.640m
9+12 21
y=2X6S+12X3 5oy
21
_ 9x1° 63x2

X

> +(9)(6,5-4,5)" + 1 +(12)(3-4,5)

I, =0,75+36+36+27=99,75cm*
_1x9° 2°x6
12

|, =60,75+6,65+4+491=7631lcm*

| +(12)(5-5,64)*

y

+(9)(6,5-5,64)" +

a) Agirlik merkezini bulunuz.

b) Agirlik merkezinden gecen eksene gore
atalet momentlerini hesaplaymniz.

Not: Olgiiler cm’dir.
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Problem 2)

Verilen kesitin;

y
; 10cm :l 2)
A | o

b)
8cm

¢)

\4 X
— 1| 1 x |y | A |Ax | Ay
——= | 5 [85]| 10 | 50 | 85
) 2 ] 3| 4 |16 | 48 | 64
Toplam 26 | 98 | 149

a)

}:_EXA:%=3,77cm §:%=&=5,730m
SA 26 SA 26

b)

_10.1° 2.8°

X

+(8,5-5,73)*.10 +
12

3 3
| 110 +(5-3,77)>.10+ 8.2
12 12

y

Agirlik merkezinin koordinatlarin
hesaplayiniz.

Agirlik merkezinden gecen
koordinat eksenine gore atalet
momentlerini hesaplayimniz.

Asal atalet momentlerini
hesaplayiniz.

+(4-5,73)*.16 = 210,78 cm*

+(3-3,77)>.16 = 113,28 cm*

L, =10.(8,5-5,73)(5-3,77) +16.(4 - 5,73)(3 - 3,77) = 55,38 cm*

c)

+11328

| =16203+7378

l,.. =2358Icm’
l,., =8825cm’

I +1 | 2 210.78
S — XV 4] = 2
ettt (ST

2

2
\/(210,78—113,28) (5538

2
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Problem 3)

) 2 Verilen profil kesitte;
A

a) Agirlik merkezini,
b) Agirlik merkezinden gecen eksene
gore atalet momentini,
y c) Asal atalet momentini hesaplaymiz.
2 . 5 3
> X (verilen 6lgiiler cm’dir)

Uit

i

14 65 |11 91 [154 |- _356_ .
16 |6 |6 |96 |96 [*XT5¢ =00

N~

3|26 |65 [1 |169 |26 [ 276 _,
56 356 | 276 | Y= g ~ 72
b)
_1.2° 2.8° 13.2°

== +(11-4,92)%.14 + = +(6-4,92)%.16+ +(1-4,92)2.26 =1034,1 cm*

27

, . 82 , 213 ) ]
|, =5+ (65-635) 14+ =+ (6-635)".16+ =~ +(6,5-635)° 26 =43 L1 cm

|, =14(0,15)(6,08) +16(~0,35)(1,08) + 26(0,15)(~3,92) = —8,628 cm*

c)
I +1 -1 Y _ 2
o =5 yi\/( - y] 0, ) =1034’12+431’1i\/(1034’12 43“} +(-8,628)

min

| =732,6+49557 = 1 =122817cm’

min

.1 . =237,03cm*

min
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Problem 4)

y ! 50 10
|
I, 10
% Sekilde verilen profil kesitin agirlik
/ merkezinden gecen eksen takimina gore
/ 100 atalet momentlerini ve asal atalet
/ momentlerini  hesaplaymz.  (Olgiiler
7
/ mm’dir)
AL,
10 50 X
e
—  XXA  30.600+55.1000 + 80.600
X = = =55 mm
ZA 600 +1000 + 600
V- ZyA _115.600 +600.1000 +5.600 _ 60 mm

ZA 600 +1000 + 600

a) Sekilde verilen parga 3 kisma ayrilarak ¢6ziiliir. Burada;
|, hesaplanmasi;;, |, =1, +1,,+1,

bk

I
x1 X3
1

3 3
| _bh* o, 10.100
12

3
+d’.A= 601';0 +(115-60)>.600 = 1820000mm*

+0°.1000 = 833333,33mm"*

X2

|, =4473333,33mm*
I,; hesaplanmasi; 1, =1,+1,+1,;
b.h?
SISV
_bh’
SRD)
|,; =1118333,33mm*
I, hesaplanmasi; Ly = XY A X YA + X YA
I, =(115-60).(30 —55).600 + (60 — 60).(55 — 55).1000 + (5 — 60).(80 — 55).600

10.60°

=1 +d2.A= +25%.600 = 555000mm*

yl

100.10°

I +d’. A= +0°.1000 = 8333,33mm"*

=-1650000mm*

Ly
2
I+ I~
by I = Y+ ~| +1,,° buradan;
min 2 2
I, =442855,164mm* |, I__ =5148811,496mm* olmaktadir.
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Problem 5)

Agirlik merkezinden gecen eksen takimina
gore;

a) Atalet momentlerini

b) Asal atalet momentlerini hesaplayiniz.

x |yl A| xA |y4 S_IXA_48
112 ]9] 4] 8 |36 X=—@r—=_—=2cm
2105(5|10| 5 |50 XA 24
3|35 1|10 | 35 |10 N
Toplam | 24 | 48 |96 Y=Z—yA=%=4C
SA | A | 3yA XA 24
a)
3 3 3
1, =222 40-a + 2 05— 4 + 222 101-4) = 1, = 288em’
2x2° 10x1° 2x5°
l, = +4(2-2)" + +10(0,5-2)" + +10(3,5-2)* =1, =68cm*

Ixy = X1A1y1 +XzAzyz +X3AAY3
|Xy =(2-2).9-4)4+(0,5-2).(5-4).10-(3,5-2).(1-4).10=> |Xy =—60cm*

b)

L+l

-1,

max
. 2

min

|

.. =3033cm*

min

=52,7cm?

2

2
) (1, ) =178+1253
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KUTLE ATALET MOMENTI ILE ILGILI COZUMLU PROBLEMLER

Problem 1)

Coziim:

a)

I :Lm.L2
Y12

I =i493.223.(5)2
12

y

|, =1027,548 gr.cm’

b)

1
| =—m.L?
Y3

Iy

= %493.223.(5)2

2
I, =4110,19 grem

L=50 mm ve m=493,223 gr olan ince bir ¢ubugun;

a) y ekseni etrafinda dsnmesi durumunda meydana
gelen kiitle atalet momentini

b) y ekseni etrafinda donmesi durumunda meydana
gelen kiitle atalet momentini hesaplayiniz.
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Problem 2)

20 mm 25 mm
| 7 Sekilde gosterilen cismin x ve z eksenleri
etrafinda dondiiriilmesi durumunda kiitle atalet
11— momentlerini bulunuz. (p=7,85 gr/cm’)
; A
|
|
I 150 mm
y! y
Z
W
> X Y
10 mm 5 mm
Coziim:
[
I x1 = g mla

V,=0,5.1.15=7,5cm’
m =pV, > m =728575 = m, =58875gr

I, :%mlazzé.58,875.(15)2 = 1, =4415,625 grem?

z.R*

=1y (Tam dairenin atalet momenti)

R* - .
IL=1,= 7[8 (Yaria dairenin atalet momenti)

., :%(R“ —r*y.pt+m,.d>

V,=2.(R*-r’)t=7.(2,5"-2%).0,5=3,53cm’ (m, = ptz.(R*—r?))
m,=pV, = m,=7853,53 = m,=27,71gr

I, =%(R4 —r*).pt+m,d?

., :%(R2 +12).(R*=r*).pt+m,.d’

o= R+ 1) 407 = #,(2,52 £27)427,71.(17,5)"

I, =8557,19 gr.cm’
IxT = le + Ix2

| . =4415,625+8557,19
| . =12928,815 gr.cm’
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1
|, =—ma’
3

I, :%.58,875.(15)2

|, =4415,625 grcm’
l,, :%.mz.(Rz +r?)+m,.d?
I, =%.27,71.(2,52 +2%)+27,71.(17,5)* =8628,2 gr.cm’

IzT = Izl + Izz
|, =4415,625+8628,2
|, =13043,82 gr.cm’
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Problem 3)

50 mm Sekilde verilen cismin z eksenine gore
kiitle atalet momentini bulunuz.
20 m (p=7.,85 gr/cm’)
1 100 mm
50 mm
Y
M ‘/\( 10 mm
z |
5 mm
Coziim:

V, =2.0,5.5=5cm’

m =pV, = m =72855
m, =39,25 gr

1
l, :Eml(a2 +b?)

1
|, =—.39,25.(5*+2°
1= ( )

l,, =94,85 gr.cm?

V, =10.1.5=50 cm’

m, = pV, = m, =7,85.50
m, =392,5 gr

1
I, :Emz(a2 +b?)

1
I, =—1392,5.(5*+10°
2 =], ( )

|, =4088,54 grcm’

|, =94,85+4088,54
|, =4183,39 grcm’
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Problem 4)

-

Coziim:

V,=zr’L

V, = 7.(2,5)>.30

V, =589,04 cm’

m =pV, = m, =7,85.589,04
m, = 4624,03 gr

1

l,, :Eml.r2
1, = %.4624,03.(2,5)2
|,, =14450 grcm?

V, =7(R*-r*).L

V, =7.(10° -2,5%).0,5

V, =147,26 cm’

m, =pV, = m, =7,_85.147,26
m, =1156 gr

l,, :lmz.(R2 +r?)

2
l,, :%.1156.(102 +2,5%)
l,, =61412,5 grcm?

|, =14450+61412,5
| . =75862,5 grcm?

R=100 mm, r=25 mm, L=300 mm,
t=5 mm ve p=7.85 gr/cm’ olan
sekildeki parga icin z ekseni
etrafinda dénmesi durumunda

meydana  gelen  kiitle  atalet
momentini hesaplayiniz.
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EK KUTLE ATALET MOMENTI PROBLEMLERI

Problem 1)

Sekilde sarka¢ O noktasindan asili ve her biri 10
5 Ly N

agirhigindaki iki ince ¢ubuktan

olusturulmustur. Sarkacin

O’daki pime gore kiitle atalet momentini

clel —- bulunuz.

Coziim:
1 1( 10

I, =—mL*>=—. 2? =136 kg.m*

o3 3[9,81) :

veya

lo, =im.L2+m.d2 :i. 10 2% + 10 17 =1,36 kg.m®
12 12 19,81 9,81

los e emar = L2 o2 [ 29 )02 g g1 kg
12 129,81 9,81

Io = |01 + Ioz

lo =1,36+4,41=5,77 kg.m’
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Problem 2)

R=250 mm, =125 mm olan sekildeki plagin,
yogunlugu 8000 kg/m’ ve kalmhigi 10

mm’dir. Buna gore, plagin x eksenine ve

tabanindaki O noktasindan gegen eksene gore

kiitle atalet momentlerini bulunuz.

Coziim:

x eksenine gore;

m=p.V=p.1.(R* 17).t=8000. 7.(0,25*-0,125%).0,01=11,78 kg

X

| :%m.(Rz +r’)+md? =%.11,78.(O,252 +0,125%)+11,78.0,25°

I, =12 kg.m*

O eksenine gore;

m=p.V=p.1.(R*- 17).t=8000. 7.(0,25°-0,125%).0,01=11,78 kg

I :%(R“ —r*).pt+md?

Iy :%(R2 +12).(R2=r?).pt +md>
I :%(R2 +r¥)+mR? =
I, = 0,96 kg.m*

11,78

(0,257 +0,125%) +11,78.(0,25)*
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Problem 3)

le—— 240 mm _-_"I Kalinligr 50 mm ve yogunlugu p=2,71
/ gr/cm3 olan sekildeki par¢anin x ve y

eksenlerine  gore  kiitle  atalet

momentlerini bulunuz.

Coziim:

x eksenine gore;

Prizma i¢in; m=p.V=p.a.b.t=2,71.12.24.5=3902,4 gr

| =lm.a2 =l.3902,4.122
3 3

x1

I, =187315,2 grcm’

Yarim daire i¢in;

zr? 7.9%

m=pV = p. 1=271.

.5=1724,02 grcm®

4 2 2
|x2=”g pt+md? veya |X2:m;1r +mg? = 17240297

+1724,02.12°

I, =96976,12 grcm?
|, =1, —1,=1873152-96976,12 = 90339,08 gr.cm’

y eksenine gore;

Prizma i¢in; m=p.V=p.a.b.t=2,71.12.24.5=3902,4 gr

I, =%m.a2 = %.3902,4.242 =749260,8 gr.cm®

Yarim daire igin;

4 2 2
=”: pt+md? veya | :m.4r +md? = 17240297

v v +1724,02.12°

l,, =283167 grcm’
I, =1, —-1,,=749260,8 — 283167 = 466093,8 gr.cm’

y yl
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Problem 4)

Seklideki cismin x eksenine gore

kiitle atalet momentini  bulunuz

p=7,85 gr/cm’.

Coziim:
Her bir silindir i¢in;
m=p.V=p.m. 1*.1L=7,85. 1.2>.6=591,87 gr

I, =%m.r2 +m.d? :%.591,87.22 +591,87.4°

I, =10653,66 grcm?

Prizma i¢in; m=p.V=p.a.b.t=7,85.4.4.12=1507,2 gr

I, = ém.(a2 +b%) = 5.1507,2.(42 +12%) =20096 gr.cm®

I, =21,+1,
I, =2.10653,66+ 20096 = 41403,32 gr.cm’
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BOLUM 7

KiRiSLERDE KESME KUVVETIi VE EGILME MOMENTLERININ
HESAPLANMASI VE DIYAGRAMLARI

7.1 GIRiS VE TANIMLAR

Cisimlerin mukavemetlerinin asil problemi, herhangi bir yapiya veya makine elemanina
uygulanan dig kuvvetlerin yapida veya elemanda doguracagi gerilmelerin ve sekil
degistirmelerinin bulunmasidir. Eksenel ve burulma yiiklerine maruz elemanlarda yiik
elemanin her kesitinde sabit veya elemana belli oranlarda yayilmis bulunacagindan bu tip
elemanlarda gerilme ve sekil degistirmelerin bulunmasi pek zorluk ¢ekilmez.

Egilme ytiklerinde ise yiikiin tesiri kirisin genellikle her kesitinde degistiginden bunlarin
¢Oziimii daha karmasik olmaktadir. Egilme yiikiiniin tesiri diisey “Kesme kuvveti” ve
“Egilme momenti” seklini alir. Egilme momenti kiris kesitlerinde normal gerilmeler, kesme
kuvveti ise kesitlerde kayma gerilmeleri meydana getirirler. Bunlarin maksimum olduklar
kesitlerde maksimum normal gerilme ve maksimum kayma gerilmeleri hasil olmaktadir.
Dolayisiyla kirislerde kesme kuvveti egilme momenti degerlerinin bilinmesi, bunlarla ilgili
gerekli diyagramlarin bilinmesi ¢izilmesi 6nemli olmaktadir.

Kesiti boyu yaninda ¢ok kiiciik olan ve eksenine dik dogrultudaki kuvvetleri tasiyan
tagtyict sistemlere Kkiris denir. Kirisler degisik sekillerde simiflandirilirlar. Mesnetleme
sekillerine gore izostatik kirisler (Sekil 7.1) de oldugu gibi,

a) Basit kiris
b) Cikmali kirig
¢) Konsol (Ankastre) Kirig
olarak sinflandirilabilirler. Bunun yaninda Cok mesnetli (siirekli kirisler), Gerber kirisleri vb.

sayilabilir. Ayrica kirigler bigcimlerine gore (Sekil 7.2),

a) Dogru eksenli kirigler
b) Egri eksenli kirigler

¢) Degisken kesitli kirigler
d) Kademeli kesitli kirisler
e) Kompozit kirigler

olarak sayilabilir.
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[o | [o |

S L O

a) Cikmali Kirisg b) Basit Kiris ¢) Konsol Kirig

Sekil 7.1 Mesnetlerine gore kiris cesitleri

e N I e

a)Dogru eksenli kirig b)Egri cksenli kiris c)Kademeli kiris

— = ,

d)Degisken kesitli kirig

e)Kompozit kiris

Sekil 7.2 Bigimlerine gore kiris gesitleri

Kirigleri, kesitlerine dik dogrultuda yiikler tasiyan elemanlar diye tanimlamistik.

Tasidiklar yiikler de agsagidaki gibi siniflandirilabilirler (Sekil 7.3).

a) Yayil yiikler
1. Diizgiin yayih yiikler
2. Lineer yayil yiikler g=q(x)
b) Tekil (nokta) yiikler
¢) Kuvvet ciftleri (kiris ekseni disindan etki eden yiiklerin eksene

indirgenmesinden meydana gelen kuvvet ¢iftleri.)
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q (N/m) q (N/m) lF

gy P a—

a)Diizgiin yayil yiik

¢)Tekil kuvvet ve

b)lineer yayil1 yiik
) Yy kuvvet cifti

Sekil 7.3 Kiriglerde yiik ¢esitleri

7.2 KESME KUVVETI VE EGILME MOMENTI

Kirisleri degisik sekillerde siniflandirmistik. Bu boliimde dogru eksenli diisey yiikli
kirisleri ele alacagiz. Kiris muhtelif dis yiikler etkisi altinda iken, kiris boyunca etkisi degisen
i¢ kuvvet yada kesit tesirleri olarak adlandirdigimiz kesme kuvveti, normal kuvvet ve egilme
momentleri meydana gelir. Sekil 7.4 deki kirisi géz Oniine alalim dig yiiklerden dolay1
mesnetlerde Ax, Ay, By reaksiyon kuvvetleri meydana gelir. Bu durumda kiris dengededir.
Kirisi m-n kesitinden ayirma metoduna gore ayiralim. Ayirma isleminden sonrada kirisin her
iki kesitide dengede olmak zorundadir. Ayrilan kisimda kirisi dengeleyen kuvvetler sistemi
Kesme kuvveti, Normal kuvvet ve Egilme momentleri meydana gelir. Burada yalnizca kesme
kuvvetleri ve egilme momentleri etkisindeki dogru eksenli kirisler ele alinmustir. Ig

kuvvetleri pozitif olacak sekilde yerlestirilim.

Sekil 7.4 Pozitif Kesme kuvveti , Moment

Ele almman elemanlar1 bir yerinden sabitledigimizde kesme kuvveti, bunlar1 saat ibresi
dénme yOniiniin ters yoniinde ¢eviriyorsa pozitif, degilse negatifdir. Momentler, ele alinan

elaman i¢ biikey yapiyorsa pozitif, degilse negatif isaretlidir.
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Burada;

V(N) =Kesme kuvveti
N(N)= Normal kuvvet
M(Nm)=Egilme momentidir.

7.3 KESME KUVVETI iLE EGILME MOMENTI ARASINDAKI iLiSKi

q(I;T/m)
y4 F M( >M+dM
"&{N/m)
ML+ V+dV
Lo ] > qdx

L = BVX
mol \%
dx|e— . dx

(a) (b)
Sekil 7.5 Kesme kuvveti Moment iliskisi

Sekil 7.5 (a) deki kiristen dx boyunda bir eleman ¢ikartip kesme kuvvetleri ve momentler
pozitif yonlerde olacak sekilde yerlestirilir (Sekil 7.5 (b)). Burada kiris boyu dx gibi bir
diferansiyel oldugu i¢in aynmi sekilde kesme kuuvvti ve egilme momenti dx boyunca bir
degisime ugrayacaktir. Bir ugta ¥ olan kesme kuvveti V+dV ve M olan egilme momentide
M+dM olacaktir. Toplam yayili yiik ise gdx dir. Kiris parca ¢ikarmadan Once dengede
olduguicin kiristen ayrilan parcada dengede olmalidir. O halde;

ZFy =0 dan V +dV -V —qdx =0 yazlabilir.
Buradan;

dv )
—— =—¢q bulunur. C noktasina gére moment alinirsa;

dx
dx
M+dM—M+(V+dV)dx—qu(7):O

M _

=V
dx

elde edilir. Burada ikinci dereceden kiigiikler (dv.dx gibi) ihmal edilmistir. Yukaridaki

ifadelerden su neticeler ¢ikarilir.
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1. Kesme kuvveti sifir ise moment maksimum veya minimumdur.
2. V=0 ise Momentin egimi sifir demektir. Buradan egilme momentinin sabit oldugu
sOylenebilir.

3. iki nokta arasindaki kesme kuvvetinin alan1 momente esittir.

M:dex

Ornek 7.1 Tekil yiike maruz basit kiriste kesme kuvveti ve egilme momentini hesaplay1p

diyagramlarini ¢iziniz.

X
A v B Once mesnet reaksiyonlari bulunur.
o | Simetrik oldugu igin;

e C Ra=Rp=F /2 dir.
F/2 L/2 L/2 F/2

< g Kiris iki bolgeden meydana gelmistir.
Bolge smirlari, mesnetler, tekil yiik
uygulama  noktalari, yayilh  yik
baslangi¢ ve bitisleri olarak tesbit edilir.

L x Burada kiris iki bdlgeden meydana

gelmistir. Birinci  bolge kirisin  AC

-F2 kism1 ,ikinci bolge CB kismuidir. Birinci
bolgede A mesnedinden x kadarlik

X mesafeden  ayirma prensibine gore
hayali bir kesim yapilirsa,

A 4

&3l
~
\S)

v

+ +

FL /4

Sekil 7.6
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AC Bolgesi (0< x < é) > F, =0 yazilrsa

RA-V=0 ise Vzg elde edilir,

M
1\\ Kestigimiz noktaya gére moment alirsak,

X dM=0=>M-R,x=0 :>M:§.x

A 4

Ra
x=0 da M=0

xzi de MZQ
2 4

Ayni iglemleri ikinci bolge i¢in yaparsak,

sz =0 ise Ry-F-V=0 ise V=-§ bulunur.

Fi “\M > M=0

RAA<1/2 >| v M—RA.x+F.(x—éj=0ise Mzg.x—F(x—éj
> X »
/ Fli
X= 5 de M= vy Bu degerler Sekil
7.6 daki grafikte
x=1 de M=0 dur. goriilebilir.

7.4 KESME KUVVETI VE EGILME MOMENTI DiYAGRAMLARININ PRATIK
OLARAK CIiZILMESI

Kesme Kuvveti : (dV / dx ) = -q denklemi ile tanimlanmisti. Buradan hareketle dV = -q.dx
bulunur. Bunun A ve B noktalarindaki integrali :

I:B dVv = qux buradan Vg =V + J.xqu.dx

dir. Buradan goriilecegi gibi, yayili yik yok ise kesme kuvveti x eksenine paralel bir
dogrudur. Diizgiin yayili yiik varsa lineer bir dogrudur, Egilme momenti ise:

M X X
dﬁ:V ise IBdMZIBV-dX ve MBZMA+I Vdx
dx M, Xy X
seklinde bulunur. Buradan da goriilecegi ilizere b noktasindaki egilme momenti, A
noktasindaki egilme momentinden A ve B arasindaki kesme kuvveti alan1 ¢ikarilarak bulunur
ve egilme momenti diyagraminin derecesi V’ nin entegralinden dolay1 kesme kuvvetinden bir
derece daha fazladir.
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7.4.1 Kesme Kuvvetinin Pratik Cizilmesi:

a-) Yukar1 yonlenmis kuvvetler yukar1 dogru ve asagiya dogru yonlenmis kuvvetler asagi
dogru cizilir.

b-) Kuvvetlerin bulunmadigi araliklarda kesme kuvveti x eksenine paralel bir dogru, diizgiin
yayil yiik icin lineer bir dogru ve tiggen yayili yiik i¢in ikinci dereceden bir dogrudur.

7.4.2 Egilme Momentinin Pratik Cizilmesi:

a-) Bir noktadaki egilme momenti, kendisinden bir dnceki egilme momentinden, bu iki nokta
arasindaki kesme kuvvetinin alanin toplanmasi veya ¢ikarilmasiyla elde edilir.

b-) Egilme momenti diyagraminin derecesi kesme kuvvetinin derecesinden bir fazladir.

Ornek 7.2 Sekil 7.7’ deki basit mesnetli kiris, kiris boyunca q=25 kN/m iiniform yayil
yiike maruzdur. Kiris boyunca kesme kuvveti ve momentinin degisimini

diyagramlarini ¢izerek gosteriniz.

g=25 kN/m

AN,
ﬁ-u__[I 12;m l:Q;I . sz:O

_25x12

R,=R, =150 kN

V=R,-25x
V=150-25.x

> M=0

> M+25.x.£—RA.x=O
150 2

»
Led
1
1
1
1
1
1
1

2

M =150-25"
2

*A’da (x=0); V=150 kN, M=0
% *C’de (x=3m)
V=75 kN, M=337,5 kNm
*D’de (x=6m)
V=0, M=450 kNm
*E de (x=9m)
V=-75 kN, M=337,5 kNm
*D de (x=12m)
Sekil 7.7 V=-150 kN, M=0
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Ornek 7.3 Uniform yayili yiik ve tekil yiiklerin birlikte etki etmesi durumunda kesme
kuvveti ve egilme momenti diyagraminin ¢iziniz.

20 kN 20kN 10 kN 40 kN

A 4

v

E’ ye gbre moment alirsak;

(R ,x8) + (40x2) = (10x2x7) + (20x6) + (20x3) + (10x1) + (20x3xL,5)
8R, +80 =420 Sekil 7.8
R, =42,5kN

A’ deki kesme kuvveti V=42,5 kN ZF} =0 dan

R, +R, =(10x2) + 20+ 20 + 1+ (20x3) + 40 =170
R, =127,5kN

Burada pratik olarak yukari olan kuvvetler yukari asagi olan kuvvetler asagi ve kuvvet
olmayan yerde x eksenine paralel ve yayili kuvvetin altinda azalan bir dogru olacak sekilde
kesme kuvveti diyagramini c¢izebiliriz. Egilme momenti diyagramini cizebilmek i¢in
siirlardaki degerler bulunursa bunlarin birlestirilmesiyle egri ¢izilir.

M, =0 (a mesnetinde)
Mp =(42,5%x2)-(10x2x1)=85-20 =65 kNm
Mc =(42,5x5)-(10x2x4)-(20x 3) =72,5 kNm
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Mp =(42,5x7)-(10x2x 6)-(20x 5)-(20x 2)-20x 2 x 1)

=297,5-120-100-40-40 = 297,5-300 =-2,5kNm
Mg =(-40x 2) sag el tarafindan ¢aligtirilacak =-80 kNm
MF =0

Egriyi tam olarak ¢izebilmek i¢in kiris iizerindeki her bir {iniform yayili yiik icin ug

degerlerin yaninda bir ya da iki orta degerlerinde alinmasi yararl olur.

Ornek 7.4 Verilen disli mil sisteminde, egilme burulma momentleri ile kesme ve normal
kuvvet diyagramlarini ¢iziniz.

Fr =500N
Ft =400N
Fa=
y 17— Fa =300N
A
A X B
C 100mm
z - T
Y
«200mm 300mm

Y
A
Y
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xy diizlemi:

Fr =500N
— Fa =300N
y
A
A X | B
C 100mm
b R
Fay y Fgy
200mm 300mm
A\
330
170
C
] 51000
M 66000

> M, =0
F,.200—F,.50 - F,,,.500 =0
500.200 —300.50 — F7,,.500 = 0

F,, =170N, F, =300N

Y F, =0
FA), +FBy -F =0

F,, =500-170 =330N

(M) =330.200 = 66000 Nimm
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xz diizlemi:

Ft =400N
Z
A
A — |B
C 100mm
k T
FAZ FBZ
«200mm 300mm .
V A
240
160
M 48000
v

dM, =0

F,200-F, .500=0
400.200 - F,_.500=0
F, =160N

Y F.=0
F,.+F,—F =0

F, =400-160=240N
Yatak Kuvvetleri:

Fy=\FL +FZ. =3307 +240" = 408N

Fy=\F2 +F2 =170 +160* =233 45N

M. = V66000 + 48000 = 81608,8 Nmm
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Ornek 7.5 Verilen disli mil sisteminde, egilme burulma momentleri ile kesme kuvvetleri ve
normal kuvvet diyagramlarini ¢iziniz.
Fr=700N
/ Ft =600N
«—— Fa=500N

A

- r C\ 100mm

Z'@ kgw 500.50

>
>
Y «

_ 300mm ~ 100mm
Xy dizlemi: Fr 700N
Fa =500N
Y Iy
A
AL_x B c
100 mm
/AN
} &TW
F
Ay FBy \
- 300mm 100mm
v 700
» X
150
Bl 45000
 —\\ > X
C 25000
MY
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dM, =0

F;,.300-700.400+500.50=0

F, =850N

Y F, =0

F, +850-F, =0

F,, =-150N (Yonii asag: dogru)

(M.), =—45000Nmm, (M), =25000Nmm

xz duzlemi:
Ft =600N
7 A 4 7y
A
X B
A== C
rAN 100mm
f ki
FAZ F \
- 300mm ‘Bi 100mm -
V A
600
» X
-200 60000
X
A
M .
ZM +=0 Yatak Kuvvetleri:
— F,..300+600.400 = 0 F,=\[F. +F2. =/(-150)" +(-200)* = 250N
F, =800N
Bz Fy = \JF2 +F2 =850 +800* =1167,2N

D F.=0

FAZ+FBZ_Ft:0

F, =-200N (Yoni asag1 dogru)

M ), =60000 Nmm
( y )B

M, =J(-45000)* +60000> = 75000 Nmm
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7.5 COZUMLU PROBLEMLER

Problem 1)
Py P, . . . o .
M Verilen kiriste kesme kuvveti ve egilme momenti
/\ diyagramlarini ¢iziniz.
Ale C B P,=1000N
| P,= 700N
2 M= 2000Nm
B Im . Im R Im R
M=20Q0Nm 1P1=1000N 1P2=700N
Ax IA C I B SM,=0=
! ’ Im ! 1m ,JDy 1m '+ 2000-1000.14+ Dy.2-700.3=0
E E E E Dy =550N
v | | | _
150 ' o0, 2 =0=
N 150 o A§—1000—700+Dy=0
- : A-=1000+ 700 — 550
A, =1150N
i IF =0=
i A4 =0
i x
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Problem 2)

Sekilde wverilen kirisin kesme kuvveti ve egilme
momenti diyagramlarini ¢iziniz.

2 kN/m
A .I. )
04 | 06m B “1705m
2,2 kN
AL dM, =0
Y 2.(1,1).0,95-B,.1,0 =0
A, t 04m | 055m | J,05m | B_209kN= 2090N
| 0,05m| By
1000 2 F =0
v 2.(L1)FA+B, = 0
110 o A,=0,I1KN=110N
tH++ Y 0,545 m | + x
o Ao
0,055 m X 110
N 1090 N 0,6—x 1090
250 Nm 1090.x=66-110.x
/ - > X x= 0,055 m
40N
M | 47,025 Nm
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Problem 3)

3kN 2kN
kNm
A N\ B
5 a
lﬁ lm > 2m Ll lm :l
2kN
3kN¢ {i\
Ay 1kNm
:A A
'II‘ Im v 2m % lm'ln ’
Ay' 1 By
Vi
3KN;
2KN|+++ | |

Y
0
2 kNm R e e S S S S
3 kNN l/

M

ZMAZO
3.1-23+1+4B,=0
3-6+1=-4B,
B,=2kN

YFy=0
S+A,+By=0
A,~=3 kN

Kesme kuvveti egilme moment
diyagramlarin ¢iziniz.
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Problem 4)

1kN
1000Nm /ZOON/m
p/.l\ R
; B>
B 2m R 2m e Tm .

1000N 600 N

FH++++

-175

Sekilde verilen kirisin kesme kuvveti ve
egilme momenti diyagramlarini ¢iziniz.

+ SMA=0
~1000.2+1000-600.3,5+4.By=0
— By=775N

XFy=0
= Ay=825 N
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Problem 5)

Kesme kuvveti ve egilme momenti
diyagramlarini ¢iziniz.

14 B o c  L=100cm
L ] _
QI‘ L/2 L L/2 . F_IOOON
I ST =l
/\MA F.Sin37l F=1000N
/ 37° C
A, —»’II prad
A F.cos37
Ay r= 50cm -l S0em |
VT !
600N | !
++++++ i X
{rareares D
3000 | !
\_i ! X
T :~ ....... D -
M 1
ZMAZO

M=F.sin37.50
M4=1000.sin37.50
M=30000 Ncm

YFy=0
A,=F.sin37
Ay=1000.sin37
Ay=600 N

>F=0
A,=F.cos37
Ax=798,6 N

133



Problem 6)

Verilen kiriste kesme kuvveti ve egilme

momenti diyagramlarini ¢iziniz.

1000N

100N/m

300N
|

1000N

dM, =0

587,5N

~1000.1-300.4,5+E, 4,5 = E,

Y F, =0

= A, =712,5N

=0

A)C
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Problem 7)

500N/m 1000N Kesme kuvveti ve egilme momenti diyagramlarini
l ¢iziniz.
A n B
CY1000Nm ===
o Im | Im | Im | Im ‘|
- >l >l > >
1000 N 1000 N
1000N
ZMA =0 A —p /3 " v B
~1000-1000.1-1000.3+4.8, =0 A ZA" s
B =1250N Y Im Im Im Im By
y [ —> |« > > >
V A
Y. F,=0 ! ! : :
1000+1000 = 4, + B, o | i
2000= A4, +B, o | i
750N ' , ' ' '
A, =750N Lo I !
’ 250N I :
Ax = 0 ! <_>: : | » X
M N———250N
250 x o
750 2—x AR
1 : 1 ! ! -12
500—-250.x =750x L : \ SSNX
500.x =1000 A E
x=0,5m i ! i i
\ /
M
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Problem 8)

Verilen kiriste kesme kuvveti ve egilme
momenti diyagramlarini ¢iziniz.

dM,=0
400.2-B,3+500.5=0

B, =1100N

> F,=0

— 4, —400+1100-500=0
A, =200N > 4, =0

400N S00N

; | |

. |
}ﬁ,, 2m ﬁ,, Im ﬁ,,By 2m ¥
vl
: 50
; ; ++++++ x
200! ------------ ) -_-_-_- T
| 600 |
X
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Problem 9)

400N/m S00N
—
INRRP R RAR R
Ag Y
N ¥
500Nm
2m 2m Im 2m
|- > |« >l - >
400N/m 500N
—
AX A 4 A A A. A, A A\ 4
A, T 500Nm ¥ TBY
v 2m , 2m Im ,  2m v
| 4 | |
v i i i
| 500 :
+++

Kesme
diyagramlarini ¢iziniz.

<

kuvveti ve egilme

momenti

— (400.4).2 + 500 + By.5 — 500.7 = 0

By:@:IMON
XFy=0

—1600 + Ay +1240-500 =0
Ay =860 N

Ax=0

E: al =x=185m
860 4-—x

v O 60w
860 2,15
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Problem 10)

1500 N
200 N/m
700 Nm ¢ Kesme  kuvveti  ve
diyagramlarini ¢iziniz.
A L;J C D =2 B
Im I m 3m

> M, =0
~1500.1+700—(200.3).3,5+ B .5=0
B, =580N

Y F,=0

1500+ 600 =580+ 4,

Ay =1520N
1500 N
600 N
/}100 Nm l
Ax
> B
Tt o
|AV 1 m ] 1 m [P | 3 m ‘IBV
VA i b |
1520 ' x _ 20
+++ i | 2,9 | 3—x 580
0 _205\1 i 580.x=60-20.x
| | R X
#___;7‘-----J x=0,1m
=011 -580

ple)
N9
S
PP N U -
)
oo
=
=
y

-

15:‘20

<

egilme

momenti
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Problem 11)

SkN 1 kN/m

, /\2 kNm

A Sekilde verilen kiriste kesme kuvveti ve egilme momenti
A IC; C D =B diyagramlarim giziniz.
7 kN
. 1m 2m lm |,

dM, =0

|
vy | 5.1+22+2-73-B,4=0
5 | i B, =-25kN {
2,5kN : 2,5kN !
T +++
i - sz =0
25kNN 5
\ ; A, -5-247-25=0
| | 45N !
E 4,5kNm | A4, =25kN 1
! 2,5kNm
+Hh+
I 2,5kNm
\/
M
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BD.....Bélgesi 0<x<1 CD....Bélgesi
<x<
= 2kNm 2sx<3
/=M M (x-1)
VT X 2kNm
2,5 kN Vid P
ZF,v =0 - (x=1) 7k1\i . Im _ Y2.5KkN
-254V =0 X
V =25 kN ; .
M, =0 2F, =0
M =-25x-2 V=-45+(x-1)
> M, =0

—M—(x—l).@w.(x—l)—z,s.x:o

2
M=7.(x—1)—2,5.x—%

AC....Bolgesi
3<x<4
SkN 2 kN 2 kNm
M l /\1
/T\‘ kN
Vid A
“ 2m L Im ‘l 2,5kN
. ‘|
X0 -
-25+7-5-2+V =0
V=25kN
> M, =0
-M-5(x-3)-2(x-2)+7(x—-1)-2,5x—-2=0
M =10-2,5x
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Problem 12)

1000N
2 kNm
Sekilde verilen ankastre kiriste kesme kuvveti ve
)/,7\ ﬁOON/ m egilme momenti diyagramlarini ¢iziniz.
A % A4 A4 A4 A4 A4 A 4 A 4 B
g: 2m > 3m :I
2 kKNm 1000N ZMA _o
' 800N/m
Z - M, +2000-1000.2-3.800.3,5=0
Y v A4 vV VvV V. vV
A é - B M, = 8400Nm
D2 3m .
F =0
vl 2F
2400 A4, —1000-2400 = 0
3400 |+t ——— A, =3400N

-10400
\ 3600

> X
My
ACu>x<2)
2000 Nm r\N[ \
M, =0
¥ 8400 Nm ~

. . M +10400-3400.x=0
3400 N Vv 1 =3400x—10400

\ X x=0————M =-10400 Nm

- x=2———-M =-3600 Nm
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CB(2<x<5)

LoooN  800.(x-2) M

10400 Nm
s L7
4 '
% Y v v vwW v v vy \
é 2m ¢
A
X
< |
- 1
3400 N
2F, =
y

3400-1000-800.(x—2)-V =0
V =-800(x —2)+ 2400
> M, =0
800 2
M + 10400—3400.x+1000.(x—2)+7.(x—2) =0

M =-10400+3400x —1000(x —2)—400(x —2)’
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Problem 13)

y
700N 500N//z . . g
l / Farkl1 diizlemlerde verilen kuvvetleri dikkate
D _C E B alarak mesnet reaksiyonlarini bulunuz.
/’ == ¥ Maksimum momentin nerede ve ne kadar
300N//2 oldugunu hesaplayiniz.
100mm| 150mm | 150mm 150mm
z [
xy diizlemi xz diizlemi
y 700 N , SOON 500 N
AT 1 C B T 1 D T E
> X -
Al Is, al ',
1100 150 ¢ 150 150 1100 150 ¢ 150 150
Vi |
381,82 —— i
| +H+++ |
I | X
: 318,18
D E
; : X
 tH++++
M/ (M,)c =95455 Nmm
i
*MA=0
- EMA=0

700250=B,.550 = By=3I8I8 N 500 100+B,.550+500.400=0=B,=-309,09 N

SFy=0 = A,~381,82N SFz=0 = A+ B, -300+500=0

(M,)c =95455 Nmm A~=109,09N

(M,)p =(100.95455)/250=38182 Nmm

(M,)g =95455/2=47727,5 Nmm X 10909 o iar
300—x 46364

92,858 (M),
242,858 46364

Mesnet Reaksiyonlari:

=(WM.). =17727,5 Nmm

_ 2 2 _
A= 4, + 47 =39TIN (M,)c =(46364.92,858)/242,858=17727,5 Nmm
(M.,)p =10909 Nmm
B=,|B; +B: =4436N (M,); =46364 Nmm
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= MC=97087 Nmm

= MD=39709,84 Nmm

= ME=66539,72 Nmm

Maximum moment C noktasinda
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BOLUM 8

KAFES SISTEMLERI

8.1 BiR KAFES SISTEMIN TANIMI

Kafes sistemleri, miithendislikte kullanilan tastyici sistemlerinin tiplerinden biridir.
Bir¢ok miihendislik probleminde, 6zellikle ving, koprii ve bina projelerinde pratik ve
ekonomik bir ¢6ziim saglar. Bir kafes sistemi, diiglim noktalarinda birlesen dogru eksenli
cubuklardan meydana gelir; tipik bir kafes sistem Sekil 8.1°de gosterilmistir. Kafes sis-
temin ¢ubuklar1 yalniz u¢ noktalarinda birbirlerine baglanmistir. Gergek tasiyici sistemler
bir¢cok diizlem kafes sistemin bir uzaysal sistem olusturacak sekilde birlestirilmesinden
yapilmistir. Her kafes sistemi, kendi diizleminde etkiyen yiikleri tagiyacak sekilde proje-
lendirildiginden, iki boyutlu kafes sistem temel olmaktadir. Burada onun i¢in 6ncelikle

iki boyutlu kafes sistemleri ele alinacaktir.

¥

Sekil 8.1

Genel olarak, bir kafes sistemin elemanlar1 narindir ve eksenine dik dogrultudaki
yiikleri tagtyamaz; bundan dolay: biitiin ytikler, ¢ubuklarin kendilerine degil, diigiim
noktalarina uygulanmalidir. iki diigiim noktas1 arasia bir yayill yiik uygulananacag

zaman bu yiikler komsu diigiimlere paylastirilacak sekilde kafes sistemi dizayn edilir.
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Koprii Kafes Kirisleri

Sekil 8.2

Kafes sistemi, ¢ubuklarinin agirliklarini da ¢ubugun birlestirdigi iki diigiim noktasina
paylastirilir. Cubuklar percin yada kaynak ile birlestirilirler. Birlegsme yerleri siirtlinmesiz
mafsalli birlestirme olarak kabul edilir. Bunun i¢in bir ¢ubugun her iki ucuna etkiyen
kuvvetler eksenel dogrultuda etkir, moment meydana gelmez. Buna goére ¢ubuk yalniz
normal kuvvet etkisindeki bir eleman olarak ele alinabilir ve biitiin kafes sistem bir maf-

sallar ve normal kuvvet etkisindeki elemanlar grubu olarak kabul edilebilir.

Sekil 8.2.1
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8.2 BASIT KAFES SISTEMLERI

A, B, C ve D mafsallari ile birbirine baglanmis dort gubuktan olusan, Sekil 8.3(a)’deki
kafes sistemi g6z oniline alalim. B noktasina herhangi bir yiik uygulanirsa, kafes sistem
biiylik 6lciide sekil degistirir ve ilk bicimini tamamen kaybeder. Diger taraftan A, B, C
mafsallari ile birbirlerine baglanmis {ic cubuktan olusan Sekil 8.3(b) deki kafes sistem, B
noktasinda uygulanan bir yiikten dolay1 ¢ok az sekil degistirir. Bu kafes sistem i¢in tek
miimkiin deformasyon, elemanlarinin kii¢ciik boy degisimlerinden ibarettir. Sekil 8.3(b)
deki kafes sistem bir rijit kafes sistem olarak anilir; burada rijit deyimi kafes sistemin

gbecmiyecegini belirtmek iizere kullanilmistir.

Sekil 8.3(b) deki baz liggen kafes sisteme, BD ve CD gibi iki ¢ubuk eklenerek Sekil
8.3(c)’de gosterildigi gibi, daha biiyiik bir rijit kafes sistem elde edilebilir. Bu islem iste-
nildigi kadar cok kere tekrarlanabilir, yeni iki ¢ubuk eklemek, bunlart mevcut iki ayr
diigiim noktasina baglamak ve yeni bir diigiim noktasinda birlestirmek sart1 ile sonug

kafes sistem rijit olur.

(a) (b)

(©

Sekil 8.3
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8.3 IZOSTATIK VE HIPERSTATIK SISTEMLER

Bir kat1 cisme tesir eden diizlem kuvvetlerde denge sartlari, birbirine bagli olmayan i¢
denklem verir. Bilinmeyen sayisi bunlardan fazla olursa, denge sartlar1 problemin ¢ozii-
miine kafi gelmez. Bu tip problemlere "statik bakimdan belirsiz'" veya "hiperstatik"

problemler denir.

Bilinmeyen sayis1 denklem sayisindan ne kadar fazla ise belirsizlik o derece yiiksek

olur. Belirli olan sistemlere "izostatik" sistemler denir.

8.4 KAFES SISTEMLER iCIN GENEL BIiLGILER

Tastyic1 sistemlerin agikliklar: biiylidiikkge dolu govdeli sistemlerin, kendi agirliklari-
nin artisindan dolayisiyla ekonomik olmadigindan yerlerini kafes ve ¢erceve sistemlerine

birakirlar.

(@) (b) (©)

(d)
Sekil 8.4. Profil ve Baglantilar

Sekil 8.4 (a)' da dolu bir gubugun herhangi bir kesitinde basit egilme halinde gerilme
yayilis1 goriilmektedir. Burada orta kisimdaki liflerin iist ve alt kenarlardaki liflere naza-

ran kesit tasiyiciligina daha az istirak ettikleri goriilmektedir. Cubugun kendi agirliginm
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azaltmak icin orta bolgenin bir kismi sistemden ¢ikartilarak I kesitli dolu sistemler elde

edilir.

Sekil 8.4(b)’de ve Sekil 8.4(c)'de daha biiyiik agikliklarda ise orta kistm tamamiyla
kaldirilip bunun yerine kesme kuvvetini karsilamak tizere Sekil 8.4(d)'deki gibi ¢cubuklar

konarak cergeve veya kafes sistemler elde edilir.

Kafes sistemler, yalniz normal kuvvetleri tasiyan dogru eksenli ¢ubuklarin birlestiril-
mesinden meydana gelirler. Cubuklar siirtiinmesiz bir mafsal ile birbirlerine baghdirlar.
Buralara "diigiim noktalar1" denir. Mafsallarla yapilmis sistemler ancak diigiim nokta-
larinda ytik tagirlar. Aksi halde tatbik edilen yiiklerin momenti dogar ki, bunu da siirtiin-

mesiz mafsallar tagiyamaz.

8.5 KAFES SISTEMLERININ iZOSTATIK OLMA SARTI

Kafes sisteminin ¢ubuklarinda egilme momentleri ve kesme kuvvetleri sifirdir. Yalniz

normal kuvvetler vardir. Bunlara "cubuk kuvvetleri' denir. Kafes sistemde;
d = Diigiim noktasi sayisini (mesnetler dahil)
r = Mesnet reaksiyonlar sayisini
¢ = Cubuk sayisini

gostersin. Her ¢ubukta, bilinmeyen olarak bir ¢gubuk kuvveti vardir. O halde reaksiyonlar

ile birlikte bilinmeyenlerin toplam sayis1 (r+¢) olur.

8.6 CUBUK KUVVETLERININ TAYINi

Kafese teskil eden ¢ubuklarin boyutlari, her ¢cubuga gelen kuvvet ve zorlamaya gore

hesaplanir. Bu hesaplamalarda iki esas kabul edilmektedir.

1. Cubuklarin birbirleriyle olan baglanisi, siirtiinmesiz mafsalli farzedilir. 1ki veya
daha fazla ¢ubugun bir arada baglandigi bu mafsala diigiim noktasi denir. Mafsallarin

stirtiinmesiz oldugunu kabul etmek, diigiim noktalarinin moment tagimayacaklar1 pesinen

kabul edilir.

2. Kirige gelen biitiin dis kuvvetlerin diiglim noktalarinda tesir ettigi yani ¢ubugun iki

diiglim noktas1 arasindaki kismina hig¢ bir dis kuvvetin tesir etmedigi farzedilir.
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Ayrica gubuk kuvvetlerini tayin etmek i¢in agagidaki metodlar kullanilir;
8.6.1 DUGUM NOKTALARI DENGE METODU:

Bu metotla bir kafes sistemindeki ¢ubuklara etkileyen kuvvetleri bulmak icin, her bir
diigiim noktasina etkiyen kuvvetler denge denklemleri uygulanir. Dolayisiyla bu metodda
bir noktada kesisen kuvvetlerin dengesi incelenir. Bunun i¢inde bagimsiz iki denge denk-
lemi gerekir. Coziime en az bir bilinen ve en fazla iki bilinmeyen kuvvetin etkidigi her-

hangi bir diigiimden baslanir.

Ornek: Sekil deki kafes sistemde ¢ubuk kuvvetlerini diigiim noktalar1 metoduna

gore bulunuz.

B > 1000 N
30 cm
v]A C
ANE __0O
A 40 cm ]
Coziim:
B > M, =0ise
> 1000N ~1000.30+C,.40 =0
C, =750 N
D F, =0ise D F, =0ise
. A +C,=0 ~ A, +1000=0
Ay +—3A 3 A, =-750 N A =1000 N
Ay Cy
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A Diuigiimii

AB
D F,=0ise D F, =0ise
AcA AC AB+(-750)=0  AC—A =0
AB=750 N AC =1000 N
Ay
C Diigiimii
BC
D F, =0ise
AC C 3
BC.—+C, =
5 y
c, BC =—-1250 N

8.6.2 RITTER METODU (KESIM METODU)

Diigiim metodu ve grafik metodun da, sadece {i¢ denge denkleminden ikisinin avanta-
jindan istifa edilmistir. Zira diigiim noktasinda kesisen kuvvetler séz konusudur.  Ugiin-
cli denge denkleminin avantajin1 kullanmak i¢in, kesilmis bir kafesin biitiinii serbest ci-
sim olarak alinabilir. Bu durumda bir noktada kesismeyen kuvvetlerin dengesi s6z konu-
sudur. Ugiincii denge denkleminin avantaji, hesab1 istenen ¢ubugu igine alan bir kesim
yaparak sistemi ¢oziip dogrudan dogruya istenen ¢ubugun hesabinin yapilabilmesidir. Bu
durumda hesabu istenen ¢ubuga gelmek icin diigiimden diigiime hesap yapmak gereksizdi.
Bu durumda sadece ii¢ tane bagimsiz denge denklemi vardir. O halde sistemi keserken {ii¢

¢ubuktan fazla ¢gubuk kesilmemelidir.

Kesme metodunda anlagilmasi gereken esas nokta kesmeden sonra elde edilen bo-
liimiin tek bir cisim gibi dengesinin incelenecegidir. I¢ kisimdaki ¢ubuklara ait ¢ubuk
kuvvetleri ¢oziimde kullanilamaz. Serbest cisim ve dis kuvvetleri agik olarak belirtmek

icin, kesme iglemi diiglimden degil de, cubuklardan yapilmalidir.
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Kesme metodunda, moment denklemlerinin avantajindan istifade edilir ve moment

merkezi segilirken, miimkiin oldugu kadar fazla bilinmeyen kuvvetin bu noktadan gegme-

sine dikkat edilmelidir.

Ornek: Konsol seklinde yiiklii kafes sisteminin AC ve BD ¢ubuklarindaki kuvvetleri

kesim metodunu kullanarak bulunuz?

os)

=
\
T

A
5 Sm 5m Sm Sm
<t P
v 5m 5m g
A l C E Y/
30 KN 20 KN

Coziim:

B
AB
A 30x2,5+ACx4.33=0
AC =-17,32 kN Basa.
30kN
B
/JF\ZMC =0

A 30x5-BD x4,33=0

BD
BD
cl cg =
BD = 34,64 kN Ceki.
20 kN

30 kN
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8.6.3 CREMONA METODU (GRAFIK COZUM)

Kafes sistemlerde herhangi bir diigiim noktasinin dengede bulunmasi i¢in bu noktada-
ki ¢ubuk kuvvetleri ile varsa dis kuvvetlerin bileskesinin sifir olmasi1 gerekir. Bir baska
deyimle, geometrik olarak bu kuvvetlere ait kuvvetler poligonu kapali olmalidir. Boylece
herhangi bir diiglim noktasina ait kuvvetler poligonu kapali olmalidir. Béylece herhangi
bir diigiim noktasina ait kuvvetler poligonu kapanacak sekilde ¢izilecek olursa, bu diigiim
noktasinda birlesen ¢ubuklardan bilinmeyen ikisinin kuvvetleri bulunur. Burada bazi kai-

delere uymak gerekir.

Oncelikle mesnet reaksiyonlari dahil biitiin dis kuvvetlere ait kuvvet poligonunun ka-
panmasi gerekir. Poligonda kuvvetler gelisi giizel siralanmayip belli bir donme yonii ali-
nir. Bu yonde sistem iizerinde kuvvetlere rastlanis sirasi poligondaki ¢izilis sirasidir. Ci-
zilme Once, bilinmeyen sayis1 en fazla iki olan bir diiglimden baslanmalidir. Ayrica her

izostatik kafes sisteminde Cremona planinin ¢izilmesi miimkiin degildir.
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8.7 COZUMLU PROBLEMLER

Problem 1) Kafes sistemdeki her bir gubuktaki ¢ubuk kuvvetlerini hesaplayiniz.

20kN 25kN
C vE L 4
- G
4m

v H

A S B D F AN
3m 3m | 3m 3m |
Cozim:>M , =0

20.6+25.3-Ay.12=0

Ay=16,25 kN *

+T2Fy=0  16,25-20-25+H,=0

H,=28,75 kN *

x yoniinde etkiyen herhangi bir kuvvet yoktur.
A diigiimii

A

- +T2Fy =0ise Ay+AC.Sin 53=0
AC=-20,34 KN Basi

Ay 5
YFx=0ise AC.Cos53+AB=0

-20,34. Cos53+AB=0

AB=12,24 kN Ceki
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B diigiimii

CB
YFx=0

-AB+BD=0 = AB=BD=12,24 kN Ceki

SFy=0= CB=0

+T2F,=0  -AC.Sin53-CD.Sin53-CB=0

AC CD=-AC= CD=20,34 kN Ceki

+—->2F =0 -AC.Cos53+CD.Cos53+CE=0

CE=AC.Co0s53-CD.Cos53
CE=-24,48 kN Basi
E diigiimii icin
20 kN

2F, =0ise -CE+tEG=0 EG=-24,48 kN Basi
CE EG
\J

- > 3F,=0 -20-ED=0 ED=-20 kN Basi

VED
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D diigiimii i¢cin

ED
CD DG
- -
BD DF

F diigiimii icin

FG

H diigiimii i¢in

HG

FH

SF, =0

ED+CD.Sin53+DG.Sin53=0

DG=(20-20,34.Sin53)/Sin53

DG=4,7 kN Ceki

-BD-CD.Co0s53+DG.Cos53+DF=0

-12,24-20,34.Cos53+4,7.Cos53+DF=0

SF, = 0= FG=0

SF, =0

DF=21,65 kN Ceki

-DF+FH=0=> FH=21,65 kN Ceki

IF, =0 28,75+HG.Sin53=0= HG=-36 KN Basi

dF =0

-HG.Cos53-FH=0

FH=21,66 kKN Ceki
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G Digiimii icin

25 kN

ZFX =0
EG
-EG-DG.Co0s53+HG.Cos53=0
HG -EG-4,7.C0s53-36.C0s53=0
DG
\J
FG EG=-24,5 kN Basi

SF, =0

-25-DG.Sin53-FG-HG.Sin53=0

-25-4,7.S1in53-HG.Sin53=0

HG=-36 kN Basi
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Problem 2)

Kafes sisteminin BC, BE ve EF cubuk kuvvetlerini belirleyiniz.

B C
4m
3m 6m 3m
A F E A h D
4kN 6kN

Coziim:

Kesim metodunun uygulanmasi
a) Statikg¢e belirli olup olmadigi kontrol edilir.
b) Reaksiyon kuvvetleri bulunur.
¢) En fazla ii¢ cubugu kapsayacak kesim yapilir.
d) Kesilen pargalardan biri segilir. Cubuk kuvveti gekme seklinde yerlestirilir.
e) Denge denklemleri uygulanarak bilinmeyen ¢cubuk kuvvetleri hesaplanir.

B BC c
BE
4m
AR ¥ EF QD
. Dx
A 4kN 6kN ]Dy
ZMD =0 ZFy =0
A, 12-49-63=0 T
A, = 4,5kN 7211
y_ )
>'F, =0 D, =55kN BE =0,5kN
y y ZFX -0
> M,y =0 ]
A, 3-EF.4=0 BC + BE. 1+EF:0
EF =3,38kN BC = _4.1kN
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Problem 3)

Kafes sisteminin ¢ubuk kuvvetlerini belirleyiniz.

NA Im C Im E
Im 10kN
B D
o0ziim:
E dugiimi D diigiimii
Y F =0
ZMB =0 _CE —EDcos45 =0 BD =14,14cos45
-A-102=0 CE =-EDcos45 BD =9,99kN
A =-20kN — SF, =0 DC =9,99kN
B, =20kN ~10-DEsin45=0
B, =10kN DE = —14,14kN
CE = —10kN
Adigiimi B duguimi
A +AC=0 > F =0
AC =20kN B, + BD + BC.C0s45 =0
AB =0 20+ BD +BC.Cos45=0
Z F, =0
BA+B, + BC.Cos45 =0 ise BC =—14,14 kN ve BD =-10kN
C digumu D duigiimii
> F, =0 SF =0
—CD-CB.Cos45=0ise CD =10 kN — DB + DE.Cos45 =0 ise DE = —14,14kN
Y F, =0

—CA-CB.Cos45+CE =0 ise CE =10kN
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Problem 4)

Coziim: T
B 5 m D
Sm o 5 Sm
Al S5m Cl 5m E 3 Ex
30 kN 20 kN E,
Mg =0 -T.5+20.5+30.10=0 ise T=80 kN
T
D 30°
T=T.C0s30=69,3 kN
>m T,=T.Sin30=40 kN
L‘— Ex
E
E)’
2.F.=0 >F,=0
~E, +T, =0 =E, =69,3kN E,+T,-30-20=0 = E, =10kN

Verilen kafes sistemde BC ve BD
cubuklarindaki ¢ubuk kuvvetlerini he-
saplayiniz.
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BD D Z M. =0 ise
. (BD.Sin60).5+T,.2,5- Ty.4,33+ E,.5=0
m
BC BD=34,65 kN Ceki
AC+ ¢ Ex
Cl 5m ET
20 kN E,
Z Fy =0

—-20+ Ey +Ty +BC.Sin60=0
—20+10+40+BC.Sin60=0

BC=-34,64 kN Bas
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Problem 5)

3 kN . . .
Verilen basit kafes sistemde EF,ED ve
1kN E F CD cubuklarinda ¢ubuk kuvvetlerini
' 7 hesaplayiniz.
3m
— (@Y Q|
A C D rers B
|‘ 4 m B 4 m &»I
Coziim:
3 kN
F
EF «——
ED
CD<+
D

> M, =0
-1.3-3.8+By.12=0
By=225kN

> My =0 ise -EF.3-By.4=0ise EF=-3 kN Basi

D F,=0 ise —3+ED.0,6+B,=0 ise ED=1,25kN Ceki

> F.=0 ise —-EF-CD-ED.0,8=0 ise CD=2kN Ceki
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EK PROBLEMLER-KAFES SISTEMLER

Problem 1)
Sekilde kafes sistemde CD,
CJ ve KJ gubuklarindaki
cubuk kuvvetlerini hesapla-
yiniz.
10kN _ CD,
2 Mg =0 CD
10.5,5+10.4,5+10.1,5-A,.6 = 0 cD
Ay:19,16 kN C X CJX
D M. =0 J
-19,16.1,5+10.1+KJ.3=0 CJ,D h
A KJ=6,24 kN
L K EJ
Ay 1,5 3
CD, =CD. =0,44CD, CD, =CD.——=0,89CD
) 3,35
L5 3
CJ, =CJ. =0,44CJ ,CJ, = CJ'E =0,89CJ

b 9

D F,=0 se 624+CD+CL=0 ise CD+Cl=-13,93kN

z Fy =0 ise 19,16-10-10+ CD,+ CJ,=0 ise CD-CJ=0,94 kN

Buna gore;

CD=-6,5kN ve CJ=-7,43 kN
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Problem 2)

Sekilde kafes sistemde BC ve CE ¢ubuklarindaki gu-
buk kuvvetlerini hesaplaymiz.
(P1=1 kN, P,=2 kN, P;=3 kN)

Cozam:

> Mg =0

1.3+2.2+3.1-E,.1=0
E,= 10 kN

D F, =0 ise G=0

D F,=0 ise E,-1-2-3-G,=0

G,=4 kN

> Mg =0 ise BC.2+22+3.1-CE.l-E,1=0 ise 2BC-CE=3kN
D F, =0 ise -BA-CE=0 ise BA=1kN

D F,=0 ise E,-BC-23-G,=0 ise 10-BC-54=0 ise BC=1kN

Buna gore; CE=-1kN
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Problem 3)

Her bir elemandaki ¢ubuk kuvvetini P cinsinden bulu-
nuz.

lP Cozum:

dM, =0
Cy2a-Pa=0
Cy=05.P

ZFXZO ise A=0
D F,=0 ise A+C,-P=0

A,=05P

A diigimii:

b.5.p D> F,=0 ise AD,+AB, =0 ise 097.AD+0,7.AB=0

D F, =0 ise 0,5.P+AD,+AB, =0

0,5.P+0,7.AB+0,24. AD=0
Buna gore; AD=DC=0,68.P ve AB=BC=-0,94.P

D digiimii:
y
A DB D F,=0 ise DB-AD,+DC,-P=0
DB - 0,24.0,68.P- 0,24.0,68.P-P=0
DB=1,32.P
D 4 X
\Il\’
0.68P 0.68P
vP
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BOLUM 9

CERCEVE VE MAKINALAR

9.1 Giris ve Tanimlar

Kafes sistemi;
- Stirtiinmesiz mafsallarla baglanmiglardir.
- Dogru eksenli cubuklardan meydana gelmistir.

- Kuvvet cubuk ekseni dogrultusunda etki eder.

Cerceveler;
- Cubuklara 3 veya daha fazla kuvvet etki eder.

- Kuvvetler ¢ubuk ekseni dogrultusunda olmak zorunda degildir.

Makinalar;
- Kuvvet iletir veya kuvveti degistirerek aktarirlar.
- Hareketli veya hareketsiz olabilirler.

- Her zaman hareketli pargalardan olusurlar.

Cerceveler ve Makinalar ¢oklu kuvvet elemani igeren yapilardir. Elemanlar {izerine {i¢ veya
daha fazla kuvvet etki eder. Cerceveler yiikleri tasimak i¢in dizayn edilmislerdir ve genellikle

hareketsiz, tamamen tutulu yapilardir.
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Makinalar kuvvetleri iletmek veya kuvveti degistirerek aktarmak iizere dizayn edilmislerdir

ve her zaman hareketli pargalardan olusurlar.

N =

Bir c¢ercevenin analizi i¢in ilk olarak, serbest bir cisim olarak ¢er¢evenin tiimii diisiiniiliir ve

ic denge denklemi yazilir. Eger cergeve rijit ise destek yerlerinden ayrildiginda reaksiyonlar

sadece ii¢ bilinmeyendir ve bunlar bu denklemler yardimiyla elde edilebilir.

Diger taraftan, eger rijit ¢cerceve kesilecek olursa, destek yerlerinden ayrildiginda reaksiyon
kuvvetleri li¢ bilinmeyenden fazla olabilir ve denge denklemlerinden hepsi bulunamayabilir.
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Cerceve elemanlara ayrilir ve her eleman kuvvet ¢ifti elemani olarak veya c¢oklu
kuvvet elemani olarak tanimlanir. Mafsallar ise birbirine baglanmis her bir elemanin
baglandiklar1 par¢anin adidir.

Coklu kuvvet elemanlarmin her birinin serbest cisim diyagramu cizilir. Iki ¢oklu
kuvvet elemanm1 ayni kuvvet cifti elemanmna baglandiginda dogrultusu belli olan fakat
biiyiikliigii belli olmayan esit ve zit yonlii kuvvetler ile eleman iizerine etkirler. Iki ¢oklu
kuvvet eleman1 bir mafsal ile bagliysa, birbirlerini belli olmayan dogrultuda esit ve zit
yondeki kuvvetler ile zorlarlar ki bunlar iki bilinmeyen bilesen ile tanimlanmalidir.

Coklu kuvvet elemanlarinin serbest cisim diyagramlarindan elde edilen denge
denklemleri ile ¢esitli i¢ kuvvetler ¢oziilebilir. Denge denklemleri ayn1 zamanda mesnet
reaksiyonlariin belirlenmesinde de kullanilir. Aslinda cergeve statikge belirli ve rijit ise,
coklu kuvvet elemanlarinin serbest cisim diyagramlari, bilinmeyen kuvvetlerin bulundugu
bir¢ok denklemler olarak elde edilir.

Yukaridaki tavsiyelerin yaninda tavsiye edilen ilk olarak ¢er¢evenin tamamiyla serbest
cisim diyagramini goz Oniine alip en az sayida eszamanl olarak ¢6zlim yapilmasidir.

Cergeve ve makineler, sik sik ¢coklu kuvvet elemanlarinin mafsal ile baglanmasindan
olusturulur. Elemanlar iki veya daha fazla kuvvete maruz kalmaktadirlar.

AB ve BC ¢oklu kuvvet elemanlaridir

AB eleman 3 kuvvete maruzdur:
e Meydana gelen kuvvetlerden biri B mafsalinda
* Meydana gelen kuvvetlerden biri A mafsalinda
* Kuvvet ¢ifti (Moment) ise M

Benzer olarak BC elemani da 3 kuvvete maruzdur:
e Meydana gelen kuvvetlerden biri B mafsalinda
e Meydana gelen kuvvetlerden biri C mafsalinda
e Diskuvvet P
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ki kuvvet elemant:
*AB

*BC

‘BE

HI

DH elemani 5 kuvvete maruzdur:

Meydana gelen kuvvetlerden biri D
mafsalinda

Meydana gelen kuvvetlerden biri F
mafsalinda

FBE

FHI

FBC
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Bir makinenin analizinde ise, makine dnce elemanlarina ayrilir. Yukarida anlatilan
ayn1 yontemler izlenir. Coklu kuvvet elemanlarinin her birinin serbest cisim diyagramlari
cizilir. Uygun denge denklemleri i¢ kuvvetler ve dis kuvvetler esitligi olarak olusturularak
¢Oziim yapilir.

18—

* Bir ving’in analizi asagidaki gibi yapilir.

D D
/ IM,=0 =T
c = = C E F
T i 2F =0 = 4,
B W B W XF, =0= 4
A A A
S
A
X
-BE
/—»CX “r e /
T /-BE
BE
B Cy W
A—, A BE
A
2M.=0 = BE
IM,=0 = C,
2F =0 = C,
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Ornek 9.1

500 N

=~
GZTDU
/ E\O
b

~

/

C

»)
>

20 mm

«

50 mm 40 mm

400 mm  /

Cap1t 50 mm olan bir boru, boru anahtar1 ile sekilde gosterildigi gibi sikilmistir. AB ve DE
elemanlar rijit olup, CF parcasi ise D noktasindaki bir mafsal ile bu elemanlara baglanmigstir.
Borunun sikilarak ¢evrilmesi durumunda (boru ve sikma elemanlart arasinda herhangi bir
kaymanin olmadigin1 kabul ederek) boruya A ve C noktalarindan etkiyen kuvvet bilesenlerini

bulunuz.
¢0ozum:

1) Makine elemanlarina ayrilir ve her bir elemanin serbest cisim diyagrami ¢izilir.
2) Ilk 6nce her bir eleman iizerine etkiyen kuvvetler yazilir ve baglant1 noktalarinda da
esit ve zit yonlii etkiyen kuvvetler yazilir.
3) Diger ¢oklu kuvvet elemanlar1 da g6z oniine alinir.
4) Her bir eleman i¢in denge denklemleri yazilir.
ABDE pargasi i¢in serbest cisim diyagrami:

D, 2Mp=0
ﬁél__hﬂ—ﬂﬂ 4, _ 4
k A, AD ) D | 20mm 20mm  90mm

& - A, =454,

90 mm Dy:Ay

l/ D,=4,=45D, (I)
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CF parcasi i¢in serbest cisim diyagrami:

Dy
= | ?/JF
C, J ) 500N ‘
Cy J 40 mm 400 mm

1

2Mc=0: Dy(20 mm) - Dy(40 mm) - (500 N)(440 mm) =0

(1)’de yerine konulursa;
4.5D,(20) - D(40) — 220.10°=0

D, =4400 N =4.4 kN

D=4.5D,=19.8 kN

2F,=0: C,-198kN =0 C,=19.8 kN

3F,=0: C,-44kN-05kN=0  C,=49kN

(1). Denklemden;

A;=D,=198kN A,=D,=44kN

4.4 kN 4.4 KN
20 mm 19 8 kN
= =
19.8 kN F
19.8 kKN ) 500 N
19.8 kN E 4.9 kN I‘40 mm'

400 mm 1

Biitiin kuvvet bilesenleri sekilde goriildiigli yonlerde etki etmektedir. Boru tizerindeki

bilesenler esit ve zit yonliidiir.

4.9 kN
19.8 kN

19.8 kN
4.4 kN

A,=19.8kN —
A=44kN |
C,=19.8kN ~—
C,=49kN |
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Ornek 9.2

Birlesik bir kiris sekilde gosterildigi lizere B noktasindaki bir mafsal ile baglanmustir.
Mesnetlerdeki reaksiyonlar1 hesaplaymiz. (Kirisin agirligini ve kalinligini ihmal ediniz.)

10 kN

4 kN/m

YVYYy

¢Oozum :

Serbest Cisim Diyagrami:

Tiim kiris i¢in = 4 bilinmeyen M,
A’da ankastre = 1. Yatay reaksiyon (Ay) 5
2. Dikey reaksiyon (Ay) A,

3. Moment (My)
C’deki mesnet = 4. Dikey reaksiyon (Cy)

* 4 bilinmeyen var; Ay, Ay, My, ve Cy

* 3 Denge denklemi var:

*2F=0, XF,=0,ve ZM =0

* Kirig AB ve BC olmak iizere iki pargaya ayrilir.

10 kN
A, Y4 4 kN/m
: 3 l
YYVYYY
@) 5 C
oL, P
2 m 2 m 2 m i
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* BC kismindaki denge denklemleri:

— 5> F. =0
=-B, =0=B, =0 8 kKN
(+M, =0 A
= —8kN(Im)+C, (2m) =0 <B—Y
= C, =4kN B A T
B ) l C\
+T> F,=0 v, Im
=B, -8kN+C, =0 -—sz
= B, —8kN +4kN =0
= B, =4kN
* AB kismindaki denge denklemleri:
N 3
— 5> F, =0 :4—(10km(§)+3x=0 10 kN
B =0 =4 =6kN A 5/
M, }° 3
A
4 AT —
(+M, =0 =M, ~(106V)  (2m)=B,(4m)=0 A« l - By
2 m«‘ B,
B,=4N =M, =16+(4)#)=32%Nm |
4 m |
4
+TYF=0 =4, —(IOkN)(g]—By =0
B,=4kN = A, =8+4=12%N
Sonugclar:
10 kN
A =6kN N 5/ 8 kN
A, =12kN M, 4 3 A S
A B: Y I
M , =32kN. — —> -« :
A RN
- —2 mJ B, B,Fiml G
B, =4kN ) ‘ ) mq
C, =4kN m |
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Ornek 9.3

200 N/ m
Y v Y V¥ Y ! YR
T Q@
A
3m
C
__] 3 J
T
Cozdm :
200 N/ m
} Y Y_¥Y f Y Y YR
N Q
A
3m
C
|| 2 J
T
Serbest Cisim Diyagrama:
200 N/ m
Y\ Y ¥ Y Y YR
i Q, Q@
A
3m
C
= 5] J
\ Im |

Sekilde goriilen iki pargali ¢ergevenin A ve C
noktalarindaki yatay ve dikey kuvvet bilesenlerini
hesaplayiniz.

Tcy
200(3)=600N
A, l
A Fy 45‘1
" 15m 15m
B
FCB/C

175



Denge Denklemleri:
(+MA =0 _+)ZFX =0
= Fj,- c0s45°(3)-600(1.5) =0 = F, sin45°— 4 =0

P =20 406N — A_=(424.26)(sin45°) = 300N
3cos45°

200(3)=600N
+TY F,=0

= A, + Fyc c0s45°-600=0
= A, =600—(424.26)(cos45°) =300N

C noktast: ST
i;ijc(iizn4%25;)(sin45°) [|:$l l l l l J l l J u’* F}
= C,=300N B

C, = F,. cos45° o
= C, = (424.26)(cos 45°)
= C, =300N

3m
457 Fgc
C Mafsah
Saglamasi: Cy
A =300N A, =300N
C, =300N C, =300N 600N
— 5> F,=0
=C. -4 =0
300—-300 =0 = saglandi

+TY F, =0
= A4,+C,-600=0
300+300—-600 =0 = sagland:
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Zm i Sekildeki kriko ile 125 kg’lik bir motor
el — kaldirilmaktadir. Krikonun DB ve FB
elemanlarinda meydana gelen
kuvvetleri bulunuz.
2m
H
) l)__
1m
& 1
| 2m l 1 mJ
Cozum :
E,
1m 2 m
‘ E
G E| E, — E,
| = X —
3&\% Ey !
2/m
v F
1259.81)= "
1226.25N
Fpg /5<° 1m
> M, =0 i &
1226253)—F, (ij(z) =0 G
FB \/F)
= F,, =193887N =1.94kN 1m 2m
G | E|l E
+T>F,=0 = -
193887(ij—122625—Ey =0 3\
710 ,, .
= E,=613125N 125(9.81)= .
+ ZF —0 1226.25N

1
E,-193887 — |=0
) 7(\/1()}

=E_=613.125N
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Ey
ZMC =0 I E
—E =613,125 N

613.125(3)— F,, sin45°(1) = 0
= F,, =2601.27N =2.60kN
2lm
7
FDB/IS<° 1m
C C,
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Ornek 9.5
Ayarl1 bir pense ile B noktasindaki par¢anin kesilmesi i¢cin 50 N’luk bir yiik uygulanmaktadir.
Bu durumda parganin kesilmesi i¢in uygulanmis olan kuvveti hesaplayiniz.

50 N

Cozdm :

> M, =0
50(20)—3(F,) =0
= F, =3333N

S0 N
, 20 cm A
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Ornek 9.6

12 cm 6cm  6cm JSOO N

Sekildeki c¢ergeve icin yatay ve
dikey yiizeylerdeki siirtlinmeyi
thmal ederek BCE elemani
tizerindeki B ve C noktalarina
etkiyen kuvvetleri hesaplayiiz.

Cozim :

ACD elemani icin serbest cisim diyagrama.:

: 500 N
H Cy D D uCy
P R
V% 2 cm C
1 = C
X
Cx
A 6 cm
_>A
A 18¢cm — B

IMy=0: Ci(2cm)-Cy(18cm)=0 C,=9C,

BCE elemani icin serbest cisim divagrami:

i 500 N
H Cy D D uCy
G
> ‘20m c — C
C.=9C C, X
A 6 cm
_>A
A 18 cm —— B

B | 6cm 6em

IMp=0: Cd(6cm)+ Cy(6cm)- (500 N)(12cm)=0
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Cy =9C, yerine konulursa:
9Cy(6 cm) + C,(6 cm) - 6000 =0

C,=+125N; C,= 9C,= 9(125)=1125N

500 N
nCy
C
_’B C=1131,9 N
X I 6.3°
6cm 6cm
By
__________ B

B — 118585 N 184°

>

1125 N

SF,=0: By-1125N=0
B,=1125N

JF,=0: B,+125N-500N=0
B,=375N
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BOLUM 10

SURTUNME

10.1 GIRIS

Iki yiizey birbirleriyle temasta ise biri 6tekine gdre hareket etmek isteyince siirtinme
kuvveti denen tegetsel kuvvetler ortaya c¢ikar. Bu kuvvetler siddetce sinirhidir. Yeteri kadar
kuvvetin etkimesi halinde harekete mani olamazlar.

Iki tiir siirtiinme vardur.
1. Kuru Surtinme ( Cloumb )
2. Sivi Surtinme ( Yaglanlasmis mekanizmalarin incelenmesinde )

Biz kuru siirtiinme ile ugrasacagiz.
10.2 KURU SURTUNME VE KANUNLARI

N Normal Tepki Kuvveti

f Siirtiinme F Uygulanan Kuvvet fs
Denge , Hareket
[HAREKET t:>
) fi
L\ /|
W Agirhik
»P

Ll §

r

Sekil 10.1

Bir cismin diger bir cisim iizerinde kaymaya basladigi ana kadar ki siirtinmeye statik
surtinme denir. Bu siirtlinmenin tabiati tam olarak bilinememektedir. Bir cisim diger bir

cisim tizerinde hareket halindeyken s6z konusu olan siirtiinmeye kinetik srtinme denir.
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Bazi cisimlerin statik siirtlinme katsayilari soyledir.

Metal ile metal

0,15 — 0,60 arasi1

Metal ile tahta

0,20 — 0,60 arasi1

Tahta ile tahta 0,25 — 0,50 aras1
Lastik ile beton 0,60 — 0,80 aras1
Lastik ile buz 0,05 - 0,20 arasi
Celik ile buz 0,03
Lastik ile asfalt 0,80

NOT: Kinetik siirtiinme katsayilari statik siirtlinme katsayisinin yaklasik 0,75 ine esittir.

10.3 SURTUNME KANUNLARI

1. Siirtlinme katsayis1 normal kuvvetten bagimsizdir. Fakat siirtiinme kuvveti normal

kuvvetle dogru orantilidir.

pN

2. Siirtlinme katsayilar1 degerleri sadece ylizeylerin tabiatina baglidir. Dayanma, ylizeyinin

bicim ve biiytikliigiinden bagimsizdir.

3. Kinetik siirtiinme katsayis1 statik siirtlinme katsayisindan kiiciiktiir.

4. Kiiciik hizlarda siirtiinme hiza bagli degildir. Fakat yiiksek hizlarda siirtiinme azalir.

Bir cisim yatay bir yiizeyle temasta ise dort farkli durum ortaya cikar. Bunlar;

1. Cisme etkiyen kuvvet onu temas yiizeyi boyunca hareket etmeye zorlamaz. ( f; ) siirtiinme

kuvveti yoktur.

1w

fs

0

Stirtiinme Yok. (Px=10)

N=P+W
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2. Etkiyen kuvvetler, cismi temas yiizeyi boyunca harekete zorlar fakat hareket ettirecek
kadar biiyiik degildir. Meydana gelen siirtiinme kuvveti statik dengeden ¢oziilebilir.
fs = wN kullanilamaz.

P | W Hareket Yok. Py<f;
RN
N=P,+W
Py
F=P
«< F<ue.N
f=0
N
3.
| W
P P 1 Hareket Baslangic.( f; =Py )
y :
P, N=P,+W
fn=Px
hf Fm:H.N
N

Hareketin baslangict etkiyen dig kuvvetler siirtiinme kuvvetinin max. (f;) degerine
ulagmustir. Stirtiinme kuvveti N normal kuvvetiyle beraber diger kuvvetleri dengelemektedir.

fm = Ws.N kullanilabilir. £, , her zaman hareketin ters yontindedir.

4.
| \\Y%
P Hareket. ( Px>Fy,)
Fy b, l
P, N=P,+W
Fk: },lk.N
SRR
fssz
N
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Cisme etkiyen kuvvetler tesirinde kaymaktadir. Artik denge denklemi uygulanmaz.
f, = Fy Fy: Kinetik suirtinme kuvveti

fk = }.Lk.N

10.4 SURTUNME KATSAYILARI VE SURTUNME ACILARI

a) Hareket yok b) Hareket baslangict

I W W.sinOyW

l W.cos
s \N=W.cos0

F=W.sin0
R fn=W.sin0

Ornek 10.1 100 N’luk bir kuvvet, sekilde goriildiigii gibi egik bir diizlem iizerine
yerlestirilmis 30 kg’ lik bir blok {izerine etkimektedir. Blok ve diizlem arasindaki siirtiinme
katsayilar1 p = 0,25 px = 0,20 dir. Blogun dengede olup olmadigin1 ve siirtiinme kuvvetinin

degerini bulunuz.

W=mg=300 N

m=30 kg

100 N

Coziim :
>Fy=0 100-%.300+Fs=0
Fs=80N

SFy=0 N-—-.300=0
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N=240N

Frax = 1s.N =0,25%240 = 60 N

80 > 60 denge saglanmaz blok kayar ...

Siirtiinme kuvvetinin gergek degeri

Fy=Fi=m.N=0.20*240 =48 N

Bloga etki eden kuvvetler dengede olmadigindan blok sola dogru kayar.

2F=0 %.300—100—48=32N

Ornek 10.2 Sekilde gosterilen m=120 kg kiitlesindeki dolabin ayaklar1 ile déseme

arasindaki siirtlinme katsayis1 0,25 tir.

a-) Dolabi sag tarafa dogru harekete baslatacak P kuvvetini bulunuz.

b-) Dolabin devrilmemesi icin (h) yiliksekligi en fazla ne olabilir? Hesaplayiniz.

a-)
i -
P ‘ 1 y

60cm | | p X

v

A

Al—— B [t 5
Ny N,
‘30 . 30 R
Vl‘ Ll
2F,=0 P-F,-F,=0 N=N;+N,
P:F1+F2

SFy,=0 Nj+N,—W=0

F1 = HN]
Fz = U .N2
P=uN=pnW

P=0,25*%1200 =300 N
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b-) Devrilme B noktasi etrafinda dolabin donmesi ile meydana gelebilir. XM =0 olmali.

>Mg=0 30W-Ph=0
30.1200 - 300.h=0
h=120cm

Ornek 10.3 4m uzunlugunda ve 10 kg kiitlesinde bir merdiven sekilde goriildiigii gibi bir
diisey duvara dayanmaktadir. 80 kg kiitlesinde bir adam A alt ucundan 3m uzakligindaki bir
noktaya geldiginde merdiven kaymaya baslamaktadir. Merdivenle duvar arasindaki ps = 0,20

olduguna gore zeminle merdiven arasindaki ps = ?

Fgs = pns1.Ng
Fas = ps2.Na

XMa=0

2*0,20.Ng + 3,46.Ng — 1*100 — 1,5.800 =0
Ng =336,78 N

SF, =0

Na +0,20*Ng—10-80=0

Na=2832,6 N

YFx=0

HUs2.Na - Ng=0

ps2 = 0,40
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Ornek 10.4 Kiitlesi m olan silindiri siirtinmeye kars1 dondiirmeye baslatacak P kuvvetini

tayin ediniz. Strtiinme katsayist p diir.

P

\.

Cozim

mg
N>
—
T
H .N2

NG

P

M.N1
Ny

>M,=0
wWNr+ puNyr=Pr

P=p.(Ni+Ny)
2F=0
No-uNi=0
2F,=0

Ni+uN+P-m.g=0
P=pNi(1+p)
N, +u2.N1+P=m.g

P z[—’u'(Hﬂ) j.m.g
I+ u+2u
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Ornek 10.5 Sekilde verilen sistemde cisim ile egik diizlem arasinda siirtiinme katsayis1 0,2

dir. Egik diizlem ag1s1 0 nin sistemin dengesinin korunmasi kaydiyla alabilecegi degerleri

hesaplayiniz.
W=100N
50N
0
>F,=0
T+f—W.sin0=0
SF, =0
—~W.cosO+N=0 N =100.cos0

f=uN=0,2.N=0,20.100.cosb

T=50N

(1) de yerine koyarsak
0<41°

yson

Sistemin asagi dogru hareketinde 0

Sistemin yukar1 dogru hareketinde 0

T+f=100.sin0 (1)

(2)
(3)
(4)

50 + 20.cos0 = 100.sin0

Simdi de 100 N’ luk yiikiin yukar1 ¢ekildigini diistinelim.

50 - 20.cos0 = 100.sinO
0> 18°
18<0<41
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