DERS 7

En Kiiciik Kareler Yontemi

7.1. En Kiiciik Kareler Yontemi. Ger¢ek yasamin ¢esitli alanlarinda herhangi bir uygulama
ile toplanan veriler tablo sekline getirilerek incelenir ve toplanan veriyi modelleyen bir
fonksiyon bulunmaya calisilir. Cogu zaman bu veri tablosuna tam olarak uyan bir fonksiyon
bulmak miimkiin olmaz; veri tablosuna en iyi uyan fonksiyon belirlenmeye ¢alisilir. Bir veri
tablosuna en iyi uyan fonksiyonu bulma siirecine regresyon analizi denir.

Regresyon analizi yaparken en ¢ok kullanilan yontemlerden biri en kiiciik Kkareler
yontemidir. Biliylik matematik¢i C. F. Gauss’un 18 yasindayken (1795) gelistirdigi bu
yontem, ilk kez 1801 de Cres astroidinin ydriingesinin belirlenmesinde kullanilmis ve ilk kez
Gauss’un toplu eserlerinin yayinlandigi ciltlerden ikincisinde 1809 yilinda yaymlanmustir.
Fransiz matematik¢i A. Legendre 1805 ve Amerikali matematik¢i R. Adrain de 1808
yillarinda ayn1 yontemi Gauss’dan habersiz ve bagimsiz olarak kesfetmislerdir.

En kiigiik kareler yontemi, tip, finans, miihendislik, ziraat, biyoloji ve sosyoloji gibi ¢esitli
bilim dallarinda cesitli degiskenler arasindaki iliskiler belirlenirken kullanilan en 6nemli
araclar arasindadir.

Belli 6l¢timler sonucundai=1,2,. . . ,n igin (X;,Y;) verileri elde edilmis olsun. Burada,
her bir y; nin X; ye bagl olarak degistigi varsayilmaktadir. (X , yi) diizlemde noktalar
olarak distinlildiigiinde, pratikte bu noktalar diizgiin bir egri lizerinde, baska bir deyimle,
bilinen bir fonksiyonun grafigi iizerinde bulunmazlar. Hatta baz1 durumlarda, (Xi , Vi) ler
arasinda ne tiir bir baginti bulundugu dahi bilinmeyebilir. Ancak, yapilan Sl¢iimlerin dogasi
geregi,heri=1,2,. . . ,n igin Yy; =f(X ) olacak bi¢imde bir fonksiyonun var oldugu,
Ol¢iimlerde yapilan hata nedeniyle bu esitliklerin bazilar1 veya hepsinin saglanmadig1 kabul
edilebilir. Bu diislinceyle, olgiilen y; degeri f (X;) icin yaklasik deger kabul edilerek bu
yaklagimdaki hatanin minimum oldugu f  fonksiyonu belirlenmeye ¢alisilir. Bu amaci
gerceklestirmek igin f  fonksiyonunun bir takim parametrelere bagh bir ifadesi bulundugu
varsayilip eldeki veriler yardimiyla bu parametreler belirlenmeye ¢alistir. Ornegin, f fonk-
siyonu

y=f(X)=mx+b
ifadesinde oldugu gibi bir dogrusal fonksiyon veya
y= f(x)=ax’+bx+c

ifadesinde oldugu gibi bir karesel fonksiyon olabilir ki bu durumda belirlenmesi gereken
parametereler a, b, c, m dir.



yi degeri f(X;) i¢in yaklasik deger, f(X) = Y;, kabul edilince yapilan hata

i -f(xi)

dir ve amag, bu hatalar minimum olacak sekilde bir f fonksiyonu bulmaktir(Asagidaki
sekilden izleyiniz).

(%> Yn)
« Yo — F(X)

Yi— f(xl)
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Tamm 1. y; - f(xj) farklarindan her birine bir artik denir.

En kiigiik kareler yonteminde aranan fonksiyon, ya da onun parametreleri, tiim artiklarin
kareleri toplami olan

>3 F0) = (¥~ FOO) 4+ (¥~ T ()’

ifadesini minimum yapacak sekilde belirlenir. Bu, yonteme neden en kiiciik kareler yontemi
dendigini agiklar. S6zii edilen kareler toplaminin minimum olmasi i¢in her bir hatanin kiiciik
olmasi gerektigine dikkat ediniz.

Bu dersimizde, bir veri tablosuna en iyi uyan dogrusal fonksiyonlarin bulunmasinda en
kiigiik kareler yonteminin nasil kullanildigini1 6rnekleriyle gorecegiz.

Tanmm 2. Bir veri tablosuna en iyi uyan dogrusal fonksiyonun grafigi olan dogruya
regresyon dogrusu veya en Kiiciik kareler dogrusu denir.
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7.2. Regresyon dogrusu. Her i=1,2,. . . ,n ig¢in (X, Y verilmis olsun. Simdi, bu
verilere en iyi uyan

y=fX)=mx+Db

fonksiyonunun belirledigi dogruyu yani regresyon dogrusunu nasil bulacagimizi gérecegiz.
Once y — f(x) artik degerleri bulunarak bunlarin karelerinin toplami olan

F(m,b) = Zn)(yi —mx, —b)* = (y, —mx, —b)* +--- + (y, —mx, —b)’

i=1

fonksiyonu olusturulur. Her m ve b i¢in F(m, b) >0 oldugundanvey =f(X) =mx +Db
dogrusu verilen noktalardan uzaklastikca F(m , b) sonsuza iraksayacagindan, F(m , b) nin
bir mutlak minimum degeri vardir ve bu minimum deger F(m , b) fonksiyonunun bir kritik
noktasinda ortaya c¢ikar.

Ornek 1. Bir iiretici, {irettigi iiriiniin cesitli {iretim seviyeleri i¢in maliyetini belirliyor ve
asagidaki tabloyu olusturuyor:

\S)
(V)]
)
O

Uriin say1s1 (X yiiz)
Maliyet (y bin YTL ) 4 6 7 8

Bu iiretici icin gider fonksiyonunu yukaridaki tabloya en i1yi uyan dogrusal fonksiyon olarak
belirleyelim.

Elimizdeki veri tablosu, diizlemde su (X,y) noktalarini verir: (2,4) , (5,6) , (6,7) ve (9,8). Bu
noktalarin hepsini lizerinde bulunduran bir dogru yoktur. Amacimiz, bu noktalara en iyi uyan
dogruyu, yani regresyon dogrusunu bulmaktir. Regresyon dogrusunun denklemi

y=C (x) = mx+b

m ve b belirlenereck bulunacaktir.

Artiklar1 hesaplayalim ve veri tablomuzu asagidaki gibi genisletelim.

Uriin sayis1 ( X yiiz) 2 5 6 9
Maliyet (y bin YTL ) 4 6 7 8
mx +b 2m+b 5m+b 6m+b Im+b
y- mx-b 4-2m-b 6-5m-b 7-6m-b 8-9m-b




Artiklarin kareleri toplami asagidaki iki degiskenli fonksiyonu tanimlar:
F(m,b)=(4-2m-b)2 + (6-5m-b)2 +(7-6m-b)2 +(8-9m-b)’.
Bu fonksiyonun hangi m ve b degerleri igin minimum degeri aldigini belirlemeliyiz.
Kismi tiirevleri hesaplayalim:
Fm(m,b)=2(4-2m-b)(-2)+2(6-5m-b)(-5)+2(7-6m-b)(-6) +2(8-9m-b)(-9)=0,
Fb (Mm,b)=2(4-2m-b)(-1)+2(6-5m-b)(-1)+2(7-6m-b)(-1) +2(8-9m-b)(-1)=0.
Bir miktar aritmetik islemden sonra asagidaki denklem sistemi elde edilir:

146m+22b =152
22m+ 4b= 25

Bu sistemi yoketme ydntemi ile ¢6zelim. ikinci denklem -11/2 ile garpilip birinci denkleme
toplanirsa

25m=14.5 = m=0.58
ve m nin bu degeri ikinci denklemde yerine konulursa
1276 +4b =25 = 4b=11.24 =Db=3.06

elde edilir. Goriildiigii gibi, sistemin tek ¢oziimii vardir: m=0.58 , b=3.06. m ve b nin
bu degerleri igin  F(m,b) nin minimum oldugunu biliyoruz.

O halde regresyon dogrusu
y=0.58x+3.06
dur. Baska bir deyimle, regresyon analizi sonucu ortaya ¢ikan gider fonksiyonu
C(x)=0.58x+3.06

Denklemi ile verilenen fonksiyondur. Uretici, 6rnegin, 4 {iriin iiretince giderinin ne olacagini
tahmin edebilir :

C(4)=(0.58)(4)+3.06 =2.32+3.06 = 5.38.

Bu ornekle 1ilgili olarak veri noktalarin1 ve regresyon dogrusunu gosteren bir grafigi bir
sonraki sayfada gorebilirsiniz.
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Ornek veri tablosu

icin buldugumuz regresyon dogrusu veri noktalari ile birlikte asagidaki grafikte gosterilmistir.

s
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(6,7).,/’ 9.8)
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y=0.58x + 3.06

a4



Onceki drnekte izlenen yol genel duruma uygulanarak m ve b nin dogrudan hesaplanmasini
saglayacak formiiller elde edilebilir. Artiklarin karelerinin toplami olarak tanilanan

F(m,b) = Zn)(yi —mx, —b)* = (y, —mx, —b)* +--- + (y, —mx, —b)

i=1

fonksiyonunun kritik noktalar1

Fn(m,b) = iz(yi —mx —b)(=X) = _2(2 Xizjm - 2[ X

i=1 i

F.(m,b) = ZH:Z(yi —mx;, —b)(-1) = —2[2 X jm - 2[anljb + Z[Zn: yij =0

i=1

p=l
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ya da

i=1 i=1

@X‘ij(ixijb = >,
(ij m+ nb =ian)yi

denklem sistemi ¢oziilerek bulunur.

Bu denklem sisteminin daima tek bir ¢oziimii bulunduguna dikkat ediniz.

n(kixkyk)—(kixn(kiyk) b Zy —m(kixk)
x0-xy "

m

Ikinci 6rnegimizde yukaridaki formiilleri kullanacagiz.
Ornek 2. (0,6.4), (1,2.6), (2,0.5), (3,0.6) ve (4,0.3) veri noktalarma en iyi uyan
dogrunun denklemini bulunuz.

Coziim. Aranilan dogrunun denklemi y = mx+b olmak iizere veri noktalarina karsilik
gelen asagidaki tabloyu olusturalim:

Xi 0 1 2 3 4
Yi 6.4 2.6 0.5 0.6 0.3

m ve b yi yukaridaki formiillerden elde edebilmek igin bu formiildeki her bir terimin
degerini buluruz. Oncelikle, n =5 olduguna dikkat ederek
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S S

X =0+1+2+3+4=10 , DY, =64+2.6+05+0.6+03=10.4

> XY, =0-(6.4)+1-(2.6)+2-(0.5)+3-(0.6)+4-(0.3) = 2.6 + 1 + 1.8+ 1.2 = 6.6

DX =0+1+4+9+16=30 , (O x)Q.y)=10-(10.4) =104

k=1

Boylece,
XY QXY 5.66)-104 33-104 71

m n n

=142,

2YMEX)  04-(142)-10 1044142 246
n 5 5

=4.92.

O halde istenilen dogrunun denklemi
y=-1.42x+4.92
dir.

Omek 1 ve Ornek 2 de goriildiigii iizere regresyon dogrusunun bulunmasinda iki yol
izlenebilir. Birinci yol, veri noktalarindan artiklar ve artiklarin kareleri hesaplanarak F(m,b)
fonksiyonunun bulunp F(m,b) yi minimum yapan m ve b degerlerinin bulunmasidir.
Ikinci yol ise birinci yolun genel duruma uygulanmasiyla m ve b igin bulunan formiillerin
kullanmasidir.

Asagida regresyon dogrusunun hesaplanmasi i¢in bazi durumlarda daha elverisli olan bir
yontem daha bulundugunu gorecegiz.

7.3. Determinantla Coziim. Regresyon dogrusunun bulunmasinda ortaya c¢ikan denklem
sistemi, genel durumda, Cramer Kurali ile ¢oziilerek, dogrunun denklemi i¢in hesaplari
kolaylastiric bir formiil elede etmek miimkiindiir.

Artiklar1 kareleri toplami olan iki degiskenli

F(m.b) = (Y, —~mx, b)Y’ = (Y, —mx, —b)® + -+ (y, —mx, b

i=1



fonksiyonunun kismi tlirevleri sifira esitlenerek ortaya ¢ikan

S5
(gxi) m+ nb :izz;yi

denklem sistemi Cramer Kurali ile ¢oziiliirse,

n

Zn‘,xi Yi ” X; zxiz Zn:Xi Yi Zn:XiYi Zn:Xiz
i1 i1 i1 i1 i1 i1
Zyi n in zyi Zyi in
m = LT R A i1 _ = i1
x> ) x x> x x>
i1 i1 i1 i1 i1 i1

elde edilir( b nin son ifadesinin elde edilisini iyi izleyiniz). Boylece, F(m, b) nin tam bir

tane kritik noktast bulunduguna ve bunun da verilere en iyi uyan fonksyonu belirledignne
dikkat ediniz. O halde aranan fonksiyon,

gxiyi iZ::Xi gxiyi iZ::Xiz
Zyi n iyi ZXi

veya
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denklemi ile belirlenmektedir. Son formiiliin sol tarafi, asagidaki 3%3 determinantin birinci
satira gore acgilimi oldugundan bu denklem

biciminde ifade edilebilir. Dolayisiyla, regresyon dogrusunu belirlemek icin yukaridaki
determinantin son iki satirindaki girdiler bulunup yerine yazilarak determinant agilr ve arzu
edilen denklem ortaya ¢ikar.

Ornek 1. Daha 6nce ¢ozdiigiimiiz bir problemin veri tablosu olan asagidaki tablo icin en
kiiciik kareler dogrusunu determinant kullanarak bulalim.

X 5 6 9
y 6 7 8
Coziimde kullanacagimiz
y X 1

ixiyi ixiz ixi =0
i=1 i i

Sy Y% oo
i=1 i

determinantin ikinci ve {iglincii satirlarindaki girdileri, sirasiyla, bulalim.

4
X} =4+25+36+81=146, > X =2+5+6+9 =22

1 i=1

M-

4
D %Y, =8+30+42+72=152 ,

i=l i

Dy =4+6+7+8=25

i=1 i

X =2+5+6+9=22 , n=4

4 4
i
=1



y X 1

152 146 22|=(4-146-22-22)y —(4-152-22-25)x +(152-22—146-25) = 0

25 22 4

ve buradan, en kiigiik kareler dogrusunun denklemi

100y —58x—-306 =0

ya da

y = 0.58% +3.06

olarak elde edilir.

Ornek 2. Asagidaki veri tablosu igin en kiigiik kareler dogrusu(regresyon dogrusu)nu

bulunuz ve X = 15 i¢in Yy yi tahmin ediniz.

14

18

12

14

Bu tabloya karsilik gelen nokta kiimesi

(2,-4), (6,0), (10,8), (14,12), (18,14)

tir. X, =2, y=4,....

Boylece,

inyi =—-8+0+80+168+252=492, fo =4+36+100+196 +324 = 660,

5

i=1

DX =2+6+10+14+18=50 , n=5.

DX =2+6+10+14+18=50 , Yy =-4+0+8+12+14=30 ,
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Elde edilen degerler determinant formiiliinde yerlerine yazilinca

y X 1
492 660 50| =(5-660-50-50)y—(5-492-30-50)x+(492-50-30-660) =0
30 50 5

ve buradan

800y —960x +4800=0 = y=1.2x-6

bulunur. Boylece, regresyon dogrusunun denkleminin y=(1.2)x—6  oldugu goriliir.
x=15 icin y=18-6=12 olur.

En kiiciik kareler yontemi ile ¢6ziilebilecek bir fiyat analizi problemi 6rnegi veriyoruz.

Ornek 3. Bir bilyilk magaza zincirinin pazar arastirmalar X y

boliimii belli bir {irlinlin fiyatin1 her ay degistirerek 5 ay 50 >
boyunca aylik talebi kaydetti ve yandaki veri tablosunu elde etti. -

Burada, X, birim para(bp) olarak satis fiyatint; y, aylik ka¢ bin 5.5 1.8

adet talep oldugunu gostermektedir. 6 1.4

6.5 1.2

a) En kiigiik kareler yontemini kullanarak fiyat-talep 7.0 1.1

denklemini bulunuz.

b) Bir adet iiriiniin maliyeti 4 bp ise, aylik karin maksimum olmas1 i¢in satis fiyati
ne olmalidir?

Coziim. a) Son elde ettigimiz determinant formiiliinii kullanalim. Problemimiz i¢in

y X 1

Zn:xiyi Zn:XiZ anxi =0
i=1 i i
Sy Yx o
i=1 i

determinantin ikinci ve li¢iincii satirlarindaki girdileri



5 5
D %Y =10+9.9+84+7.8+7.7=438, > x* =25+30.25+36+42.25+49 =182.5,

i=1 i=1

5
X =5+554+6+65+7=36 , Zyi =2+18+14+12+1.1=75 ,

i=1 i=1

X =5+554+6+65+7=30

5
, n=5
=1

tir. Bu degerler yerlestirilince

y X 1

43.8 182.5 30/ =(5-182.5-30-30)y —(5-43.8-30-7.5)x +(43.8-30—7.5-182.5) = 0
75 30 5

ve buradan
12.5y+6x—-54.75=0
elde edilir. Bdylece fiyat talep denklemi( x fiyati ve y talebi gostermek iizere)
y =—-0.48x+4.38

olarak elde edilir.

b) Bir {iriiniin maliyeti 4 bp ise, bagka gider olmadig1 varsayilarak, toplam gider,
C =4y =4(-0.48x+4.38) =-1.92x +17.52
bp olur. Toplam gelir ise
R = yx = —40.8x” + 4.38x
olacagindan, kar fonksiyonu
P=R-C=-048x>+4.38x-(-1.92x +17.52)=—0.48x> + 6.3x —17.52
olur. Karin maksimum olmasi i¢in
P'=-0.96x+63=0 = X~=6.56,

satig fiyat1 yaklasik olarak 6.56 bp olmali.
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Problemler 7

1. Asagidaki veri tablolarindan her biri icin en kiigiik kareler dogrusu(regresyon dogrusu)nu
bulunuz. Veri tablosuna karsilik gelen noktalar1 ve regresyon dogrusunu grafikle gosteriniz.

a) b)
X 213 4 X | 1]12|3] 4
y | 1 ]3[4] 3 y 514 0
© ¢)
X |1 (23] 4 X | 1 ]123] 4] 5
y 313] 2 y [ 213132 3

2. Asagidaki veri tablolarindan her biri i¢in en kii¢iik kareler dogrusu(regresyon dogrusu)nu
bulunuz ve verilen x degerii¢in Yy yitahmin ediniz.

a) b)
X | 1 2 3 4 X | 0 5 10 | 15| 20
y | 3 1 2 0 y | 10 | 22 | 31 | 46 | 51
X=2.5 i¢cin y yi X=25 i¢in y yi
tahmin ediniz tahmin ediniz
) )
X | -1 1 3 5 7 X 1 4 6 g
y |14 | 12 | 8 6 5 y | 1 P 3 4
X=2 i¢in y i X=5 i¢in Yy yi

tahmin ediniz tahmin ediniz




3. Bir biiylik magaza zincirinin pazar arastirmalari bolimii belli bir iirliniin fiyatin1 her ay
degistirerek 5 ay boyunca aylik talebi kaydetti ve asagidaki veri tablosunu elde etti. Burada,
X, YTL olarak satis fiyatini; y, aylik kag bin adet talep oldugunu gostermektedir.

X 10 | 10.5] 11 |11.5] 12
y | 85| 8 7 6 |45

a) En kiiglik kareler yontemini kullanarak fiyat-talep denklemini bulunuz.
b) Bir adet iirliniin maliyeti 7 YTL ise, aylik karin maksimum olmas i¢in satis fiyati
ne olmalidir?

4. Bir matematik sinifindaki 6grencilerden 10 unun dénem i¢i not ortalamalari ile donem
sonu siavindan aldiklar1 notlar asagidaki tabloda verilmistir:

Dénem Ici 40 | 55 | 62 | 68 | 72 | 76 | 80 | 86 | 90 | 94
Doénem Sonu| 30 | 45 | 65 | 72 | 60 | 82 | 76 | 92 | 88 | 98

Bu tablo i¢in regresyon dogrusunu bulunuz. Dénem i¢i not ortalamasi 70 olan bir 6grencinin
donem sonu sinavindan alacagi notu tahmin edininz.

5.(1,1.5), (2,0.8), (3,1.7), (4,3.8) ve (5,7.6) veri noktalarina en iyi uyan dogrunun
denklemini bulunuz.

6.(0,74), (1,3.6), (2,1.5), (3,0.6) ve (4, 1.3) veri noktalarina en iyi uyan dogrunun
denklemini bulunuz.

7. Bir matematik dersinin ilk iki arasinavinda 7 &grencinin aldig1 notlar asagidaki tabloda
gosterilmistir.

Birinci arasmav : X | 72 | 34 | 96 | 72 0 37 72
Ikinci arasmav :y | 35 | 10 | 85 [ 70| 20 | 10 | 75

a) Bu verilere en iyi uyn dogrusal fonksiyon y =mx + b i¢in m ve b yi birinci
ondalik basamagina yuvarlayarak bulunuz.

b) Birini arasinavdan 49 almis ve ikinci arasinavi kagirmig bir 6grenci, ikinci
arasinava girmis olsaydi bu sinavdan kag¢ puan almasi beklenirdi?



